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i 
Abstract 
This report documents our work in connection with the education as maths counsellor at Roskilde 
University. A mathematics counsellor’s job is to help students with math specific difficulties, and it is 
therefore important to have an exact idea of the students stumbling blocks so we can act appropriately, 
which means that any consultation must begin with a detection and diagnosis of each student, before 
intervention can take place.  
 
In this education we have worked with different theories, which illuminated various issues, and through our 
practice we then tested some of these theories. The first topic we've been through is concepts and concept 
formation, and in the intervention we tried the theories regarding cognitive conflicts and transformation of 
semiotic representation. In the second project on reasoning , proof and proving we have worked with the 
scientific debates and many different types of proof’s,  and in the project referred to as models and 
modelling, we have worked with modeling eliciting activities and emergent modelling as an intervention. If 
we compare the students' learning before and after the intervention, then we have been able to see a 
positive progress in all of our tree interventions. 
We saw that the cognitive conflict and the transformation of semiotic representation could well contribute 
to a better concept formation, but also that the strengthening of concept formation is not only influenced 
by these parameters. We also saw that the scientific debates and modelling activities helped to motivate 
the students and that they therefore had more desire to attend classes actively. This was evident with 
especially some of the weaker students and was seen most clearly in the last semester in which the 
absolute greatest progress could be seen from one of chosen students. We can therefore say that our 
actions have had an impact, but it's hard to say exactly how much, and that is because of the many factors 
that play a role here. 
 
We also conducted a survey before and after the intervention on the last semester, to get a picture of the 
student’s beliefs regarding their view on mathematics. It turned out that their beliefs only to a very small 
extent changed. That was not a bad thing, if we take into account that their belief’s before was reasonable. 
Other findings of the same kind will be reported in the following.  
 
Overall, we can conclude that we have learned to detect and diagnose students through various means as 
well as helping the students to overcome their difficulties and the fact that we've actually been able to 
move some of the students in virtually every semester, speaks to that we will clearly recommend the 
measures we made. 
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Forord 
I forbindelse med matematikvejlederuddannelsen har vi udarbejdet nærværende rapport på RUC i  
perioden august 2014 til januar 2016. I de første to semestre er semesterrapporterne forfattet af Jacob 
Bendtsen fra Hillerød HTX, Sten Bregnhoved fra Helsingør Gymnasium og Signe Andersen fra Egedal 
Gymnasium & HF. Signe valgte dog sent i tredje semester at droppe uddannelsen og har derfor ikke været 
med til at udarbejde hverken tredjesemesterrapporten eller nærværende kappe.    
 
Temaet for de tre semestre har været henholdsvis begreber og begrebsdannelse, matematisk bevisførelse 
og ræsonnement samt matematisk modellering, og rapporten består først af en kappe, som blandt andet 
bearbejder de fælles elementer, der har været til stede igennem de tre semestre, og dernæst kommer de 
tre delrapporter, som er udarbejdet efter hvert semester. Således gælder med hensyn til sidetal, at 
sidetallet i en delrapport fra første semester angives med et foranstillet Del 1, sidetal fra 
andensemesterrapporten angives med et foranstillet Del 2 etcetera. Navngivning af bilag vil fremgå af de 
enkelte delrapporters forord.  
Vejledere på projektet har været Uffe Thomas Jankvist, Aarhus Universitet, og Mogens Niss, Roskilde 
Universitet - dog var Sif Ingibjörg Magnúsdóttir Skjoldager, på daværende tidspunkt også Roskilde 
Universitet, vejleder på første semester. 
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Indledning 
Mange elever har store problemer med matematikken, og vi ser det naturligvis særligt tydeligt, når 
eleverne starter i 1. g, og hvor de tilmed måske kommer fra folkeskolen med en karakter i matematik, som 
er middel, nær eller tilmed helt i top. Med tanke på at en elev kan bestå folkeskolens afgangsprøve i 
matematisk problemløsning ved blot at besvare 15 procent af opgaverne korrekt jævnfør nedenstående 
tabel1 til venstre, er dette jo ikke overraskende, men det er vanskeligt at forstå, at det forholder sig sådan - 
ved indførelsen af 7-trinsskalaen, der jo blev indført blandt andet med det formål, at den danske 
karakterskala fremover skulle være sammenlignelig med den internationale ECTS-skala, for så vidt angår 
antallet af karakterer såvel som fordelingen af elever, der består, hvorfor henholdsvis 10, 25, 30, 25 og 10 
procent af de elever, der består, skal have karakteren 02, 4, 7, 10 og 12, og det er ikke tilfældet, når man 
betragter omtalte tabel, og man i øvrigt antager, at fordelingen af point hænger sammen med antallet af 
elever, hvilket giver en fordeling på (afrundet) 16, 21, 25, 16 og 21 % - der er således med den givne 
forudsætning for mange elever, der får topkarakterer. Et andet problem med indførelsen af 7-trinsskalaen 
er, at der ikke er fastlagt en grænse for hvornår, man består, og den er, som det ses, fastsat ganske lavt i 
folkeskolen (og dermed er det i virkeligheden en delvis indholdsløs diskussion, når politikerne diskuterer, 
hvorvidt der skal være et karakterkrav på 02 eller ej for, at man kan få lov til at gå på gymnasiet - fagligt vil 
en elev, der netop har bestået afgangsprøven i matematik, jo have mange vanskeligheder med 
matematikken i gymnasiet, men selvfølgelig er det en politisk og dermed ideologisk diskussion, der er tale 
om, hvorfor de faglige argumenter ikke altid høres…). 
 
Til sammenligning ser det pt. ud som vist i tabellen2 til højre med omregning fra procent korrekte 
besvarelser til karakter i gymnasiet. En beregning viser hurtigt, at fordelingen blandt de bestående elever 
                                                          
1 Billedet af tabellen er den 29. december 2015 hentet på internettet i en fil, der er udgivet af Ministeriet 
for børn, undervisning og ligestilling i december 2014, og som ligger på adressen https://materialeplatform-
filer.emu.dk/eksamensopgaver/2014/FSK/gratis/141216%20Rettevejledning%20FP9%20december%20201
4%20matematik.pdf 
2 Tallene i tabellen er beregnet på baggrund af en fil (uden de intervaloverlap, der er de oprindelige point), 
som er hentet på internettet den 29. december, og som er udgivet af Ministeriet for børn, undervisning og 
ligestilling i juni 2013 og ligger på adressen 
http://www.uvm.dk/~/media/UVM/Filer/Udd/Gym/PDF13/130604%20standardoversaettelsesskalaer%202
013.pdf. Vi er med på, at de to tabeller ikke er fra samme år, men tabellerne justeres ofte en smule hvert 
år, så fordelingen af karaktererne ser bedre ud(!), hvorfor der under alle omstændigheder kun er tale om 
tendenser, der dog er rimeligt tydelige.  
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passer inden for et par procentpoint, og det fremgår tydeligt, at der i gymnasiet skal en del mere til for at 
bestå, end der skal i folkeskolen. Det forholder sig jo endda på det gymnasiale område således, at bestå-
kravet i forbindelse med indførelse af 7-trinsskalaen blev sænket betydeligt, idet det tidligere var således, 
at man skulle have besvaret halvdelen af et opgavesæt rigtigt for at bestå. 
På baggrund af ovenstående er det således klart, hvorfor elever, der ellers har rimelige karakterer fra 
folkeskolen, på trods af dette oplever store vanskeligheder med matematikken i gymnasiet. Vi ser hurtigt 
denne problemstilling folde sig ud, og den består ikke af én men af mange forskellige problemfelter. Et 
væsentligt problemfelt er, at eleverne kommer med en uhensigtsmæssig forestilling om faget matematik. 
Dette viser sig blandt andet ved løsning af opgaver, hvortil der findes en facitliste, hvilket foranlediger nogle 
elever til at spørge, hvorfor de overhovedet skal løse opgaven, når de allerede kender svaret. Eleverne 
udviser således en meget resultatorienteret tilgang til undervisningen, hvilket ikke er befordrende for 
matematikken. Der viser sig specielt på 1. semester noget lignende, når eleverne møder beviser. Der stilles 
her spørgsmålstegn ved ideen med bevisførelse, og hvorfor dette overhovedet er nødvendigt at lære, når 
nu bare man kan benytte sig af den færdige formel til at fremtrylle resultatet. Netop bevisførelse er for os 
og faget et meget væsentligt element, så det er uheldigt, at forkerte forestillinger er medvirkende til, at 
eleverne har problemer med beviserne. Heldigvis kan en undervisning, der inddrager beviser tidligt i 
forløbet vende denne udvikling. 
Et andet mindst ligeså vigtigt problemfelt skal findes i manglende begrebsdannelse hos eleverne. Vi ser 
problemet tydeligt, når eleverne bliver stillet overfor problemstillinger med fx algebra, brøker, ligninger, 
funktioner og grafer, trekantsberegninger osv. Selvom eleven allerede har set dette mange gange i 
folkeskolen, så udvises der på gymnasiet store forståelsesmæssige problemer med de grundlæggende 
begreber - og desværre ikke kun i begyndelsen af uddannelsen, hvilket skyldes det forhold, at det meste 
matematik bygger oven på andet matematik, således at manglende forståelse af de grundlæggende 
begreber hele tiden vil være en stopklods for tilegnelsen af nye begreber.  For eksempel kræver 
differentialligninger jo kendskab til blandt andet variabelbegrebet, funktioner, grænseværdier, 
infinitesimalregning med mere, så netop begrebsdannelsen er nøgleordet her. 
En måde, hvorpå begrebsdannelsen kan styrkes, er ved at arbejde bevist og aktivt med kompetencer, og 
netop de 8 kompetencer, som beskrives senere, viser da også, at vi faktisk stiller store krav til vores elever. 
De skal blandt andet kunne håndtere matematikken, bruge dens sprog og redskaber samt kunne spørge og 
svare på en matematisk korrekt måde. De skal også kunne håndtere CAS-værktøjer som et hjælpemiddel, 
hvilket de gør i nogen udstrækning i folkeskolen, men hvordan man så bruger værktøjet understøttende for 
begrebsdannelsen er en helt anden sag. Det skal dog nævnes, at der også er mange positive ting forbundet 
med brugen af CAS. 
I det følgende vil vi beskrive den metode, som vi har arbejdet med, ligesom vi vil arbejde med forståelse, 
forestillinger og kompetencer - alt sammen med fokus på vores fremtidige funktion som 
matematikvejledere. 
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Metodeafsnit 
I vores arbejde med matematikvejledning gennem de tre semestre har vi hver gang arbejdet med de tre 
faser, som matematikvejledning består af: Detektion, diagnose og intervention. For en nærmere forklaring 
på disse faser henvises til Jankvist & Niss (2015). I det følgende udfolder vi dog nogle af de fællestræk eller 
forskelle, som er at finde dels inden for de problemstillinger, vi har arbejdet med, og dels i relation til netop 
de tre faser.  
De tre problemstillinger har indholdsmæssigt naturligvis haft det til fælles, at vi har arbejdet med en 
problemformulering, der har haft fokus på, at en eller flere interventioner skulle have til formål at hjælpe 
de udvalgte elever i forhold til de vanskeligheder, som de måtte have, men derudover har vores 
problemformuleringer også haft det sigte, at vi skulle lære noget om eleverne - vi har således arbejdet med 
at afdække elevernes matematikforestillinger, deres opfattelse af den didaktiske kontrakt samt deres 
modellørtyper, hvilket jo som sådan ikke har haft som formål at gøre eleverne klogere - det havde til formål 
at gøre os som undervisere og vejledere klogere. Netop dette arbejde har været meget interessant og til 
tider overraskende, hvilket skal udbredes yderligere i nogle af de følgende afsnit, men det er også en del af 
arbejdet som praktiserende matematikvejleder, som vi ikke forventer, at der er afsat tid til - særligt ikke 
efter regeringens seneste udmeldinger i relation til det monetære. 
I forhold til detektion har vi i alle tilfælde arbejdet med analysen af de forskellige detektionstests således, at 
vi har forsøgt at gruppere spørgsmålene med henblik blive i stand til at uddrage mest mulig og mest præcis 
information af elevernes besvarelser. Det har vist sig, at det er en god måde for os at arbejde på, og det vil 
vi helt sikkert blive ved med. Vi er også klare over, at vi i vores fremtidige virke må udarbejde nogle nye 
detektionstests, der kan medvirke til at detektere elever, som måtte have matematikvanskeligheder, 
således at diagnosticeringen efterfølgende kan tage sin begyndelse. Det er vores håb, at der kan blive tid til 
dette, men det er selvfølgeligt et temmelig spinkelt ét af slagsen - ikke mindst fordi det er tidskrævende, 
netop fordi der kan være så mange årsager til, at en elev for eksempel ikke forstår, hvad en brøk er. Mulige 
emner for nye detektionstests kunne fx være potenser (der er lidt i detektionstest 1), funktioner (do.), 
variabelbegrebet, statistik og sandsynlighed, trigonometri, vektorer og vektorfunktioner, 
infinitesimalregning, differentialligninger og alskens supplerende stof, eller hvad kommende ændringer i 
bekendtgørelsen måtte tilføje . 
Vi har inden eleverne besvarede de forskellige detektionstests forhåndsidentificeret mulige kandidater, og 
det endelige valg af fokuselever er så blevet truffet i en kombination af resultatet af detektionstesten og 
elevernes lyst til at deltage. Vi vil her i relation til dette nævne, at selv om udgangspunktet for 
matematikvejledningen er, at eleven vil og har lyst til at gøre en indsats, så er det vores erfaring, at der 
findes en del elever, der bestemt er værdige kandidater til at deltage i en vejledning, og som vil profitere af 
det, men som fravælger matematikvejledningen som følge af en manglende tiltro til egne evner udi 
matematik og/eller slet og ret den effekt, som det behov en ung typisk har for ikke at være eller blot føle 
sig udenfor i forhold til de øvrige unge. Det ville dog være fantastisk, om vi kunne få tag i disse elever også, 
da det jo ikke er uvilje i forhold til matematikken men noget helt andet, der er på spil. Omvendt er det 
selvfølgelig et spørgsmål om ressourcer (også her). 
Det bemærkes, at vi nogle få gange har observeret nogle uventede resultater i forbindelse med de 
udleverede detektionstests således at forstå, at en elev, som, vi ellers mente, var eksempelvis middelgod, 
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alligevel klarede sig dårligt i detektionstesten, hvilket selvfølgelig skulle undersøges nærmere, hvorfor det 
ikke per automatik var de svageste elever, der blev valgt ud - andre gange var det et spørgsmål om at 
matche eleverne niveaumæssigt eller at finde det rigtige antal elever, som var udslagsgivende. I forbindelse 
med vores virke som matematikvejleder vil vi måske nok selv tage fat i enkelte af vores egne elever, men 
ellers vil eleverne jo formodentligt i højere og højere grad over tid blive henvist til os af vores kolleger eller 
studievejledningen, hvorfor ovennævnte metodik ikke forventes at spille så stor en rolle fremover.  
I forhold til diagnosticering har vi arbejdet med en del forskellige metoder, idet såvel eleverne fra vores 
egne hold som de elever, der måtte være blevet henvist til os, har haft meget svært ved at indgå i et 
samarbejde - ikke fordi de ikke var motiverede eller ikke havde indset, at de havde et behov, men fordi de 
var flove over deres vanskeligheder og troede, at de var de eneste i hele Verden, der havde det sådan. Det 
er således vores erfaring, at et interview fungerer bedst, når eleverne ikke ”opdager”, at de bliver optaget - 
her kan et smart-board, en smart-pen eller lignende være vejen frem, medens et videokamera kan være en 
hindring, da nogle elever fravælger tilbuddet om vejledning som følge af sceneskræk, hvilket er ærgerligt, 
da det modsat vores oprindelige holdning til denne måde at arbejde på har vist sig, at en transskription af 
et videofilmet interview er et fantastisk stykke værktøj i analysen af det, der måtte være den enkelte elevs 
bagvedliggende årsag til et givent symptom. Det er dog vores håb, at der over tid vil danne sig en kultur på 
vores skoler, som vil gøre det acceptabelt at søge hjælp, og at der således kan arbejdes med kamera med 
videre - vi har dog ikke et begrundet håb om, at en transskription fremover vil være at finde blandt de 
mulige værktøjer af økonomiske årsager, men forhåbentlig vil erfaringen i nogen udstrækning 
overflødiggøre disse. For eksempel har vi netop i det sidste semesterprojekt undladt de opfølgende tests, 
som ellers har været en fast bestanddel af diagnosefasen, men selvfølgelig er der også forskel på, om man 
skal diagnosticere i forhold til et afgrænset emne som matematisk modellering trods alt er, eller om det 
handler om et mere eller mindre komplekst begrebsbillede.  
Vi har oplevet, at eleverne nogle gange var forundrede og reagerede lidt negativt under de gennemførte 
interviews, når vi under vores forsøg på at afdække årsagssammenhængene ikke forsøgte at få dem til at 
forstå for eksempel ved at stille ledende spørgsmål, tegne en figur eller lignende, og det skal da også 
nævnes, at det kunne være svært at undlade at påtage sig en lærerrolle i sådanne situationer, hvorfor det 
er vores erfaring, at det er værd at gøre eleverne klar over formålet med diagnosefasen, så deres 
forventninger er i overensstemmelse med dette. 
I forbindelse med de gennemførte interventionsfaser har vi været inde over kognitive konflikter (Tall & 
Vinner (1981)), registerskift (Duval (2002, 2004, 2006)), cooperative learning, videnskabelige debatter 
(Alibert (1988)), facetter i bevisførelse (Lin & Yang (2007)), modelleringsfremmende aktiviteter (Doerr & 
Lesh (2003)) samt fremvoksende modellering og RME (Gravemeijer (2007), Gravemeijer & Doorman 
(1999)), og vi har arbejdet både med de udvalgte elever alene og med klassebaserede interventioner, 
såfremt vi har fundet det relevant - i. e. når en klasse også kunne have gavn af en intervention, der var 
tilrettelagt ud fra de udvalgte fokuselevers behov. Klasserumsintervention byder dog på nogle 
udfordringer: Dels er det ikke let at filme og undervise på én gang, og det er selvsagt også vanskeligere at 
følge fokuseleverne så tæt, som man kan, hvis man har dem alene. I forhold til matematikvejledning 
fremover vil der ofte være tale om én til én-vejledning eller vejledning i små grupper, så 
klasserumsinterventionerne har i relation til vejledning formodentlig udspillet sin rolle i nogen grad. 
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Samlet set kan vi således let se nytten i at arbejde med de tre faser - i næste afsnit ser vi på det helt 
grundlæggende problem: Manglende forståelse og forkerte forestillinger. 
Forståelse og forestillinger 
Vi vil her med henblik på at analysere emnet for dette afsnit i relation til matematikvejledning forsøge at 
stille skarpt på nogle forskellige teorier, som på hver sin måde omhandler forståelsen som et led til 
begrebsdannelsen, ligesom vi også vil kigge på eleverne forestillinger. 
Hvordan sker begrebsdannelsen hos den enkelte elev?  
Dette spørgsmål stiller man som matematikvejleder sig selv hele tiden, og ikke mindst har vi gjort det 
igennem alle tre semestre, hvor vi har arbejdet med forskellige teorier, som beskæftiger sig med dette. En 
af de første kilder, vi har mødt, er Skemp (1976), der definerer to typer af forståelse, den instrumentelle og 
den relationelle. Hvis man besidder den instrumentelle forståelse, så kan man godt anvende eksempelvis 
formler, men man ved ikke, hvad der foregår. Hvis man besidder den relationelle forståelse, så ved man 
både, hvad man skal gøre, og hvorfor man skal gøre det. Selvom sidstnævnte er den, vi som undervisere 
definerer som forståelse, så er der nogle fordele ved den instrumentelle forståelse - fx er det lettere at 
tænke på, at minus gange minus giver plus i stedet for at skulle give en forklaring på dette, følelsen af 
succes kommer hurtigere, og det gør det korrekte svar også. Som elev skal man dog passe på, hvis man tror, 
at man forstår matematikken, fordi man er i stand til at sætte tal ind i den korrekte formel for herefter at få 
det korrekte svar, for intet kunne være mere forkert. Man vil muligvis kunne løse standardopgaver, men til 
en mundtlig eksamen vil det med stor sandsynlighed gå galt. På samme måde er der ved den relationelle 
forståelse nogle tydelige fordele, som blandt andet er, at den er mere fleksibel for nye opgaver, den kan 
være effektiv som et mål i sig selv, og så fremmer den nysgerrighed, hvis man altså kan lide denne måde at 
tænke på.  
De to typer forståelse udvides til tre i Skemp (1979), hvor også den logiske forståelse defineres. For at 
besidde den logiske forståelse skal man kunne kombinere symbolisme og notation med matematiske ideer 
for herefter at kunne kombinere ideerne til sammenhængende logiske ræsonnementer. Den logiske 
forståelse kommer specielt ind billedet, når det drejer sig om bevisførelse, da det netop er den logiske 
sammenhæng, man benytter sig af her. I den nye model kombineres de tre typer for forståelse med to 
begreber for mental aktivitet, den intuitive og refleksive, hvor den intuitive modus er udtryk for, at man 
handler intuitivt og spontant, medens den refleksive modus er udtryk for, at man handler bevidst3. Således 
vil en elev, der har en instrumentel forståelse, være bedre stillet, hvis vedkommende er refleksiv og derfor 
er i stand til at kombinere memorerede formler og komme frem til et givet resultat, end en elev, der 
baserer sin mentale aktivitet på intuitive handlinger. Man kan altså komme et stykke med den 
instrumentelle forståelse, men skal begrebsdannelsen opnås, kræver det som minimum, at den relationelle 
forståelse er på plads - den logiske vil dog være optimal.  
I Sfard (1991) ses to typer af opfattelser, den operationelle, hvor man ser begrebet som en proces, og den 
strukturelle, hvor man ser begrebet som et objekt. For at opnå en fuld forståelse af et begreb kræver det, 
at begge opfattelser foregår samtidigt. Indlæringen af et nyt begreb sker iflg. Sfard ved tre stadier4, hvor 
                                                          
3 En nærmere præcisering af dels teorien samt figurer til denne kan ses i Del 1, pp. 4-5. 
4 En nærmere præcisering af dels teorien samt figurer til denne kan ses i Del 1, pp. 5-7. 
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første fase er internaliseringen, hvor man lærer processerne, der leder over til det nye begreb, jf. den 
operationelle tilgang. Dernæst kommer kondenseringsfasen, hvor man til sidst bliver så bekendt med 
processerne, at begrebet ses som et hele. Endeligt er der reificeringsfasen, hvor begrebet bliver til et 
objekt, jf. den strukturelle tilgang.  
Det er vigtigt at bemærke at de første to første trin sker gradvist, mens det sidste trin sker ved det som 
Sfard kalder den ontologiske kløft. Det sidste trin er derfor svær at opnå og sker ikke altid for eleven. Vi 
kender det selv for vores egen læring ved en Aha-oplevelsen, som pludselig indtræf.  
Der er en nogle ligheder mellem Sfard og Skemp. Begge opererer med tre trins modeller, og begge opererer 
med at forståelsen langsomt bygges op. Hvis man kigger på internaliseringsfasen kontra den instrumentelle 
tilgang, så lærer man ved Sfard de nye processer, der leder til begrebet, mens man i Skemp er i stand til at 
benytte en formel uden at vide, hvad der foregår. Man kan ikke direkte sidestille de to ting, men man kan 
godt sige, at man i begge modeller kan benytte sig af processerne for at komme frem til et resultat.  
Sammenligningen ser noget mere broget ud for de to næste trin, hvor tingene ikke helt kan skilles ad.  
Derimod kan man godt drage mange paralleller både fra Skemp og Sfard til nedenstående, figur som viser 
en model fra Lin & Yang (2007) vedr. fire niveauer af forståelse5.  
 
Den instrumentelle forståelse ses tydeligt her, idet man har en forhåndsviden, man kan genkende 
elementerne, og man kan også forbinde tingene, så man får et resultat, men så heller ikke længere. Man 
når aldrig op på sidste trin, og selvom man kan benytte sig af nogle givne regler, så forstår man ikke 
nødvendigvis, hvad man laver. Når man står på øverste trin, er man i stand til at kæde det hele sammen 
som et hele, og dette til svarer den relationelle forståelse. Med Sfard briller kan man sige, at trin 1 og 2 
svarer til internaliseringsfasen, idet man kigger på det som processer. Trin 3 til svarer kondenseringsfasen, 
da man er blevet bekendt med processerne og kan kæde dem sammen, og endeligt trin 4 som tydeligt til 
svarer reificeringsfasen. For at opnå relationel forståelse i denne model kan man tage trinene som vist på 
ovenstående figur til venstre altså i rækkefølge, men man kan også opnå den ved at springe fra trin 1 til 4 
for herefter at cykle rundt i trin 2 og 3, som det også ses yderst til højre på figuren. Der er altså i denne 
model mulighed for at opnå reificering uden det serielle forløb, som Sfards model foreslår. 
Noget lignende gælder en model vedr. forståelse fremsat af Pirie & Kieren (1994). Modellen6 adskiller sig på 
flere punkter ift. de allerede beskrevne modeller. Sfard kigger lineært på tingene forstået på den måde, at 
                                                          
5 Modellen er udviklet på baggrund af geometriske beviser, men vi vælger at se på denne som en generel 
forståelsesmodel. Modellen er præsenteret i Del 2, pp. 11-14.  
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man kun kan opnå reificering ved først at have gennemført de første 2 trin. På samme måde kan man heller 
ikke opnå en logisk forståelse, hvis ikke man har den relationelle osv. Dette er ikke tilfældet i Pirie & 
Kieren’s model, som tillader, at man ”tilbagefolder” til et lavere niveau hvis ikke man kan kommer videre 
fra det nuværende. Når man går tilbage til det tidligere niveau, vil man ikke kigge på tingene på samme 
måde, men derimod har man et tydeligere billede af situationen, da man er blevet påvirket af det ydre 
niveaus forståelse. Modellen består af 8 forståelses trin, som er simpel viden, billeddannelse, 
begrebsdannelse, afsøgning af egenskaber, formaliseringsfasen, observeringsfasen, struktureringsfasen og 
udtænkningsfasen. Man kan benytte modellen i en analyse af elevers fremskridt - såkaldt mapping eller 
kortlægning, og det, vi som vejledere kan gøre i relation til en intervention, er at vi enten kan forsøge at 
bringe eleven videre til en dybere forståelse, vi kan forsøge at få eleven til at tilbagefolde, så man herefter 
kan komme dybere, eller vi kan få eleven til at bekræfte eksisterende viden, hvilket kaldes for henholdsvis 
provokativ, invokativ og validering i denne model. 
Hvad kan forstyrre begrebsdannelsen eller direkte ødelægge denne hos den 
enkelte elev? 
Begrebsdannelsen bliver i den grad udfordret, når man snakker om CAS, da forkert brug af CAS kan 
undergrave begrebsdannelsen. Man kan stille sig selv nogle ret væsentlige spørgsmål, som omhandler 
dette. Er det fx tilstrækkeligt at kunne sætte tal ind i en færdig formel for at få et resultat? Er det ok, at 
eleven løser standardligninger ved brug af solve-kommandoen eller differentialligninger ved brug af 
kommandoen dsolve? Dette lægges der tit op til i den skriftlige eksamen, hvor mange af opgaverne er 
deciderede standardopgaver, hvor eleven på forhånd har lavet eller fået (!) en skabelon, men sådan 
opnåede korrekte løsninger afspejler jo ikke matematisk forståelse. Netop dette emne udbredes i Jankvist 
& Misfelt (2015), hvor der defineres en ny type forståelse, CAS-instrumentel forståelse, som nødvendigvis 
må følge som en overbygning til Skemps definition af instrumentel forståelse. CAS gør livet nemmere med 
mange ting, såsom gentagne beregninger, tegning af grafer og løsning af ligninger, som det ville tage lang 
tid selv at løse fx numerisk på papiret, men faren er, at eleven aldrig opnår den relationelle forståelse, da 
man ikke behøver at tænke på, hvordan resultatet er fremkommet, når man anvender CAS. Dette er en 
følge af black-boxing, der bedst kan beskrives ved et eksempel: Skal en elev finde lokale ekstremaer for en 
funktion, kræver undersøgelsen normalt anvendelse af mange forskellige begreber, men disse kommer ikke 
i spil, hvis man bare kan få CAS-værktøjet til at beregne dette ved at skrive maximize(f(x)), minimize(f(x)) 
eller lignende. De vigtige dele bliver derfor black-boxet, og hvis man bruger Sfards ord, så finder 
reificeringen aldrig sted, hvis ikke man har arbejdet med de underlæggende dele, inden man bygger videre 
på noget nyt. Der kan dog også være positive ting ved black-boxing, da man i stedet for at forstå hele 
processen kan zoome ind på specifikke dele jf. holistisk og atomistisk tilgang.  
I Jankvist & Misfelt (preprint) snakkes der videre om ulempen ved black-boxing, idet der refereres til de 
såkaldte CAS-”beviser”. Der fremsættes et eksempel, hvor det sidste trin i tretrinsreglen i beviset for en 
differentialkvotient bliver black-boxet. Dette befordrer ikke ligefrem forståelsen af grænseværdier, og 
forståelsen af, hvad et bevis er, bliver jo også forstyrret, hvorved uheldige bevisskemaer udvikles. Generelt 
set så ligger der en stor udfordring i at benytte CAS, samtidig med at forståelsen skal følge med - det 
handler altså om at bruge CAS, så det understøtter for eksempel ved visualisering og gentagne beregninger 
                                                                                                                                                                                                
6 En nærmere præcisering af dels teorien samt figurer til denne kan ses i Del 3, pp. 112-113. 
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og måske først bruge den ”fulde funktionalitet”, når begreberne virkeligt er blevet reificeret, hvilket jo er 
lettere sagt end gjort, for man kan jo ikke helt vide, hvornår dette måtte være tilfældet i det enkelte individ. 
En anden ting, der kan skabe stor forvirring for eleven, og som kan være en hindring i tilegnelsen af 
begrebsdannelsen, er, hvis eleven har uhensigtsmæssige eller direkte forkerte forestillinger, som beskrives i 
Op’t Eynde (2002). Helt kort fortalt så er en forestilling elevens holdning til faget matematik samt mange 
underliggende ting, såsom hvad man skal bruge det til, og hvordan man lærer i faget. En måde, hvorpå man 
kan se det udspringe i matematik, er, hvis eleven skal løse et problem. Her benytter eleven sin viden, men 
samtidig eksisterer der også en forestilling om, hvordan man skal løse dette, og denne forestilling er ikke 
nødvendigvis korrekt. Uanset om forestillingen er korrekt eller ej, så er det dog korrekt for individet, der 
løser opgaven, forestillingen er altså en social konstruktion, og eventuelle ændringer i 
forestillingssystemerne er psykologisk drevne. Ift. de beskrevne modeller, som snakker om niveauer af 
forståelse og Aha-oplevelser, så giver Op’t Eynde en dybere forklaring på, hvad der mere præcist sker i 
hovedet på det enkelte individ. Ud fra undersøgelser definerer han hvilke forskellige forestillinger, eleverne 
har. Disse kan kort beskrives som forestillinger om faget matematik, forestilling vedr. selv’et og 
forestillinger vedr. den sociale kontekst, hvor disse 3 faktorer igen kan deles op i flere undergrupper.    
Før der kan ske en decideret begrebsdannelse hos eleven, skal denne først have en forestilling om objektet. 
Denne dannes i forening med selv’et, konteksten og objektet selv, som igen skal ses i forhold til flere ting 
eks. matematikundervisningen, såvel som klassen eller klasserummet. Ligesom det kan lade sige gøre at 
have konfliktende begrebsbilleder, kan elevernes eventuelle konfliktende forestillinger sameksistere. Man 
skal derfor som vejleder være opmærksom på problemet, da det er en udfordring i forhold til 
begrebsdannelsen hos eleven. Modellen er ikke så let at arbejde videre med som vejleder, da den er meget 
bredt formuleret. Hvis man vil have noget målbart at klassificere eleverne efter, er det svært at kigge på 
eks. forestillingerne om matematikken som uddannelse, hvor dette er nævnt som 3 pinde hos Op’t Eynde.  
Her giver det bedre mening at kigge på Grigutsch (1998), som definerer elevernes syn på matematikken, 
som bestående af 5 dimensioner nemlig formalismeaspektet, procesaspektet, anvendelsesaspektet, 
skemaaspektet samt rigidskemaaspektet. Hvis man laver en undersøgelse, som tester netop disse aspekter 
hos eleverne, og sammenholder det med hvad, man måtte have erfaret ved for eksempel et interview, har 
man som vejleder nogle gode brugbare informationer, der fortæller, hvor eleven evt. kan ændre sig til det 
bedre, og det er i den grad også en nyttig information for eleven selv. Man kan derfor som vejleder prøve at 
ændre elevens forestillinger. Der er dog faktorer såsom socionormerne, som er lidt sværere at gøre noget 
ved, og det er også værd at bemærke, at aspekterne ikke er statiske, men derimod ændrer sig over tid, fra i 
de mindre klasser at være anvendelsesorienteret og skemaorienteret til senere at blive præget af 
formalismeaspektet. Vi vil i vores virke nok hovedsageligt møde elever, som er meget skemaorienteret eller 
ligefrem rigidskemaorienteret, hvor man kun ser matematikken som værende en masse regler, som man 
ikke behøver at forstå, og som man kun har behov for at kunne anvende, hvis de optræder ved eksamen.  
I forhold til de mange forskelligartede problemstillinger, vi som vejledere kan støde på, er det vigtigt, at vi 
kan diagnosticere præcist. Hvis man tager Skemps model, så bidrager den med en måde, hvorpå man kan 
kategorisere eleverne, så vi ved, hvor eleven er, og så vi kan planlægge en passende intervention. Modellen 
er dog meget stationær og tillader os ikke at kigge særligt dybt ind i de processer, som sker i overgangen til 
de forskellige trin. Her kan man sige, at Pirie & Kierens model bidrager med mange flere aspekter om de 
faser, som eleven gennemløber i sin forståelse. Desuden kan man langt bedre kortlægge elevens forståelse, 
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og det er vores erfaring, at det dynamiske aspekt tilbagefoldning gør modellen god i forhold til de fleste af 
vores elever, endskønt springet over den ontologiske kløft og dermed Sfards model jo ses fra tid til anden. 
Netop det at kunne kortlægge en elevs forståelse er et vigtigt værktøj, og det samme gør sig gældende, hvis 
vi kan kortlægge elevens forestillinger om matematikken. 
Man må sige, at de forskellige teorier giver os nogle gyldne muligheder for at stille fyldestgørende 
diagnoser, men hvad der så virker er ikke så velbeskrevet, men det er jo heller ikke muligt, da elevene 
selvfølgelig er vidt forskellige, men det er trods alt lettere at finde en kur til problemet, når man ved, hvad 
der er galt med enten forståelse, forestilling eller kompetence, hvilket vi skal se på i næste afsnit. 
Kompetencer 
Vi har ikke beskæftiget os nærmere med andre kompetencer end symbol- og formalismekompetencen, 
som vi berørte ganske let i vores førstesemesterrapport, ræsonnementskompetencen, som vi arbejdede 
med i vores andensemesterrapport, og modelleringskompetencen, som vi arbejdede med i vores 
tredjesemesterrapport. Vi vil derfor i denne kappe udbrede begrebet en smule og diskutere, hvilke (om 
nogle) kompetencer, der er essentielle, og som således må påvirke vores fremtidige arbejde som 
matematikvejledere. I det følgende afsnit vil vi da se på, hvorledes man også kunne arbejde med 
kompetencebegrebet i relation til vores projekter - ligesom vi vil inddrage matematikforestillinger og 
forståelse. 
Kompetencebegrebet som defineret i Niss (2002) består af 8 kompetencer, se figuren7 nedenfor. 
 
Det ses, at hver af de otte kompetencer, der i øvrigt overlapper hinanden og ikke kan erhverves isoleret fra 
de andre kompetencer, bidrager til to typer af overkompetencer, der hver især handler om at kunne spørge 
og svare i, med og om matematik henholdsvis at kunne håndtere matematikkens sprog og redskaber, og 
hvis man besidder en kompetence fuldt ud, betyder det således blot, at man er ekspert indenfor det 
                                                          
7 Fra Niss (2002), p. 46 
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pågældende område og evner at handle hensigtsmæssigt i relation til den foreliggende opgave, hvor 
termen opgave skal forstås i bred forstand - opgaven kunne være en matematikopgave, der skulle løses, 
men det kunne også være, at en opgaves løsning skulle formidles, eller at et givent hjælpemiddel skulle 
tages i anvendelse. I det følgende skal først de tre dimensioner, som har at skaffe med, i hvor høj grad man 
besidder en given kompetence, udfoldes, og herefter bliver de otte kompetencer uddybet og i nogle 
tilfælde eksemplificeret med henblik på, at vi efterfølgende kan analysere dels indholdet i uddannelsen og 
dels en del af arbejdet i de tre semestre set med ”kompetencebriller”. 
Beherskelsen af en kompetence udtrykkes ved begreberne dækningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau, 
hvor dækningsgraden er et udtryk for, hvor mange af de til en given kompetence hørende aspekter, man er 
i stand til at bringe i spil, og hvor selvstændigt man kan gøre dette. Eksempelvis har man en højere 
dækningsgrad, hvis man både kan følge andres beviser og selvstændigt kan ræsonnere sig frem til et bevis, 
end man har, hvis man kun kan forstå andres beviser. Aktionsradius handler om i hvor mange forskellige 
sammenhænge og situationer, man evner at aktivere en given kompetence - for eksempel har man en 
mindre aktionsradius, hvis man kun forstår at anvende modelleringskompetencen ved indkøb i 
supermarkedet, end man har, hvis man kan bruge modelleringskompetencen i en bred vifte af situationer 
som økonomi, madlavning, byggeprojekter etcetera. Endelig er der det tekniske niveau, som dækker over 
hvor komplicerede forhold, man mester. Eksempelvis besidder man et højere teknisk niveau for 
repræsentationskompetencen, hvis man kan skitsere grafer for reelle funktioner af både én og to variabler, 
end man gør, hvis man kun er i stand til at skitsere grafer for funktioner af én variabel.  
De otte kompetencer benævnes, som det fremgår af ovenstående figur, tankegangskompetencen, 
problembehandlingskompetencen, modelleringskompetencen og ræsonnementskompetencen, der alle 
handler om at kunne spørge og svare i med og om matematik, samt repræsentationskompetencen, symbol- 
og formalismekompetencen, kommunikationskompetencen og hjælpemiddelkompetencen, som alle 
handler om at håndtere matematikkens sprog og redskaber. Da imidlertid for eksempel 
problembehandlingskompetencen blandt andet både handler om at svare i matematik og dermed at omgås 
redskaberne i matematik, bidrager som nævnt tidligere alle kompetencerne dog til begge 
overkompetencer, ligesom kompetencerne fra begge grupper af overkompetencer er forbundne på tværs 
så at sige - en beherskelse af problembehandlingskompetencen fordrer jo ofte en fuldt udviklet symbol- og 
formalismekompetence. 
Tankegangskompetencen handler dels om arten af de spørgsmål og svar, man kan stille i og om matematik, 
dels om matematiske begrebers rækkevidde og begrænsning og endelig om kunne skelne mellem 
matematiske udsagn og påstande. Tankegangskompetencen handler om anliggender inden for 
matematikken selv, hvorfor det at anvende matematikken i forbindelse med forhold uden for 
matematikken selv, at løse et givent problem og vurdere, hvorvidt en løsning er korrekt, hører til 
henholdsvis modelleringskompetencen, problembehandlingskompetencen og 
ræsonnementskompetencen. Et enkelt eksempel på karakteristiske spørgsmål og svar kunne være: ”Er det 
sandt, at man blandt rektanglerne med en bestemt omkreds kan opnå vilkårligt store arealer?”. ”Nej, det 
største areal fås ved et kvadrat med den givne omkreds.”. 
Problembehandlingskompetencen drejer sig i al sin enkelhed om at kunne opstille og løse problemer af 
alskens natur. Det bemærkes, at termen problem er relativ, idet et problem, der er vanskelig for én person, 
jo kan vise sig at være en rutineopgave og således ikke et problem for en anden person, at ethvert 
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matematisk spørgsmål ikke nødvendig vis er et problem - eksempelvis er spørgsmålet ”Hvad betyder det, 
når der står 0 i 406?”, et spørgsmål, der handler om begrebsforståelse og symbol- og 
formalismekompetencen, hvilket netop gør den førnævnte tankegangskompetence i forhold til 
karakteristiske spørgsmål så vigtig, samt at der er en flydende grænse mellem modellering og 
problemløsning. Eksempler her er: ”Hvad er x, når x+2=3?”. ”x+2-2=3-2, så x=1.”. 
Modelleringskompetencen kan defineres ved, at man er i stand til at udføre aktiv modelbygning i forhold til 
anliggender uden for matematikken selv og således kan gennemføre en præmatematisering, en 
matematisering, udføre matematisk problemløsning, afmatematisering og en validering af modellen. Denne 
kompetence hænger tæt sammen med problembehandlingskompetencen, der jo er tæt forbundet til den 
matematiske problemløsning. 
Ræsonnementskompetencen knytter sig naturligvis til evnen til at kunne forstå og følge et bevis, at vide 
hvad et bevis er samt at kunne udtænke beviser selv, men det handler ikke kun om det, for den er på spil 
hver gang, man skal bedømme matematiske påstande, herunder vejen til et svar på opgaver og problemer, 
og derfor er ræsonnementskompetencen selvfølgeligt tæt forbundet til problembehandlings- og dermed 
også modelleringskompetencen. Da der i udarbejdelsen af løsninger ofte indgår for eksempel 
omskrivninger af algebraiske udtryk, kunne man argumentere for, at også disse operationer er en del af 
ræsonnementskompetencen, hvilket dog ikke er tilfældet - sådanne operationer hører under symbol- og 
formalismekompetencen, og kun hvis aktiveringen af operationerne er udfordrende, hører selve 
aktiveringen til ræsonnementskompetencen. Et enkelt eksempel kunne være et bevis for irrationaliteten af 
kvadratroden af 2. 
I repræsentationskompetencen indgår evnen til, at man kan forstå og benytte sig af forskellige 
repræsentationsformer for det samme matematiske objekt, være vidende om sammenhængen mellem 
repræsentationerne og det eventuelle informationsmæssige tab, eller den fordel, der måtte være tilknyttet 
en given repræsentation, således at man kan vælge den mest hensigtsmæssige repræsentationsform for 
løsningen af en given opgave. Da matematik i stor udstrækning anvender symbolske repræsentationer, er 
repræsentationskompetencen selvfølgelig tæt knyttet til symbol- og formalismekompetence, ligesom 
formålet med at vælge forskellige repræsentationer ofte er forbundet med kommunikation og derved 
kommunikationskompetencen. Endelig kan repræsentation også ske ved en lang række fysiske eller 
virtuelle objekter, og dermed er der også en sammenhæng til hjælpemiddelkompetencen. Eksempler på et 
objekt i forskellige repræsentationer kunne være en funktion, der kan repræsenteres af en regneforskrift, 
en ligning, en løsningsmængde til en ligning, en parameterfremstilling, en del af en graf, en linje gennem to 
punkter eller en tabel. 
Symbol- og formalismekompetencen omhandler det, at man kan forstå symbolholdigt sprog, evner at 
oversætte mellem matematisk og naturligt sprog og ikke mindst, at man kan håndtere symbolholdige 
udtryk - inklusive reglerne herfor. Man skal altså kunne symbolbehandle for at besidde denne kompetence, 
hvorfor den som sagt er en forudsætning for problembehandlingskompetencen, og den består også af, at 
man er bevidst om symbolernes betydning og karakter, og derved adskiller symbol- og 
formalismekompetencen sig fra den ovennævnte repræsentationskompetence. Eksempler her er 
faktorisering af en normeret andengradsligning, eller at vide et ”0” i 406 betyder, at der er nul ti’ere. 
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Kommunikationskompetencen består dels i, at man kan annamme andres formidling af matematik uanset 
udtryksform, såvel som at man selv kan udtrykke matematik i alle formidlingsformer, på alle niveauer og til 
alle målgrupper. Denne kompetence er selvfølgelig tæt forbundet til repræsentationskompetencen og 
enhver anden kompetence, der måtte være i spil i relation til det, der nu engang skal formidles. 
Hjælpemiddelkompetencen vedkommer det, at man har kendskab til relevante hjælpemidler - det være sig 
IT i alle afskygninger, tabeller, tegneremedier, funktionspapir med videre -, og dermed også en viden om 
muligheder og begrænsninger i forbindelse med disse, således at man kan betjene sig hensigtsmæssig af 
dem. Hjælpemiddelkompetencen er som følge af brugen af matematisk repræsentation i slægt med 
repræsentationskompetencen, ligesom der trækkes tråde til symbol- og formalismekompetencen, idet 
hjælpemidlerne ofte indbefatter givne matematiske forudsætninger. Et eksempel på et hjælpemiddel 
kunne være CAS, hvorom det gælder, at brugen af CAS er forbundet ved en vis risiko, som, vi forventer, 
også vil have betydning for vores virke som matematikvejledere i fremtiden, hvilket vi vender tilbage itl 
senere i kappen. 
Skal vi nu forsøge at udpege de vigtigste kompetencer set i lyset af vores virke som matematikvejledere, må 
vi for det første konstatere, at alle kompetencerne selvfølgelig er sammenfiltrede, og derfor er det muligvis 
nok en tabt sag på forhånd, men alligevel falder vores blik på tankegangskompetencen samt symbol- og 
formalismekompetencen og i nogen grad ræsonnementskompetencen. Dette skyldes mest af alt, at vi anser 
disse kompetencer for de mest grundlæggende, og det faktum, at de øvrige kompetencer ikke kan 
beherskes uden, at man behersker de udvalgte kompetencer. Man kan synes, at de udvalgte kompetencer 
kan henregnes til den rene matematik, og at de øvrige kompetencer er mere anvendelsesorienterede - det 
er derfor vigtigt for os at bemærke, at der ikke ligger nogen form for graduering eller rangordning af 
kompetencerne i vores valg, der udelukkende er foretaget på basis af ovennævnte og med tanke på, hvad 
vi forventer at komme til at arbejde med fremover. Endelig ser vi disse kompetencer som helt centrale for 
begrebsdannelsen, der igen er en forudsætning for alle de øvrige kompetencer. 
Vi har begge været meget glade for uddannelsen til matematikvejleder og har bestemt fundet indholdet 
inspirerende - dels i forhold til vores egen undervisningspraksis og dels i relation til vores fremtidige virke 
som matematikvejleder: Medens det har været interessant med ræsonnement og bevisførelse samt 
matematisk modellering specielt i forhold til undervisningen, hvor vi især fik sat ord på en del relevante 
aspekter (bevisskemaer, matematikforestillinger etcetera), er særligt matematisk modellering måske ikke 
så anvendeligt i relation til vores virke som vejledere, idet vi ikke forestiller os, at vores kolleger vil henvise 
en elev til os, fordi vedkommende ikke besidder ræsonnement- og modelleringskompetencen og således 
ikke kan føre et bevis eller ikke kan modellere - derimod vil eleven formodentlig blive henvist, fordi 
vedkommende ikke kan regne med brøker, har vanskeligheder med algebraen eller variabelbegrebet eller 
ikke forstår at differentiere. Vi er med på, at fremvoksende modellering kan være en vej til at styrke 
begrebsdannelsen hos eleverne, men det er så tidskrævende, at vi ikke tænker det muligt i relation til en 
matematikvejledning. Vi vil også betone, at netop matematisk modellering samt bevisførelse og 
ræsonnement ikke i vores optik nødvendigvis udgør en speciel eller særlig stor snublesten, hvis eleverne 
ellers, således som det jo er hensigten med undervisningen i vores fortolkning af bekendtgørelsen, møder 
ræsonnementer og modellering fra dag ét, men vi er med på, at dette ingenlunde er virkeligheden i alle 
tilfælde, og da kan indholdet i uddannelsen jo netop være med til at understøtte samarbejdet med 
matematikkollegerne. Vi sidestiller i øvrigt ikke ræsonnementer og modellering i denne henseende - 
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ræsonnementer er ubeskrivelig vigtig for forståelsen af matematikken, så denne ikke bliver magi men en 
sammenhæng, der er baseret på sund fornuft. 
Med tanke på vores tidligere fremsatte forbehold begrundet i den økonomiske situation for gymnasiet og 
dermed påvirkningen af de timer, der stilles til vores rådighed, og de forhold, hvorunder vi kommer til at 
virke som vejledere, og som meget vel kan tænkes at være begrænsede i én eller anden form - for 
eksempel at vi ikke kan arbejde én til én, at vi bare ikke får tid til at tage os af de helt svage, fordi det ikke 
skønnes økonomisk rentabelt, eller at vi kun får mulighed for at arbejde med allerede eksisterende 
materiale -, kunne man overveje, om vi har ”råd” til at arbejde med modelleringskompetencen, og om det 
ville være mere frugtbart at arbejde med nogle af de begreber, som vi har nævnt tidligere. Vi kan dog se et 
andet potentiale i relation til modellering og matematikvejledning, hvilket vi vil komme kort ind på i 
perspektiveringen. 
Et gensyn med semesterrapporterne  
Vi mener, at de tre semestre har mange fællestræk, blandt andet de netop beskrevne begreber forståelse, 
forestillinger og kompetencer. Vi vil derfor i de følgende afsnit betragte et udvalg af det tidligere arbejde 
med fokus på nogle af fællestrækkene, som vi netop ikke har haft i fokus på i de enkelte delrapporter 
oprindeligt - vi kan af pladsmæssige hensyn desværre ikke se på det hele og har følgelig begrænset os til at 
se på andensemesterrapporten med kompetencebriller og tredjesemesterrapporten primært med 
forståelsesbriller, idet vi også ganske kort kommer ind på kompetencer her.  
Således inddrager vi ikke førstesemesterrapporten om begrebsforståelse i matematik, hvilket skyldes, at vi i 
denne rapport ganske enkelt ikke har nogle data8, som er brugbare i forhold til forestillinger, og forståelse 
og kompetencer har vi allerede berørt i rapporten, hvorfor disse felter ikke er nye i relation til denne. Vi 
bemærker, at forestillinger selvfølgelig i høj grad har en rolle at spille i relation til begrebsdannelse, men vi 
kan ikke uden at gisne og følgelig blive alt for spekulative med rimelighed inddrage forestillinger, da vores 
fokus i førstemesterrapporten var meget snævert i forhold til den begrænsede del af symbol- og 
formalismekompetencen, der har med brøker at skaffe. 
Ræsonnementer og bevisførelse i matematik 
På andet semester arbejde vi som sagt med ræsonnementer og bevisførelse i matematik, hvor vores 
teoretiske fokus primært var på matematikforestillinger og forståelse af beviser. I dette afsnit vil vi derfor 
se på vores arbejde med fokus på kompetencer. 
Selve ræsonnementskompetencen er beskrevet tidligere, og det er værd at bemærke, at en del andre 
kompetencer er tæt forbundne med denne, hvilket vil fremgå af teksten nedenfor. Vi tager udgangspunkt i 
to elevers besvarelse af én af opgaverne fra et opfølgende opgavesæt, der blev givet til eleverne med 
henblik på at bekræfte den foreløbige diagnose, som var blevet stillet under diagnosefasen. Opgaven lød 
som følger:  
Oversæt følgende tekst til matematisk argumentation:  
                                                          
8 Som nævnt i metodeafsnittet arbejdede vi uden transskriptioner i første semester, hvilket vi nu fortryder! 
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To linjer, m og n, er ortogonale. Vi vil vise, at produktet af de to linjers hældningskoefficient er -1. 
Vi tegner derfor to linjer, der står vinkelret på hinanden, i et koordinatsystem, hvor x-aksen er 
vandret. Lad den ene linje have en positiv hældning og den anden linje en negativ hældning. Der 
tegnes en vandret streg gennem linjernes skæringspunkt (benævnt A), og en lodret streg, der skærer 
x-aksen i den x-værdi, der er netop én større end x-værdien i skæringspunktet A. Nederste 
skæringspunkt mellem linje og lodret streg kaldes B, det andet kaldes C. Skæringspunktet mellem 
lodret og vandret streg kaldes D. Vi har dermed følgende:  er vinklen til vandret for den 
ene linje i ΔABD, og  er vinklen til vandret for den anden linje i ΔADC. Vi kan dermed 
opstille følgende: Da linjerne er ortogonale, må summen af vinklerne v og z være 90 grader, hvoraf 
vi kan bestemme et udtryk for z. Af vinkelsummen i trekanten ABD kan bestemmes et udtryk for 
vinklen B, hvori vinklen z indgår, hvorfor vi kan substituere det netop fundne udtryk for vinklen z, 
hvormed vi kan finde, at vinkel B er lig med vinkel v. Endelig kan vi opstille tangens til B og 
tangens til v. Da de to udtryk for tangens til v og B er ens, kan de sættes lig med hinanden og heraf 
kan den søgte sætning udledes. 
Selve opgaven og udvalgte besvarelser er behandlet i delrapporten, og her kommenteres som sagt kun på 
det rent kompetencemæssige i et par af elevernes besvarelser, der ses nedenfor. 
 
Ovenstående er den fulde besvarelse fra en af eleverne. Det fremgår således tydeligt, at vedkommende 
ikke har besiddet kommunikationskompetencen, som jo er nødvendig for såvel at kunne forstå 
opgaveteksten som selv at kunne udtrykke sig i forhold til besvarelsen, hjælpemiddelkompetencen 
(manglende lineal), repræsentationskompetencen, idet linjerne m og n unødigt afgrænses, symbol- og 
formalismekompetencen, da eleven ikke tegner den lodrette linje det korrekte sted (med den antagelse, at 
det er begrebet x-værdi, der er årsag til miseren), hvorfor ingen trekanter overhovedet dukker op samt 
selvfølgelig ræsonnementskompetencen. Med hensyn til dækningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau må 
vi umiddelbart vurdere dækningsgraden som lav, endskønt jo netop dette begreb blandt andet handler om 
hvor mange aspekter inden for en given kompetence, man mestrer, hvorfor et enkelt eksempel ikke 
nødvendigvis yder eleven retfærdighed, og et lignende forhold gælder aktionsradius, som derfor heller ikke 
sikkert kan vurderes som lille. Det kan til gengæld det tekniske niveau, når man for eksempel ikke kan tegne 
graferne korrekt.  
På billedet nedenfor ses en besvarelse fra en anden elev. 
 
BAD z
DAC v
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Denne elev har formået at afkode teksten og omsætte den 
ved korrekt brug af hjælpemidler til anden repræsentation 
(der mangler dog benævnelser og pile på de streger, der 
udgør henholdsvis abscisse- og ordinatakse) og symboler, 
der manipuleres korrekt, så ræsonnementet (næsten) 
færdiggøres. Når man så ved, at samme elev kan tegne 
andet end rette linjer, kan udlede beviser og argumenterer 
korrekt i de fleste situationer, at eleven kan 
symbolbehandle i udstrakt grad, så er elevens 
dækningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau selvfølgelig 
relativt højt, ihvorvel den aktuelle opgave er på et 
forholdsvis lavt teknisk niveau. 
Det er selvsagt værd at diskutere, hvad man som vejleder skal gøre, når man står overfor en elev, der for 
eksempel har problemer med ræsonnementskompetencen, og svaret er indlysende: Man skal analysere 
situationen for, som eksemplet her viser, så er der ikke nødvendigvis tale om manglende besiddelse af en 
enkelt kompetence, så første skridt må og skal være en aktivitet rettet mod, at der kan stilles en diagnose, 
således at en passende intervention kan etableres. Der kan jo være mange årsager - herunder, at opgaven 
er meget teksttung, hvilket kan få (og erfaringsmæssigt har fået) elever til at springe sådanne opgaver over. 
Matematisk modellering 
I denne rapport fra 3. semester er der arbejdet med matematisk modellering, hvor vi har anvendt den 
model for matematisk modellering, der er præsenteret i Niss (2010), og som intervention har vi valgt at 
bruge modelleringsfremmende aktiviteter og fremvoksende modellering i håb om, at dette kunne øge 
elevens udbytte med undervisningen. Vi så i detektionstesten, at elevene havde de største problemer i 
præmatematiseringen og i valideringen, men dette så vi ikke på samme måde i interviewene, hvor det 
derimod stod meget klart, at det for de udvalgte elever var i den matematiske problemløsning, at de største 
problemer fandtes. Netop i problemløsningen kræves det ofte, at eleven skal kunne kæde flere begreber 
sammen på én gang for at komme frem til løsningen. Dette bliver i den grad vanskeliggjort, hvis ikke man 
forstår de underliggende begreber, eller med andre ord: Hvis ikke reificeringen har fundet sted for de 
underliggende begreber, så er det svært for eleven at kæde alle de ikke-reificerede begreber sammen. Hvis 
man alligevel evner at komme frem til en løsning, så er det ikke den relationelle forståelse, som giver 
denne, men udelukkende dét, at man kan benytte sig af processerne, altså den operationelle status.  Man 
har med andre ord kun den instrumentelle tilgang til tingene, hvor man kan genkende begreberne og kæde 
disse sammen, men man opnår ikke den fulde forståelse. For at illustrere den forklarede problemstilling 
gives her et konkret eksempel fra et interview af en elev. Den udvalgte elev viser til dagligt ikke den store 
interesse for matematikken og gør ikke en stor indsats for at prøve at forstå hvad, der foregår. Hun er dog 
en fornuftig elev og ved godt selv, at hun ikke skal stille for høje krav vedrørende karakteren til eksamen. 
Hun får i standpunktskarakter under middel. Den udvalgte opgave er fra detektionstest 39, hvor eleven får 
                                                          
9 Se eventuelt Del 3, p.279. 
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givet en række oplysninger vedr. alder og anbefalet maksimale hjertefrekvens. Dette står godt maskeret i 
opgaveteksten, så det er svært for eleven at overskue, at det drejer sig om at opstille to ligninger med to 
ubekendte for herefter at løse ligningssystemet.  
LÆRER: Du har i denne opgave svaret ”det ved jeg ikke”, tror du at du kan præcisere lidt mere konkret, hvad det er 
opgaven går ud på.  
ELEV: Ja hvilken alder der anbefales (lang pause) 
LÆRER: Ja ok noget med alder, prøv at kigge på de to ligninger du har 
ELEV: Nååå, isoler alder, er det en mulighed 
LÆRER: I hvad for en af dem 
ELEV: Dem begge to 
Her viser eleven, at hun ikke har nogen ide om hvad, der foregår. Med andre ord så snakker vi her om 
iværksæt foregribelse Niss (2010), da eleven ingen ide har om midlet og målet. Da ordet ligning bliver 
nævnt, ved eleven godt, at man kan isolere en af størrelserne. Men det er ikke på dette stadie til at sige, 
om eleven præcist har en forståelse af, hvad en ligning er, men ordet ”ligning” fremkalder en genkendelse 
hos hende i form af at have noget med isolering at gøre. Det efterfølgende viser dog tydeligt, at hun ikke 
forstår, hvad det vil sige, at have to ligninger med to ubekendte, og hun kan ikke kæde begreberne 
sammen. Hun står derfor her på trin to i Lin & Yangs model, og besidder kun den basale viden af den 
instrumentelle forståelse, mens man med Sfard kun er i gang med internaliseringsfasen. Lidt senere lykkes 
det hende med meget hjælp at få opskrevet de to ligninger. 
LÆRER: Ja det er korrekt, så hvad kunne man så gøre med de to ligninger 
ELEV: Sætte dem lig med hinanden 
LÆRER: Ja prøv at gør det 
ELEV: Jeg kan ikke huske hvordan man gør, skal jeg bare skrive de to ligninger sådan 
1 220 208 (0.7 )H A A      
Eleven er nu godt klar over, at ligningerne skal sættes lig hinanden, og gør også dette korrekt, men hendes 
sprogvalg tydeliggør, at hun ingen ide har om hvad, hun laver. Hun viser dog, at hun er kommet et skridt op 
i Lin & Yang-modellen således, at hun nu også kan kæde tingene sammen, men det er stadigt rent 
instrumentelt, det hun foretager sig. I resten af interviewet kommer hun med meget hjælp igennem 
opgaven og får den løst korrekt, men hun var aldrig kommet igennem uden hjælp. Hun viser derfor med 
stor tydelighed, at de underliggende begreber ikke er på plads, og forståelsen er derfor heller ikke på plads.   
I følgende opgave, som også er fra detektionstest 310, viser en anden udvalgt og fornuftig elev nogenlunde 
samme problemstillinger. Den udvalgte elev vil meget gerne forstå matematikken, er motiveret og kæmper 
                                                          
10 Ibid, p. 273. 
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hårdt for forståelsen, og han har sågar hyret lektiehjælp, som han uden tøven betaler 275 kr. i timen for, 
men han har stadig meget svært ved matematikken og får under middel i karakter. 
I den udvalgte opgave ligger fokus ikke på problemløsning men i stedet for på matematisering, da dette skal 
foretages ud fra følgende oplysninger.  
 
Vi springer her ind midt i interviewet, hvor der er brugt lang tid på at forstå, hvad det vil sige at tegne noget 
i en graf. Han har derfor brugt lang tid på at plotte punkter, som efter ham svarer til de i opgaven opgivne 
informationer. Han mener herefter, at L=6x+b må være et udtryk for ligningen 
ELEV: Det må så være L=6x+b og b for hældningen 
LÆRER: Når der var 0 lærere så var der 0 elever 
ELEV: Ja 
LÆRER: Hvad kunne jeg så sige mht. b 
ELEV: Den er eksponentiel 
LÆRER: Hvor stor er din b 
ELEV: Den er 6 gange større. 
Det ses her, at eleven ikke forstår, hvad en lineær sammenhæng er for noget, og at han ikke kan se, 
hvordan man kommer fra en repræsentationsform til en anden. Eleven mener, at b er eksponentiel, og 
hvor stammer dette så fra? Vi tænker, at det er fordi, at bogstavet b kan bruges til mange ting i 
matematikken, dels i førstegradsligninger, andengradsligninger, potensfunktioner, eksponentielle 
funktioner osv. Det er bare en pladsholder, som definerer en konstant, men det, som eleven genkender, er 
brugen i eksponentielle funktioner xy b a  . Selvom genkendelsen er forkert, så forbinder han sin 
eksisterende viden/forståelse med den nye problemstilling og prøver at kæde disse sammen. Det kan dog 
hurtigt slås fast, at funktionsbegrebet ikke er reificeret, og bare det at bruge matematikken rent 
instrumentelt er en stor udfordring for ham. Man kan sige, at ligesom forrige udvalgte elev, så er de 
underliggende begreber (funktionsbegrebet, symbolbrug, repræsentationsformer) ikke reificeret, og det 
gør derfor opgaven umulig for den kære elev.  
Grundet de store vanskeligheder med funktionsbegrebet for elev 2’s vedkommende ville det være 
interessant at kigge på den undersøgelse, som laves i Pirie & Kieren (1994). I undersøgelsen skulle der 
plottes punkter ind i et koordinatsystem for at få et billede af, hvordan et andengradspolynomium ser ud. 
Eleven her tror vi kunne have stor gavn af en lignende øvelse - dog med førstegradspolynomier til at starte 
med. Vi må antage, at den simple viden er til stede for eleven, men bare det at komme skridtet videre til 
billeddannelse kunne måske afhjælpes netop ved at tegne punkterne ind, hvilket jo er det, han har yderst 
svært ved i dette interview. Det giver derfor også sig selv, at hvis ikke han har billeddannelsen og ikke kan 
se linket mellem funktionsudtrykket og den grafiske præsentation, så kommer han aldrig skridtet videre til 
begrebsdannelsen. Løsningen for ham kunne derfor ligge i, at han får en masse punkter, som han skal 
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plotte for herefter at opstille udtryk for de fremstillede linjer. Måske vil eleven flere gange tilbagefolde 
mellem begrebsdannelse og billeddannelse, men på et tidspunkt efter nok forsøg burde blive ved 
begrebsdannelsen og måske også komme videre til næste trin, afsøgning af egenskaber, da han efter et 
stykke tid formodes at kunne genkende mønstre og se på specifikke egenskaber. Vi formoder derfor at 
denne intervention kunne være med til at afhjælpe netop hans problem.        
Vi vil også ganske kort tage kompetencebriller på i forhold til matematisk modellering, hvor netop alle 
kompetencer typisk vil være i spil (alt efter den foreliggende opgaves karakter og selvfølgelig ikke så rigidt 
som fremstillet her - der er naturligvis overlap, hvorfor de under modelleringens faser nævnte 
kompetencer skal betragtes som primære og beherskelsen af dem en forudsætning for, at man lykkes med 
sit forehavende): I forbindelse med præmatematiseringen skal man for at oversætte virkelighedens 
problem til det matematiske domæne aktivere tankegangskompetencen, ved matematiseringen skal man 
for at kunne opstille de nødvendige matematiske problemer kunne aktivere symbol- og 
formalismekompetencen, problembehandlingskompetencen og repræsentationskompetencen, under den 
efterfølgende matematiske problemløsning skal man beherske såvel problembehandlingskompetencen 
som symbol- og formalismekompetencen samt ræsonnementskompetencen, ligesom 
hjælpemiddelkompetencen ofte også sættes i spil, ved afmatematiseringen, hvor det matematiske resultat 
skal oversættes til det ekstramatematiske domæne, skal repræsentationskompetencen og 
kommunikationskompetencen bruges, og endelig skal tankegangskompetencen benyttes igen ved 
valideringen af det fremkomne resultat. 
Der er altså kompetencer nok at se til, når man modellerer, og netop derfor er matematisk modellering 
selvfølge interessant fra et undervisningsmæssigt synspunkt, men igen gælder, at vi som 
matematikvejledere må analysere, skulle det lidt usandsynlige ske, at vi fik henvist en elev, fordi denne ikke 
kan modellere. I relation til delrapporten har vi arbejdet holistisk, hvorfor vi således ikke har haft fokus på 
en speciel kompetence. 
Opsummering 
Gennem uddannelsen har vi som sagt arbejdet med en række elever med specifikke 
matematikvanskeligheder såvel som med at afdække forhold omkring en given klasses elever. I dette afsnit 
vil vi kort diskutere vores og eleverne udbytte af vores tiltag og eksemplificere dette. 
Som et eksempel på noget, vi har lært: I forbindelse med tredje semester fik eleverne et spørgeskema, 
hvori der blandt andet indgik nogle spørgsmål om deres selvopfattelse og motivation i relation til 
matematik, som de skulle graduere på en skala fra 1 til 10.  Ved at sammenholde disse med deres 
karakterniveau viste det sig, at der aboslut ingen sammenhæng var mellem flid og karakter, motivation og 
karakter med videre, hvilket var overraskende og en øjenåbner uden lige, som helt sikkert har fået os til at 
tænke nærmere over den måde, vi vil arbejde på fremover. 
Som et eksempel på en intervention, vi har fundet effektiv, vil vi nævne interventionen fra første semester, 
som anvendte registerskift i stor stil, og som tilbød mange muligheder for kognitive konflikter. Således ses i 
skemaet nedenfor de fejlprocenter, som en elev havde før og efter interventionen. 
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Et andet eksempel kunne være de videnskabelige debatter, hvor vi dog ikke kan fremvise et skema i stil 
med ovenstående, men eleverne vurderer i overensstemmelse med vores holdning, at debatterne virker 
befordrende for deres forståelse, og vi kan under alle omstændigheder med sikkerhed sige, at de virker 
elevaktiverende og alene derfor har en positiv effekt.  
Som det sidste nævnes fremvoksende modellering, der endskønt tidskrævende (men måske netop derfor) 
kan være en god mulighed for at få de svageste elever med, og i en modelleringsfremmende aktivitet, hvor 
eleverne ud fra skridtlængde og fodlængde skulle opstille en model for højden af den person, der havde 
afsat fodaftrykket, viste den absolut svageste elev, at han faktisk tænkte mere over tingene, end man 
havde regnet med. Begge typer af intervention er altså elevaktiverende. En anden elev viser i interviewene, 
at han ikke forstår funktionsbegrebet og ikke ved, hvordan han kommer fra punkter til et udtryk for en ret 
linje, men når det drejer sig om at modellere, så har han til vores store overraskelse helt styr på tingene. 
Han gennemskuer her en meget svær problemstilling, og vi overhørte en samtale i hans gruppe, hvor de 
andre gruppemedlemmer taler om løsningen, og han pludselig bryder ind, nærmest råbende af rent 
entusiasme, i samtalen og dikterer løsningen til problemet. Ingen kunne have forudset denne handlig fra 
ham. Det viser tydeligt, at han her har fået en Aha-oplevelse uden lige.  
Til sidst nævnes følgende dialog med en elev, der netop ikke var i fokus under forløbet i tredje semester, 
efter forløbet var afsluttet. Forløbet indebar blandt andet, at eleverne skulle arbejde med vektorfunktioner, 
og da vi efterfølgende skulle arbejde med parametrisering af linjer i forbindelse med vektorregning, var 
eleven i uvant grad aktiv, hvilket var baggrunden for mit indledende spørgsmål: ”Du var da meget på i dag - 
hvordan kan det være?”, ”Det ved jeg ikke - jeg kunne bare forstå det hele!”, ”Måske er det fordi, vi 
egentlig havde behandlet det i projektet tidligere?”, ”Ja, det er det nok.”. 
Uanset hvad, så har det været en glæde og fornøjelse at se, at det er muligt at flytte elever, og det er værd 
at bemærke, at de heldigvis kan flyttes, næsten uanset hvad vi gør . 
Perspektivering 
Vi ser en stor udfordring i arbejdet fremover i takt med, at matematiksoftwaren får flere og flere 
funktioner, som med et enkelt eller ganske få tastetryk eller museklik kan løse selv komplicerede 
matematiske problemer, idet det ikke er alle kolleger, der er opmærksomme på de tidligere skitserede 
forhold i relation til CAS-instrumentel forståelse og CAS-”beviser”, som vi skitserede ovenfor, og nogle 
ledelser tilmed opfordrer til, at der skal eksamenstrænes, hvilket skal forstås på den måde, at det er 
hensigten, at eleverne blot skal oplæres i at finde det rigtige svar, således at de får en høj karakter, der 
opfattes som en konkurrenceparameter. I vores virke som matematikvejledere, hvor vi jo også skal arbejde 
As 
fejlprocent 
Før 
intervention 
Efter 
intervention 
Gruppe 1 50 0 
Gruppe 2 25 25 
Gruppe 3 100 0 
Gruppe 4 75 0 
Gruppe 5 100 0 
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med vores kolleger, skal vi derfor have ekstra opmærksomhed på den del af hjælpemiddelkompetencen, 
der har med software at skaffe, og her kan matematisk modellering med alle de dertilhørende 
kompetencer måske netop alligevel være midlet, som qua de åbne opgaver, der netop ikke nødvendigvis 
lader sig løse så let, som de mere eller mindre standardiserede opgaver gør, og som er at finde i de fleste 
lærebøger, og som så sikkert som amen i kirken altid indgår ved eksamen. 
Idet en anvendelse af CAS, som ikke understøtter forståelsen, ikke kan undgå at påvirke dannelsen af 
forkerte matematikforestillinger, hvor et ekstremum kunne være, at matematik hverken kan eller skal 
forstås og bevises, og at den praktiske anvendelse af matematik sker ved indtastning af tal i noget dertil 
indrettet software med et brugerinterface, der ikke lader brugeren i tvivl om ret meget, og da sådanne 
matematikforestillinger jo vil udgøre en hindring for en elevs tilegnelse af matematikken og dens væsen, er 
det klart, at denne problematik er relativ omfangsrig i sin natur, og vi skal derfor have særlig 
opmærksomhed på den fremover, men det er hverken en let eller hurtig løst opgave - det tager lang tid at 
ændre en virksomhedskultur. Som eksempel på forkert brug af CAS tillader vi os at vende kort tilbage til 
nogle af førstesemesterrapportens findings med henblik på at eksemplificere, hvor galt det kan gå. På 
billedet nedenfor ser vi en elevs forsøg på at sætte en række tal i rækkefølge. 
 
Nu ved vi jo ikke, om det forholder sig sådan, men det er klart, at hvis man ikke har arbejdet med brøker 
tilstrækkeligt til, at brøkbegrebet er blevet reificeret, og man så for tidligt begynder at bruge lommeregnere 
og PC i folkeskolen, hvor brøkbegrebet bliver introduceret, og hvor CAS også er på vej stærkt ind, så kan 
resultatet meget vel være det, vi ser ovenfor. Der er således alle hånde gode grunde til, at vi skal have fokus 
på brug af CAS. 
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Forord 
Nærværende rapport er udarbejdet på første semester på matematikvejlederuddannelsen på RUC i 
perioden august 2014 til januar 2015. På første semester er emnet begreber og begrebsdannelse i 
matematik, og således har vi arbejdet med brøkbegrebet. Rapporten indledes med en problemformulering, 
der følges af det anvendte teorigrundlag, inden matematikvejledningens tre faser detektion, diagnose og 
intervention beskrives, hvorefter der konkluderes. Den del af litteraturstudiet, der ikke indgår direkte i 
rapporten, er placeret i et appendiks. 
Bilagene til denne rapport navngives med A1x, B1y, C1z og D1t, hvor A, B, C og D betyder, at det kommer 
fra henholdsvis Jacob, Signe, Sten eller er fælles, 1 betyder, at det hidrører fra 1. semesterrapporten og x, y, 
z og t er de fortløbende numre, som anvendes i hver gruppe af bilag.  
Rapporten er forfattet af Jacob Bendtsen fra Hillerød htx, Signe Andersen fra Egedal Gymnasium og HF 
samt Sten Bregnhoved fra Helsingør Gymnasium. Vejledere på projektet har været Uffe Thomas Jankvist, 
Aarhus Universitet, og Sif Ingibjörg Magnúsdóttir Skjoldager, Roskilde Universitet.
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Indledning 
Eleverne har i stigende grad svært ved at besidde symbol- og formalismekompetencen. Eleverne skal i 
denne sammenhæng kunne kende forskel på et tal og en repræsentation af dette i form af et symbol, 
hvilket de ofte ikke er i stand til. Dette problem giver sig til udtryk i mange grene indenfor matematikken. 
Eksempelvis kan de i brøkregning muligvis regne en brøk bestående af tal ud, men hvis man erstatter 
tallene med symboler, så giver det ingen mening for eleverne. Samme problemer kan nævnes inden for 
funktionsbegrebet, og de optræder også meget massivt ved ligningsløsning, bevisførelse etcetera. I 
elevernes bevidsthed kan begrebet pladsholdere derfor kun benyttes til tal.   
Problemerne kan nærmere defineres ved, at eleverne forkorter forkert i brøker, hvor der er flere led i såvel 
tæller som nævner, og hvor et af leddene i tælleren er det samme som et af leddene i nævneren. Endvidere 
ses den fejlagtige opfattelse, at nævnere kan omdannes til faktorer, at koefficienter til den ubekendte 
adskilles fra denne og bliver til et led, som dermed kan flyttes ved fx subtraktion, at - i fald koefficienten er 
et rationalt tal udtrykt ved en brøk - eleven ganger brøken over, eller at der forlænges eller forkortes 
forkert. Vi ser også mange forskellige opfattelser af situationer, hvor der indgår brøks brøker. Det ses 
desværre også tit, at eleven ved forkortning af brøk med samme tæller og nævner ikke anser resultatet 1 
som en løsning, men er overbevist om, at dette bør give 0 (0-syndromet). En decideret fejlfortolkning er 
også, når eleverne blander en forholdsvis simpel multiplikation af 2 brøker sammen med ligningsløsning. De 
glemmer, at det bare drejer sig om at gange tæller med tæller og nævner med nævner i stedet for at gange 
over kors, som de normalt gør det, hvis der havde været et lighedstegn mellem de 2 brøker.  
På grundlag af ovenstående ønsker vi derfor under anvendelse af detektionstesten i bilag D11 at 
identificere elevernes vanskeligheder inden for symbol- og formalismekompetencen og udpege enkelte 
elever, som vi efterfølgende diagnosticerer gennem et eller flere interviews. Herefter laver vi opfølgende 
test med de udvalgte elever for at stille en decideret diagnose, hvorefter vi gennemfører en passende 
intervention med henblik på at afhjælpe de fundne vanskeligheder. Vi dokumenterer resultatet af 
interventionen ved efterfølgende at lade eleverne løse nogle opgaver af samme type som de opgaver, der 
blev stillet i detektionsfasen.  
For at hjælpe eleverne med deres problemer har vi i opgaven valgt at kigge på følgende tre ting, som kan 
udgøre vores interventioner.  
 De kognitive konflikter hos eleven 
 Brug af registerskrift i opgaverne 
 Cooperative learning, i form af en samarbejdsstruktur 
 
Teorien for de 3 elementer i interventionen er beskrevet i teorigrundlaget. 
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Problemformulering 
I hvilket omfang kan de tre ovenfor nævnte interventioner afhjælpe elevernes vanskeligheder i forbindelse 
med brøkregneregler?  
 
Vores afgrænsning i forhold til brøkregnereglerne ligger i, at vi specifikt vil kigge på tilfældene 
 Heltal delt med brøk 
 Brøk delt med heltal 
Såfremt der er afvigelser i forhold til dette, vil det fremgå af de enkelte interventionsafsnit. 
Teorigrundlag 
I det følgende afsnit præsenteres den teori, som vi har anvendt i forbindelse med vores diagnose- og 
interventionsfaser.  
Om forståelse 
Skemp (1976, 1979) 
I Skemps opfattelse ligger der et stort problem i, at man kan forstå det samme begreb på to forskellige 
måder. Han starter med at definere generelle forskelle indenfor sprog, men begiver sig så hen i 
matematikken. Her bliver det meget forvirrende, hvis man opfatter samme begreb på to forskellige måder. 
Ordet, det hele handler om, er forståelse. Der snakkes her om relationel og instrumentel forståelse. 
Førstnævnte er det, vi som undervisere vil definere som forståelse, nemlig at man både ved, hvad man skal 
gøre og selvfølgelig også hvorfor. Med instrumentel forståelse forstås, at man ved hvilke regler, man skal 
bruge men ikke hvorfor. Man kender følgende situationen alt for godt fra undervisningen: Man har vist en 
metode på tavlen og spørger, om de har forstået metoden. Ja, ja - det er jo bare at sætte tal ind, bliver der 
sagt. Men hvis man bytter lidt om på tallene i opgaven i forhold til metoden på tavlen, ja så er de ikke i 
stand til at løse opgaven alligevel. Hvis metoden bare afviger det mindste fra det fortalte, så går det galt. 
Dette er et glimrende eksempel på instrumentel forståelse.  
Skemp stiller spørgsmålet: Gør det noget, at begge former for forståelse findes, og er der en af dem, som er 
bedre end den anden?  Hans eget synspunkt er, at det kun er den relationelle forståelse, som skal 
undervises efter, men at der findes nogle vanskeligheder vedrørende dette. Hvis en elevs mål er at lære 
den instrumentelle måde, men læreren underviser efter den relationelle, så giver dette et mismatch, og 
selvfølgelig det samme hvis det er den omvendte situation.  Mange elever er kun interesseret i at kende 
metoden, så de kan blive hurtigt færdige med deres opgave. Han nævner her et godt eksempel på den 
instrumentelle læring, som drejer sig om arealer. Hvad bliver arealet af 20 cm gange 15 yards? Eleverne 
svarer 300 
2cm ganske simpelt fordi, det er det, de plejer at skrive, når de regner arealer ud. Ingen 
forståelse udvises, kun at man kan bruge metoden på én måde. Det ville desuden være meget lettere for 
eleven, hvis man i stedet for at skulle huske på samtlige metoder, så kunne man ræsonnere sig frem til 
løsningen. Et andet kæmpe problem, som også nævnes her, er, hvis lærerens indgangsvinkel er den 
instrumentelle måde, men bogen bruger den relationelle, så er det dømt til at gå galt. 
Skemp kan godt lide analogier, som tydeligt forklarer, hvorfor han synes, at den relationelle forståelse er 
den mest korrekte forståelse. I hans eksempel bruger han to grupper, som skal lære at spille musik. Den 
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ene gruppe skal lære det uden at høre musikken, men kun ved papir og blyant.  Herfra skal de lære 
noderne, og senere lærer de så at skrive noderne til forholdsvis simple stykker musik. Der ville være et hav 
af regler, som de skulle huske på hele tiden, og det lykkedes ikke for dem at skrive et stykke musik. Den 
anden gruppe lærer at associere lyde, som de selv spiller på instrumenter, med noder på et stykke papir. Og 
efter nogle år har de opbygget et ”katalog” i hovedet, som fortæller dem, at denne lyd svarer til denne 
node osv. Det vil derfor for denne gruppe ikke være noget problem selv at komponere et stykke musik. 
Sidstnævnte gruppe tilhører selvfølgelig den relationelle forståelse.  
Selvom han ikke er fortaler for den instrumentelle forståelse, så opstiller han alligevel tre ting, som, han 
mener, er tydelige fordele. 
1. Det er lettere at lære matematik med instrumentel forståelse.  
Det er hurtigere at tænke på, at minus gange minus giver plus, uden at tænke over hvorfor det er 
sådan. 
2. Følelsen af succes kommer hurtigere. 
Det giver selvtillid at få et korrekt rettet opgavesæt tilbage. 
3. Det korrekte svar kan findes hurtigere. 
På samme facon opstiller han også fire fordele ved den relationelle forståelse. 
1. Den er mere fleksibel for nye opgaver. 
2. Det er lettere at huske. 
Men det er svært at forstå, inden man skal kunne huske det.  
3. Denne type forståelse kan være effektiv som et mål i sig selv. 
Det er jo denne forståelse, eleverne skal besidde til den mundtlige eksamen. 
4. Det fremmer nysgerrighed. 
Hvis man kan lide denne form for forståelse, kan det føre til, at eleven bliver bidt af måden at 
tænke på.  Eleven vil selv prøve at finde nye emner og derved udvide sin horisont. 
Men hvorfor er der alligevel så mange, som underviser i instrumentel forståelse. 
1. Det vil tage for lang tid, hvis hele undervisningen skulle foregå med sigte på relationel forståelse. 
2. Emnet er for svært at lære på denne måde, men man kan stadig komme til eksamen i dette! 
3. Man behøver viden fra et andet sted, før det læres relationelt. 
4. Man er ny underviser, og man gør ligesom alle de andre, nemlig underviser instrumentelt. 
Han skitserer flere grunde til dette, men pointen er, at der eksisterer mange forskellige grunde til, hvorfor 
at den primære undervisningsform er instrumentel. 
Selvom der er mange grunde til, hvorfor tilegnelsen af forståelse skal foregå instrumentelt, så kan man 
alligevel stille spørgsmålet: Findes der reelt ikke kun en korrekt metode at få forståelse på, altså den 
relationelle? Selvom eleverne selv mener, at de lærer noget igennem den instrumentelle, så må man også 
være realistisk og se på det samlede udbytte af undervisningen. Hvorfor underviser vi eleverne, kunne man 
være fræk og spørge. Er det for at give dem en bog fuld af metoder, eller er det for at give dem forståelse? 
Man gør dem en bjørnetjeneste ved førstnævnte, idet deres læring ikke forankrer sig, men hurtigt bliver 
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glemt igen. Man kan derfor ikke definere forståelse som instrumentel, da tankemønstrene er så forskellige 
fra den relationelle.  
I Skemp (1979) præsenteres en ny intelligensmodel. Den gamle IQ-model duer ikke, idet den ikke fortæller, 
hvordan man bedst bruger sin intelligens. Den nye model består af delta 1 og delta 2. Delta 1 modtager 
informationer vedrørende den aktuelle status af ens viden. Denne viden sammenholdes med slutmålet. 
Med hjælp fra et schema1 tages denne viden så fra det nuværende stadie til slutmålet. Delta 2 bruger 
slutmålet fra delta 1, som grundlag og prøver at optimere på dette. Man siger at delta 2’s job er at målrette 
mental aktivitet. Det er vigtigt at pointere, at dette ikke er fysiske elementer, men mentale. 
Delta-strukturen minder meget om begreberne assimilation og akkommodation, som Jean Piaget har 
beskæftiget sig med. Ved assimilation bliver en ny viden tilpasset det, man allerede ved - altså i schemas. 
Også selvom det er forkert. Dette minder meget om delta 1. Ved akkommodation bruger man først delta 1 
for at få informationen gennemarbejdet, men prøver også at komme skridtet videre ved selv at optimere 
på den eksisterende viden. Her puttes viden ikke per definition ind i præfremstillede kasser, men de 
videreudvikles.  
Der gives en god forklaring på, hvad det vil sige at forstå noget. Man skal kunne bringe det ind i et schema. I 
dette schema skal tingene kunne organiseres, og ny viden skal kunne associeres med tidligere viden, men 
hvad bestemmer om et schema er godt nok? 
 Det skal være velegnet til emnet. 
 Det skal være tilpasset den opgave, man har, for at det kan blive målrettet. 
Et eksempel på dette er: Hvis man af sin søn bliver spurgt, hvad er et differentiale? Så kan dette jo betyde 
flere ting. Det kan være matematik, eller det kan være noget til en bil.    
Der benævnes også tre forskellige typer forståelser. De to af dem støder man også på i Skemp (1976), 
nemlig instrumentel og relationel, men der bliver også nævnt en ny form for forståelse, nemlig logisk 
forståelse.  Sidstnævnte betyder ”evnen til at kombinere symbolisme og notation med matematiske ideer 
og kombinere disse ideer til kæder af logisk ræsonnement”. Der bruges også forskellige begreber for mental 
aktivitet, nemlig intuitiv og reflektiv. I den intuitive modus, som er grundet af spontane handlinger, er 
bevidstheden centreret i delta 1. I den reflektive modus, som er grundet i bevidste handlinger, er 
bevidstheden centreret i delta 2. 
Den logiske forståelse minder meget om den relationelle, og det er svært at se en stor forskel på disse. Som 
vi ser forskellen, handler det om, at en elev med den relationelle forståelse godt kan løse en ligning korrekt 
og korrekt argumentere for, hvordan man kommer fra den ene linje til den anden. Hvis man også skal have 
den logiske forståelse, så kræver det, at man har en logisk nødvendighed i form af matematiske symboler 
efter hver linje. Argumentationen skal efterfølges af en logisk sammenhæng. 
 
                                                          
1 Hjernens måde at opdele ting i skemaer og strukturer. Inddelingen kan foregå i kasser, hvor al viden omkring en 
enkelt ting eller situation er gemt. Hjernen har det med at flytte ting ind i de vante rammer, således at hvis en ny ting 
skal læres, så sammenligner man først med de kasser/rammer man i forvejen har.  
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Der udvikles en model, som kigger på sammenhængen mellem de tre forståelsesformer og om, hvorvidt 
man er intuitiv eller refleksiv. Ud fra denne opsættes seks forskellige scenarier, se nedenfor. 
 
 
 
 
 
Som et eksempel på en fortolkning af modellen har vi valgt kategorierne I1 og I2 - først I1: Her har en elev en 
instrumentel forståelse og vedkommende arbejder i den intuitive modus. En sådan elev kan mekanisk 
udføre aritmetik for eksempel og generelt følge regler, men uden en viden om, hvorfor de virker, og 
hvorfor de kan anvendes. Man tænker ikke så meget over tingene, ”Rules without reason” er en rigtig god 
forklaring herpå. Det vil nok gå ret skidt både til en skriftlig og mundtlig eksamen. 
I kategorien I2 har eleven også en instrumentel forståelse, men denne gang arbejdes i den refleksive 
modus. Der tænkes altså lidt mere over tingene, og der gives som eksempel en elev, der sikkert kan 
differentiere 𝑥𝑛, men som så skal differentiere 
1
𝑥𝑛
. Kun fordi eleven er refleksiv, kan opgaven løses, idet 
eleven kender en anden regel, der gør, at brøken kan omskrives til 𝑥−𝑛, således at opgaven kan løses. 
Det er altså en bevidst handling, der gør, at eleven faktisk er i stand til at komme igennem en opgave, idet 
vedkommende tænker over sine handlinger. Elevens viden er klart instrumentel, men han ved, at formlerne 
eksisterer, og hvordan de skal benyttes.  
De elever, som vi arbejder med i forbindelse med denne opgave, vil højst være på de to viste niveauer. 
Begrebsdannelse og reifikation 
Sfard (1991) 
Anna Sfard forsøger i sin artikel “On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on processes 
and objects as different sides of the same coin” at redegøre for, hvad det er, der gør matematik så svært.  
Matematiske byggeklodser kalder hun for concepts (begreber), når man tænker på et matematisk begreb i 
dets rene form, mens repræsentationer og fortolkninger kaldes conceptions (opfattelser). Hun beskriver to 
forskellige måder, som man kan opfatte matematiske begreber på: Operationelt og strukturelt og opstiller 
en model for, hvordan begrebsdannelse foregår gennem faserne internalisering, kondensation og 
reifikation. I det følgende uddybes disse begreber. 
Operationelt: Ses ikke som et objekt, men et potentielt objekt, som kan fremkomme ved en eller flere 
operationer. Dermed er den operationelle tankegang en dynamisk proces. 
Strukturelt: Kunne se begrebet som et statisk objekt, genkende og bruge det. Mere abstrakt end den 
operationelle. 
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Hun uddyber med et eksempel om funktioner, som ikke kun kan ses strukturelt som et sæt af ordnede 
talpar, men som en beregningsproces, en metode for at komme fra et system til et andet, altså 
operationelt.  
Begge opfattelser kan foregå samtidig, den ene udelukker ikke den anden. For at opnå fuld forståelse af et 
begreb skal de foregå samtidig, da det er to sider af samme sag.  
I begrebsdannelsen kommer (oftest) først den operationelle, derefter den strukturelle forståelse. Dette, 
mener hun, gælder både historisk, når matematik er udviklet, og når elever skal lære nye matematiske 
begreber.  
Selv om både operationel og strukturel forståelse er nødvendig for en fuld forståelse, er den operationelle 
tilgang nogle gange nok. Meget matematik kan klares sådan, uden at se på objekterne i sig selv. Det er også 
sket historisk, hvor den strukturelle tilgang for mange dele af matematikken er kommet langt senere. Men 
ved kun en operationel tilgang bliver det ofte sværere, da overblikket mangler, og man dermed kun har 
lokale, begrænsede forståelser. Assimilation vil være begrænset, så at kunne genkalde svar på tidligere 
løste problemer vil være svært. 
Internalisering: Lærerprocesserne som leder til nyt begreb, altså den rent operationelle tilgang. 
Kondensering: Bliver så bekendt med processerne, at det bliver en slags automatisering, og begrebet ses 
langsomt som et hele. Man kan lettere skifte mellem flere begrebsbilleder for samme begreb. 
Reificering: Når kondenseringen leder til, at man ser begrebet som et objekt i sig selv. Mens de to første 
stadier sker gradvist, foregår reifikationen ofte i et spring, dette kalder Sfard for den ontologiske kløft. 
Reificeringen gør, at man reorganiserer sine kognitive skemaer ved at tilføje ny information og en hierarkisk 
struktur. Da det er begrænset, hvor meget information man kan hente frem på en gang, giver en mere 
hierarkisk struktur mulighed for langt hurtigere at hente netop det frem, som skal bruges. 
Ved reificeringen sker et ontologisk skift, og reificering kan være svær at nå. Det kræver arbejde, og det 
sket ikke nødvendigvis med det samme (og er nok en af grundene til, at mange giver op i forhold til 
matematikken). 
At se noget kendt på en hel ny måde kan være svært. En af grundene, til at reificering er så svær, er, at den 
sker samtidigt med, at internalisering af den næste proces også forløber - se nedenstående figur. For at 
forstå et begreb som et objekt kræver det, at man har brugt det til de næste processer, mens de næste 
processer kun giver mening, hvis man kan se begrebet som et objekt. Her kan det blive en ond cirkel, hvor 
reificeringen kun kan ske ved hjælp af næste trins internalisering, mens internaliseringen først kan foregå, 
når reificeringen af lavere niveauer er på plads.  
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Begrebsdannelse og kognitiv konflikt 
Tall & Vinner (1981) 
Når den enkelte møder et begreb i matematik, så dannes der en mængde begrebsbilleder i hovedet. Det er 
derfor vigtigt at få en klar forståelse af disse begrebsbilleder. Under forståelsen af disse er det nødvendigt 
at pointere, at der er en forskel mellem definitionen af matematiske begreber, og måden det modtages på. 
Hver gang man definere et nyt begreb, så ender det oftest med, at begrebet får et symbol, så man kan 
manipulere med dette. Selvom det for os undervisere kun er et symbol, hvilket vi kender betydningen af, så 
tænker vi ikke over dette, når eleven skal hive det frem. Et enkelt symbol kan have mange associerede 
begrebsbiller. Det kan være, at eleven kan huske noget med en graf eller med en ligning, hvor symbolet 
optrådte i. Dette kunne også være noget helt tredje, men faktum er, at der er mange processer i gang på 
samme tid.  
Definitionen på et begrebsbillede er følgende: ”Den totale mængde af kognitive strukturer, som er 
associeret med begrebet. Dette inkluderer alle de mentale billeder, associerede egenskaber og processer. 
Det er bygget op over mange år gennem erfaring af alle slags og forandrer sig, når den individuelle møder 
nye stimuli.”2. 
Hjernen arbejder ikke på den måde, at man kan huske samtlige begrebsbilleder vedrørende begrebet på en 
gang. Så derfor definerer man begrebet qua det fremkaldte begrebsbillede3. Hvis man skal hjælpe en elev 
videre med læringsproblemer, er det vigtigt at vide, hvordan man kan fremkalde en såkaldt kognitiv konflikt 
i elevens begrebsbilleder. En kognitiv konflikt kan først indtræde, hvis elevenen møder to eller flere 
                                                          
2 Oversættelse af tekst fra Tall og Vinner (1981), p. 152 
3 Den del af begrebsbilledet, som er aktiveret til den givne tid. 
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modstridende begrebsbilleder (fremkaldt af begrebet) på samme tid. Dette er en væsentlig del i denne 
udarbejdede opgave.  
Definitionen af et begreb givet af læreren kan blive forstået på mange forskellige måder. Med dette forstås, 
at eleven laver sin egen personlige definition af begrebet. Dette kan med tiden variere, og som regel 
stemmer det ikke overens med den generelle definition. Individets egen definition til begrebet skaber nye 
begrebsbilleder. Et kort eksempel på dette kan gives ved følgende: Funktionsbegreber bliver af læreren 
defineret ved: Til hvert x eksisterer én og kun én y-værdi. Dette er altså begrebsdefinitionen, men det er de 
færreste elever, der husker dette, og det vil sjældent være deres egen personlige begrebsdefinition. Mange 
er visuelt anlagt, så når de hører begrebet funktion, så fremkaldes flere begrebsbilleder, som nok i stedet 
for har noget at gøre med en graf, en tabel eller måske en forskrift til en funktion.  Hvis eleven bliver bedt 
om at komme med den generelle definition, vil denne nok starte med at tegne en graf og så måske herfra 
ræsonnere sig frem til svaret. Det vil dog i de fleste tilfælde nok være sådan, at eleven bare vil komme med 
en forskrift, som svar på spørgsmålet. Som underviser skal man derfor passe på, hvor man ligger sin vægt i 
undervisningen. Hvis man konstant beder eleverne om at tegne funktionerne i et CAS værktøj, så vil 
begrebsbilledet helt sikkert også være afbildningen af funktionen, og så vil dette også blive den personlige 
begrebsdefinition. 
Der findes mange grene i matematikken, hvor eleverne blander rundt på deres egen begrebsdefinition og 
den præcise generelle begrebsdefinition. Et eksempel kan nævnes indenfor grænseværdier. Her siger man, 
at x går mod x0, hvis n går mod uendeligt. Her tror mange, at x ikke kan være x0. Dette er en del af elevens 
begrebsbillede, selvom det ikke er godkendt som en del af den generelle begrebsdefinition. Man 
introducerer derfor en såkaldt potentiel konfliktfaktor, som den del af begrebsbilledet eller 
begrebsdefinitionen, der kan konflikte med en anden del af begrebsbilledet eller begrebsdefinitionen. 
Som sagt kan man støde på denne konflikt mange steder, men i denne teori bruges meget tid på 
funktionsbegrebet og mere specifikt på grænseværdier. Alle eksemplerne vil ikke blive beskrevet her, da de 
ikke er relevante i forhold til vores problemstilling. Det er dog interessant at se, hvordan elevers 
begrebsbillede vedrørende en funktion kan være en hindring for dem, når de skal afgøre, om en funktion er 
kontinuert. Af fejl kan nævnes 
 Svar: Den må kun være givet ved en enkelt formel 
Direkte fejlfortolkning af funktionsbegrebet, tydelig konflikt  
 Der må ikke være huller i funktionen 
Igen en tydelig konflikt.  
Det er her tydeligt, at begrebsbillederne konflikter med hinanden. 
Opsummering: Det handler altså om at få eleven til at opleve en kognitiv konflikt og derved indse, at der er 
en uoverensstemmelse mellem dennes begrebsbillede og begrebsdefinitionen. Denne konflikt kan opnås 
på bestemte måder. Hvis det lykkedes for læreren at opnå denne konflikt hos eleven, så kan der opstå ny 
læring.  
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Behandling og konvertering i registre 
Duval (2002, 2004, 2006) 
I Duval (2002) præsenterer Raymond Duval sine tanker i forhold til de kognitive systemer, som er 
nødvendige i forbindelse med læring af matematik. Han tager udgangspunkt i den semiotiske 
repræsentation - altså tegn, tal og andre symboler -, og opstiller dels de mono- og multifunktionelle registre 
og dels de to typer af transformationer treatment og conversion, som i en dansk oversættelse kunne kaldes 
for henholdsvis behandling og konvertering. I det følgende skal disse begreber foldes ud. 
Forskellen i den kognitive aktivitet, som er nødvendig for matematik, og den aktivitet, som benyttes i andre 
områder som fysik, biologi etcetera er ikke blot begreberne - fordi der i alle områder udvikles mere eller 
mindre komplekse begreber -, det er derimod de to følgende karakteristikker: 
1: Den altafgørende vigtighed af semiotiske repræsentationer 
2: Den store variation af samme semiotiske repræsentationer 
Ad. 1: For eksempel giver det mange flere muligheder i relation til den matematiske operation at beregne, 
hvis man benytter et positionstalsystem frem for eksempelvis det romerske talsystem. Yderligere kan de 
matematiske objekter4 (for eksempel tallene) ikke måles eller observeres direkte. Brug af tal fordrer brugen 
af et repræsentationssystem. 
Ad. 2: Andre eksempler på semiotiske repræsentationer i matematik er geometriske figurer, algebraiske 
strukturer, konventioner for angivelse af matematiske objekter (f. eks. mængder, funktioner, punkter, 
vektorer, ligningssystemer, integraler og differentialligninger), grafiske repræsentationer og sprog, der ofte 
bruges på en anden måde end i det daglige talte sprog. 
For at sondre mellem de forskellige områder af semiotiske repræsentationer anvendes iht. Descartes et 
såkaldt register5, hvoraf der i Duvals model er fire, se skema nedenfor. 
 
 
 
 
 
 
                                                          
4 I Duval (2006, p. 129) defineres objekter nærmere til tre typer: Vidensobjekter, der rummer invariante eller 
uforanderlige mængder af fænomener eller mulige repræsentationer, fænomenologiske objekter, der er aspekter af 
et givent vidensobjekt, samt konkrete objekter, hvortil hører fysiske objekter eller perceptuelle data. Således er 
matematiske objekter vidensobjekter. 
5
 I Duval (2006 p. 111) sondres mellem et semiotisk system, hvori en transformation ikke er mulig, og et semiotisk 
system, hvori en tranformation er mulig. Kun sidstnævnte er et register.   
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Registre iht. Duval Diskursiv repræsentation Ikke-diskursiv repræsentation 
Multifunktionelle registre,              
hvis processer ikke kan gøres til 
genstand for en algoritme. 
Naturligt sprog 
Verbale associationer og 
begrebsmæssige udtryk 
Argumentation 
 - fra observationer, opfattelser 
 - deduktion fra aksiomer og 
definitioner  
Geometriske figurer 
 
Operationel og ikke kun en intuitiv 
forståelse 
 
Konstruktion med lineal og passer 
Mono-funktionelle registre,           
hvis processer ofte kan følge en 
algoritme. 
Notation 
Numerisk 
Algebraisk 
Symbolsk 
Kartesiske grafer 
Ændring af koordinatsystemer 
Interpolation, ekstrapolation 
 
Forskellen på diskursiv og ikke-diskursiv i skemaet ovenfor ligger i, at de to registre i kolonnen Diskursiv 
repræsentation fx involverer en sammenhængende kæde af udsagn, medens det, der foregår i en ikke-
diskursiv repræsentation er mere fragmenteret og usammenhængende.  
Når der udøves matematik, skiftes der fra et register til et andet, og derfor spørger Duval, om dette skift og 
den deraf krævede koordinering mellem de involverede registre er naturlige for elever og studerende. 
I sin søgen efter et muligt svar på dette, indfører Duval to typer af transformation: Treatment (behandling), 
når man bliver i det samme system eller register (fx når man beregner en talstørrelse, løser en ligning eller 
tegner en figur ud fra symmetribetragtninger), og conversion (konvertering), når man skifter register for at 
beskrive det samme objekt (fx overgangen fra en funktions regneforskrift til tegningen af en del af 
funktionens graf, brug af sprog for at beskrive en sammenhæng til brug af en almindelig anerkendt notation 
med symboler). 
Fra et matematisk synspunkt benyttes konvertering kun i forbindelse med udvælgelsen af det register, hvor 
den pågældende opgave kan løses lettest ved en given behandling inden for et enkelt (diskursivt) register - 
subsidiært som støtte til selvsamme behandling -, hvorfor konvertering ofte opfattes som en mindre 
væsentlig matematisk aktivitet, men fra et kognitivt synspunkt er konvertering ifølge Duval en mekanisme, 
som er en forudsætning for forståelse. Således opstiller Duval tre forhold, som bevæggrund for at inddrage 
konvertering i en forståelsesproces. 
1. De behandlinger, som kan udføres, afhænger af det anvendte register. Følgende eksempler gives 
for at understøtte påstanden: Skal man addere to tal, vil man benytte forskellige algoritmer i 
afhængighed af det register, som tallene repræsenteres i (decimalnotation og brøknotation for 
eksempel). Således er processen adder to tal ikke rent matematisk, og man kan vælge at skifte 
register (her notationssystem) for at gøre beregningen klarere eller lettere. Et andet eksempel er 
brugen af figurer, der kan arrangeres på en sådan måde, at en given egenskab for eksempel fra 
 
Del 1, side 11 af 128 
 
geometrien kan erfares (eksempel med et parallelogram, der arrangeres som et rektangel med 
henblik på, at vi kan finde arealet). 
2. Konverteringen af det semiotiske repræsentationssystem - dvs. ændring af register - kan ikke 
reduceres til en behandling, da det ikke er muligt at definere regler, som sikkert og entydigt giver et 
registerskifte. Her gives disse eksempler: Først gives et eksempel på, at overgangen ikke er entydig: 
𝑥 ∙ 𝑦 > 0 kan fortolkes både som ”x og y har samme fortegn” og ”produktet af x og y er større end 
0”, så tales om, at der er forskel på at gå den ene vej eller den anden vej (elever kan konstruere en 
graf fra en regneforskrift med større succes, end de opnår, når de skal aflæse en regneforskrift fra 
en graf). Det konkluderes, at en konvertering kan være mere eller mindre kongruent - dvs. mere 
eller mindre let at forstå og udføre (gennemskuelig i modsætning til uklar), ligesom konverteringen 
kan være kongruent den ene vej men ikke den anden. Det gode spørgsmål i den forbindelse er 
derfor: Hvordan findes de visuelle karakteristika, som gør konverteringen til en ligning mulig og 
kongruent (og vice versa) (Duval 2004). 
3. To repræsentationer af det samme matematiske objekt i to forskellige registre har ikke samme 
indhold - når der skiftes register, er det ikke kun behandlingen, der ændres, andre egenskaber og 
aspekter af det samme objekt bliver også introduceret ved konverteringen. 
Samlet set (ved de tre ovenstående punkter samt vigtigheden og den udbredte brug af semiotiske 
repræsentationer af matematiske objekter, der samtidig ikke lader sig tilgå ved andet end de semiotiske 
repræsentationer (de kan ikke måles eller ses)) ligger der et kognitivt paradoks i, at man aldrig må forveksle 
et matematisk objekt med dets repræsentation, når vi kun kan få adgang til objektet via dets 
repræsentation. Det betyder også, at opfattelsen hos vildfarne elever er, at to forskellige repræsentationer 
af samme objekt faktisk er to forskellige objekter, og at man derfor ikke kan skifte register (nu da der så 
åbenbart er tale om to forskellige objekter), hvorfor forståelsen bliver fragmenteret. Det konkluderes, at 
vanskeligheder med at lære matematik ikke blot ligger i specifikke vanskeligheder i et givent område, men 
er mere generelle vanskeligheder, som findes i alle områder af matematikken og på ethvert niveau.  
Duval angiver herefter to årsager til problemerne, idet det postuleres, at det er dokumenteret, at 
problemerne forøges, når studerende skal udføre en behandling i et multifunktionelt register - dvs. når der 
skal argumenteres i naturligt sprog, eller når der skal anvendes figurer til erfaringsdannelse, til at løse 
problemer, i forbindelse med beviser etc., eller når en repræsentation skal konverteres til et andet register, 
og konverteringen er inkongruent - dvs. uoverensstemmende. Følgen af første årsag er, at undervisere i 
erkendelse af dette forhold undgår at træne i at arbejde i de multifunktionelle registre og i stedet arbejder 
med algoritmer i de monofunktionelle registre. Den anden årsag dukker ifølge Duval slet ikke op, da 
manglende evne til at udføre konverteringen ofte leder til den fejlagtige slutning, at den studerende har et 
opfattelsesmæssigt problem i det givne felt fremfor et problem med selve konverteringen som en kognitiv 
proces. 
Der bruges nu en del sider på at godtgøre for, at det at ”se” løsningen i geometriske problemer med figurer 
(altså årsag 1) er svært for de fleste elever, hvilket vi i øvrigt kun kan give forfatteren ret i, og et par 
løsninger angives (ej medtaget her).  
Omkring årsag 2, konverteringen, der allerede er behandlet og eksemplificeret ved figurerne 4-5 
(inkongruent) og 6 (forskel i succes alt efter den vej, skiftet sker) i teksten, er formålet med artiklen at gøre 
den mere tydelig, hvilket ses i et skema over succesraten ved registerskift ”begge veje”. Det er påfaldende, 
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at der er så stor forskel på elevernes evner, og det anbefales at man selv observerer og graver dybere. Der 
bydes ikke på løsninger i Duval 2002. 
I Duval 2004, der er kilde til det følgende, indtil andet anføres, anbefales, at man bør træne begge veje. For 
eksempel med grafen for en lineær funktion og tilhørende ligning, hvor det er de visuelle karakteristika 
(hældning positiv, negativ, lig med eller større end 1, tilstedeværelse af en konstant etc.) skal 
eksemplificeres med grafer med og uden den visuelle karakteristik og sammenholdes med det element i 
ligningen, som giver den visuelle karakteristik. Herved fås et netværk, så omskrivningen kan ske kongruent. 
Netværk af denne type er ikke begrænset til rette linjer, men kan bruges på alle grafer, og resultatet af 
denne måde at arbejde på kontrolleres ved at teste. 
Det mest åbenlyse ville være at vise forskellige mulige repræsentationer eller registre på én gang 
(decimaltal, brøker, tallinjer, polygontal, tændstikker… - brug af software byder i denne forbindelse på 
mange fordele, fordi det er så relativt let at vise mange forskellige repræsentationer af et begreb, og tilmed 
kan man arbejde med dynamiske billeder af grafer og lignende), men der er en risiko for misledning, da 
konvertering involverer to niveauer af kognitive processer: Dels skal de studerende kunne identificere to 
forskellige repræsentationer for det samme objekt, hvis indhold tilsyneladende er forskelligt (en funktion 
og dens graf), og dels skal de kunne identificere to forskellige objekter, der har samme repræsentation (fra 
samme register - e. g. to grafer, der ser ens ud, men som har forskellige forskrifter).  
Det, der skal til for, at de studerende kan identificere to forskellige repræsentationer af det samme objekt, 
er evnen til at genkende de forskellige repræsentationer for det samme objekt, medens forståelsen i 
tilfældet med forskellige objekter i samme repræsentation kræver, at eleverne kan finde de enkelte 
repræsentationers karakteristika og hermed sætte dem i forbindelse til repræsentationer, de kan skelne 
mellem. Derfor er det ikke tilstrækkeligt blot at vise e.g. en graf og den tilhørende forskrift (og de 
variationer, som man kunne tænke sig), man skal lade eleverne arbejde med at beskrive hvilke ændringer i 
en forskrift, der afstedkommer hvilke ændringer i det visuelle billede.  
Duval opstiller nogle kriterier, der således skulle give den dybe forståelse (foruden den simultane visning af 
forskellige repræsentationer for samme objekt): I det oprindelige register skal der være fokus på 
variationerne og således gennemføres en undersøgelse af de mulige variationer, og den effekt, som disse 
mulige variationer måtte have i forbindelse med en konvertering til et andet register, skal afdækkes. 
Der sluttes af med en beskrivelse af de forskellige faser i relation til løsning af virkelighedsnære problemer, 
som typisk involverer konvertering af en tekst og støtte fra en skitse, hvorefter en passende behandling kan 
finde sted (etcetera).  
Om brøker 
Behr, Lesh & Post (1982) 
Med udgangspunkt i Behr et. al (1982) beskrives nedenfor de tanker, der er fremsat vedrørende rationale 
tal. 
De rationale tal er meget vigtige at kunne beherske, idet dette dels vil give den enkelte mulighed for bedre 
at kunne forstå og løse problemstillinger i dagligdagen, dels er det en forudsætning for at kunne udvikle sig 
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intellektuelt, og endelig er den fulde forståelse for de rationale tal grundlaget for selv simple algebraiske 
operationer.  
Det bemærkes, at studerende altid har haft svært ved dette begreb, og der fremsættes en formodning om, 
at det blandt andet skyldes, at der i skolen fokuseres mere på den rent instrumentelle forståelse i stedet for 
den mere relationelle jf. Skemp (1976, 1979) ovenfor – eksempelvis arbejdes der meget med at lære 
eleverne algoritmer i forhold til givne problemstillinger. En anden årsag kunne være, at der stilles for store 
krav til eleverne, der, når de møder rationale tal og brøker første gang i skolen, ikke er kognitivt klare til at 
arbejde på det abstrakte, symbolske niveau, der ofte kræves af dem. 
Behr et. al. gengiver omstående model for forskellige repræsentationsmodi, hvormed man kan arbejde 
med rationale tal (fx med billeder, skrevne symboler, talte ord etcetera): 
  
 
 
 
 
 
 
 
Det menes ikke, at nogle af de viste modi er mere vigtige end andre, ej heller er det forestillingen, at alle 
elever vil arbejde i alle repræsentationsmodi i forbindelse med en given situation, men det formodes, at to 
eller flere af modellens modi vil være i spil i forbindelse med en læringssituation eller under opgaveløsning, 
og der fremsættes derfor den hypotese, at det er oversættelsen mellem og indenfor de forskellige modi, 
der gør rationale tal meningsfulde for eleverne, hvilket er helt i tråd med Duval (2002, 2004, 2006), der blot 
udlægger sagen med andre ord. 
Endelig introduceres de to psykologiske variable (i betydningen: udvikling af et begreb) abstraktion og 
generalisering, hvor det antages, at abstraktionen øges ved, at eleverne arbejder med det samme begreb 
via forskellige fysiske hjælpemidler (Centicubes, stænger, papir der foldes, mønter eller lignende), således 
at de kan ekstrahere ligheder og se bort fra irrelevante diskrepanser, og generaliseringen øges ved, at 
eleverne arbejder med flere forskellige matematiske begreber. 
Disse tanker er samlet i modellen nedenfor. Det bemærkes, at vi ikke har fundet det hensigtsmæssigt, at 
vores elever under interventionen arbejder med papirfoldning, grupper af mønter med videre, da vi har 
vurderet, at det vil have en negativ effekt på elevernes engagement grundet deres alder, hvorfor vi primært 
har koncentreret vores arbejde omkring modellens fem repræsentationer, der kort beskrives under denne. 
 
Del 1, side 14 af 128 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En del af det hele: Her sammenligner vi to mængder A og B, hvorom det gælder, at A er en delmængde af 
B, samt A er inddelt i et antal ækvivalente dele, B er inddelt i et antal ækvivalente dele, og hver del i A 
svarer til en del i B. En del af det hele finder sin anvendelse i både diskrete (tællelige) og kontinuerte 
(arealer, længder, volumen) situationer. Eksempelvis er nedenstående figur et udtryk for tallet ¾, idet A er 
3 og B er 4. 
 
Et rationalt tal som en decimalbrøk: Et rationalt tal er ethvert tal, der kan udtrykkes ved et endeligt eller 
periodisk decimaltal. Det vurderes, at eleverne, der er i spil her, godt kender til dette system, så i tråd med 
artiklens holdning om, at det er yderst vigtigt for forståelsen af de rationale tal og dermed brøker, at der 
arbejdes med reifikationen af elevernes opfattelse af decimalbrøker og brøker, skal der altså kunne 
omskrives mellem dem. Brug af tallinjen vil indgå her. 
Rationale tal som en kvotient: Her er der dels tale om det at se et rationalt tal som resultatet af en udført 
division – altså at 8/4 er ækvivalent med 2 eller 2/3 med 0,6‾. Et andet eksempel er, hvor elever med en 
lommeregner skal addere to rationale tal givet som brøker, hvor de ofte blot vil taste hver brøk ind og siden 
addere resultatet af hver division. Man kan dog også opfatte det rationale tal i forbindelse med handlingen 
at dele: Hvis man skal dele 3 pizzaer ligeligt mellem 4 personer, kan man dele hver pizza i fire lige store dele 
og dele tre ud til hver. Man har således bestemt kvotienten 
3∙4
4
. 
Rationale tal som operator: Her antager et rationalt tal p/q en algebraisk fortolkning, idet vi kan 
transformere en geometrisk figur til en ligedannet figur, der er p/q gange så stor eller en mængde, der 
transformeres til en anden mængde med p/q gange så mange elementer. Man kan opfatte det sådan, at 
man først multiplicerer eller forlænger med p og siden dividerer eller forkorter med q. 
Rationale tal som forhold: Forhold er specialtilfældet af en del af det hele, idet vi sætter to dele af det hele i 
forhold til hinanden. Hvis vi fx har en gruppe på 30 mennesker bestående af 10 kvinder og 20 mænd, og 
ønsker at kende forholdet mellem kvinder og mænd, får vi 10/20. Et andet eksempel kunne være, at vi har 
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to ens forhold, hvilket giver en proportion, og vi kan opstille nogle typiske opgaver, hvor det ene forhold er 
kendt, og kun en del af det andet er kendt.  
Sammenhæng mellem brøker og decimaltal 
Markovits & Sowder (1991) 
I Markovits & Sowder (1991) præsenteres et studie om elevers opfattelse af sammenhængen mellem 
brøker og decimaltal.  
Der introduceres tre niveauer for forståelse i forhold til sammenhæng mellem brøk og decimaltal. I det 
mest simple niveau ved eleven, at der er en forbindelse mellem brøk og decimaltal, og det opfattes, at 
begge repræsentationer kan optræde samtidig i et udtryk (fx ½ + 0,5), uden at det dog er givet, at eleven 
kan gennemføre ovenstående addition. I det næste trin evner eleven at skifte mellem den ene 
repræsentation og den anden i forbindelse med løsning af opgaver, som for eksempel den ovenfor viste, og 
i det tredje trin kan eleven skifte hensigtsmæssigt - dvs. eleven vælger den repræsentation, som giver den 
letteste bearbejdning af et givent problem. 
I Markovits’ og Sowders studie blev der gennemført to undervisningsaktiviteter, der hver for sig 
behandlede decimaltal og brøker, og hvor der blev anvendt forskellige repræsentationer inklusiv centicubes 
eller lignende. Der blev undervist i at sammenligne tal, at ordne tal efter størrelse samt i brug af tallinje. 
Kun i en enkelt lektion blev sammenhængen mellem decimaltal og brøker berørt, ligesom det uendelige 
antal brøker og decimaltal mellem to givne punkter på en tallinje blev nævnt. 
Der blev gennemført interviews både før og efter undervisningsaktiviteterne, og det viste sig, at nogle 
elever efter endt undervisning fortsat ikke forstod dels at operere på brøker, dels ikke kunne acceptere, at 
brøker kunne optræde sammen med et decimaltal, og dels ikke havde set, at der er uendelig mange 
decimaltal såvel som brøker mellem to givne punkter på en tallinje, og at der, hvis de mente, at der dog var 
et enkelt decimaltal eller to, også måtte være en eller to brøker. Dette betød, at eleverne stadig ikke havde 
forstået, at en brøk og det tilsvarende decimaltal blot er to forskellige repræsentationer for det samme 
objekt. 
Yderligere viste det sig, at forhåbningen om, at der i forbindelse med en opgave ville opstå en kognitiv 
konflikt, der således ville hjælpe eleverne på den rette vej, blev gjort til skamme.  
Af analysen af de opnåede resultater fremgår det, at nogle elever kan arbejde på andet af de ovenfor 
skitserede trin på nogle områder, medens de samtidig ikke vil acceptere, at brøk og decimaltal optræder i 
samme udtryk, ligesom elever på andet trin nok er i stand til at konvertere mellem et tals forskellige 
repræsentationer, men det sker mekanisk og uden at se, hvad en given opgave egentlig går ud på. En del 
elever nåede slet ikke op på det sidste og tredje trin. 
Eleverne blev kun undervist en smule i talstørrelser og sammenhængen mellem tal, men det var givtigt, og 
konklusionen er derfor, at der skal arbejdes eksplicit med, at eleverne indser sammenhængen mellem 
brøker og decimaltal (!). I den forbindelse påpeges vigtigheden af, at der arbejdes trinvis, så en elev på trin 
1 ikke straks skal nå trin 3 - altså at der skal arbejdes i den nærmeste udviklingszone, som Vygotsky 
pointerer. 
 
Del 1, side 16 af 128 
 
Der afsluttes med, at selve det at transformere mellem forskellige former for rationale tal og det at vælge 
den mest hensigtsmæssige form for repræsentation måske kunne overføres til andre grene af 
matematikken, hvilket er helt i tråd med Duval (2002,2004, 2006), der dog benytter nogle andre termer. 
En afsluttende kommentar til denne artikel er, at den tredelte model for forståelse af sammenhængen 
mellem brøker og decimaltal måske kunne udvikles, nu den ikke viste sig helt så hensigtsmæssig, men det 
må komme i et fremtidigt arbejde . 
Hvad er CL 
Kagan (2006), Beck (2004), Wenger (1991) 
CL står for cooperative learning og blev udviklet i sidste halvdel af det 20 århundrede, især i 70’erne og 
80’erne. Generelt kan man sige, at det er en betegnelse for en undervisning, hvor eleverne samarbejder 
efter bestemte principper, med henblik på læring. I Kagan (2006) beskrives forskellige strukturer, som alle 
beskæftiger sig med samarbejdslæring. Læringssynet i CL er socialkonstruktivistisk og baserer sig specielt på 
den russiske psykolog Lev Vygotsky, beskrevet i Beck (2004). Vygotskys holdning er, at læring er en social 
proces, som finder sted i interaktion med andre. I dette læringsrum deltager alle lige meget, idet individet 
og fællesskabet arbejder side om side. 
En anden forkæmper for dette læringssyn findes i Wenger (1991). Han snakker om ”situeret læring”, dvs. at 
viden ikke er kontekstuafhængige facts, men i stedet knytter sig til en hel situation. Mere præcist finder 
situeret læring sted gennem praksisfællesskaber. Han kommer med en meget præcis betegnelse på, hvad, 
han mener, læring er (Wenger(2004)): ”Læring er en interaktion mellem socialt defineret kompetence og 
personlig oplevelse”. Altså er samarbejdet den bedste måde at modtage læring på. 
Selve klasseværelset i CL bygger på de fire SPIL-principper i henhold til Kagan (2006): 
 Samtidig interaktion 
 Positiv indbyrdes afhængighed 
 Individuel ansvarlighed 
 Lige deltagelse 
Med disse forstås: 
 S: Alle teams i klassen deltager aktivt i læreprocesserne på en og samme tid. 
 P: Det er en fordel for eleverne, at alle klarer sig godt, og når hver elev har behov for 
andres medvirken. 
 I: Eleven mødes med jævne mellemrum med et krav om at redegøre for sin egen læring 
over for andre. 
 L: Alle elever bidrager lige meget og er lige involveret i arbejdsprocesserne. 
Man kan samlet konkludere, at læringen gennem samarbejde skal medføre, at alle deltager, og alle får 
noget ud af undervisningen. 
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Et spørgsmål, man kan stille sig selv, er, hvor i læringsrummet, se nedenstående figur, vi befinder os i en CL-
struktur? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
For elevens side vil det se ud som om, styringen er lav, altså en lærer som konsulent. Men hvordan ser 
dette ud fra lærerens side? Når fagligt stof er lagt i en struktur, er alt planlagt til mindste detalje, og 
underviseren ved præcist, hvem der skal lave hvad, og hvad der skal komme ud af det. Så set fra lærerens 
side er der meget høj styring. Man kan vel sige, at formen er ekstremt styret, mens indholdet i 
klasserummet og vejen til målet er lavt styret. 
Den normale gruppeinddeling i CL 
Gruppeinddelingen i CL er helt speciel, idet man her benytter sig af heterogene grupper: 
Gruppen består af 4 personer, ud fra opdelingen med 1 stærk, 2 middel og en svag elev. Det er kendetegnet 
ved en heterogen gruppe, at opdelingen er således, at eleverne har forskellige forudsætninger. Det er klart, 
at den svage vil få meget ud af dette samarbejde, idet han/hun har en ide om, at den stærke elev nok skal 
træde til, men får den stærke elev også noget ud af dette samarbejde? Svaret er ja, for hele ideen er som 
sagt, at man i gruppen hjælper hinanden, dvs. den stærke hjælper de to middel elever, og disse hjælper den 
svage. Den stærke elev øver den mundtlige dimension ved gentagne gange at fortælle sin viden videre til 
resten af gruppen. Denne mulighed havde eleven ikke haft, hvis gruppen havde bestået af kun dygtige 
elever. Her kan der hurtigt danne sig et billede af, at alle i gruppen forstår opgaven, og der er derfor ingen 
grund til at forklare det nærmere. Der er flere gode ting i denne gruppeinddeling, nemlig at den stærke elev 
hjælper de andre i gruppen med at arbejde i deres zone for nærmeste udvikling. Vygotsky beskriver dette 
ved: ”For at der kan ske læring skal eleven interagere med en anden, der kan hjælpe ham videre fra det, han 
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allerede kan, ind i et felt, hvor han kan løse en opgave med hjælp fra andre.”, og det er jo præcis dette, der 
sker i CL, alle i gruppen får derved noget ud af samarbejdet. 
Gruppestrukturen er derfor meget essentiel for elevernes samlede læring. 
Opsamling på teoriafsnittet 
De elever, som vi arbejder med i dette projekt, har i bedste fald en instrumentel forståelse i henhold til 
Skemp, og de arbejder i den intuitive modus - de tænker altså ikke så meget over tingene og går let i stå. 
Med Sfards ord er elevernes opfattelse af de matematiske begreber tilsvarende højst operationelt, og 
reifikationen har ikke fundet sted - eleverne er typisk i fasen internalisering. Der er altså gode grunde til at 
foretage en intervention. 
De ting, vi har valgt at ligge fokus på i vores intervention, er følgende:  
1. Vi vil forsøge at skabe en kognitiv konflikt i henhold til Tall & Vinner. Som før nævnt handler det om 
at designe opgaverne således, at elevernes begrebsbilleder vil bringe eleverne ud i en kognitiv 
konflikt. Hvis vi kan opnå dette, er der en mulighed for, at eleven indser, at det, vedkommende hele 
tiden har troet, var korrekt, rent faktisk er forkert. 
2. Vi vil også lægge stor fokus på registerskift i henhold til Duval. Hjælper det eleverne, hvis de ser den 
samme opgave præsenteret i forskellige registre, og kan dette eventuelt ovenikøbet resultere i en 
kognitiv konflikt? 
3. Endelig vil vi anvende CL som en arbejdsform i henhold til Kagan, Beck og Wenger.  
Således er vores intervention lidt en blanding af mange ting. Det ukendte her er specielt, om CL også er i 
stand til at bidrage til, at eleverne oplever en eller flere kognitive konflikter, idet den anvendte struktur, 
hvilken beskrives i afsnittet Interventionsfasen, bevirker, at eleverne skal tale med andre (og forskellige) 
personer om den samme opgave flere gange, hvorfor muligheden for, at en potentiel konfliktfaktor kan 
udvikle sig til en kognitiv konflikt, helst skulle forøges. 
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Detektionsfasen 
I detektionsfasen indgår som nævnt i indledningen en detektionstest, som vi benytter til at identificere 
elever med mulige vanskeligheder. Testen, der kan ses på bilag D11, omhandler mange forskellige områder 
inden for matematikken. Da vi har haft særlig fokus på algebra og brøker, har vi set nærmere på 
spørgsmålene 6, 10, 12, 15c, 15d, 19, 23, 32, 43a, 43b, 44a, 44b samt 53-57 i detektionstesten. 
I optællingen af elevernes besvarelser af detektionstesten er benyttet, at eleverne kunne have besvaret en 
opgave rigtigt (betegnet med et r), delvis rigtigt (betegnet med et d - fx hvis eleven tydeligvis havde forstået 
noget, men anvendte en forkert notation eller havde en fortegnsfejl) - eller forkert (betegnet med et f). 
Hvis en opgave ikke er besvaret, er angivelsen i anvendt.  
Hillerød HTX 
Jeg har en klasse i matematik på A-niveau - en 2. g, som jeg har overtaget i starten af 2 år. Klassen har 
allerede haft tre forskellige undervisere på det første år, hvilket gør, at de tvivler meget på dem selv ift. 
matematik. En af grundene kunne være, at den præsenterede teori er givet på forskellige måder, hvilket 
gør, at eleverne opfatter det som forskellige dele, hvilket det jo helst ikke skulle være. Det er derfor en 
spændende klasse at lave forsøg med, da det for manges vedkommende næsten er som at starte helt forfra 
igen. Der sidder dog 5-6 meget stærke elever inde i klassen, som har styr på alt, så klassen er meget delt op. 
Detektionstesten 
Jeg havde set frem til dagen, hvor de skulle have testen, og havde virkelig gjort meget ud af at fortælle 
dem, at det ikke ville have nogen indflydelse på deres efterfølgende karakter. De fik ligeledes at vide, at de 
skulle prøve at løse alle opgaverne. Også selvom de var i tvivl, eller ikke kunne finde ud af dem, så skulle de 
som minimum skrive en kommentar eller lignende. 
Der blev givet 2 lektioner til testen af 45 minutter hver. Tidsperioden blev valgt ud fra et skøn, idet vi ikke 
på forhånd havde nogle indikation på, hvor lang tid de ville være om testen. Dog prøvede vi på første 
kursus selv at besvare testen ud fra, hvordan vi mente, at en første års elev ville gøre dette. Men selve 
tidsdelen var alligevel lidt svært at gætte sig til. 
Efter 35 minutter er den første elev færdig, næste ved 36 min osv. indtil der er gået 65 minutter, så var alle 
færdige. Der var ingen sammenhæng mellem, om man var god/svag ift. den tid man brugte på testen. Den 
dygtigste elev brugte 62 minutter, mens en af de meget svage brugte 38 minutter. Dette kan man 
selvfølgelig tolke på mange måder. Jeg tror, at den dygtige elev er meget perfektionistisk, og frygten for at 
fejle bare en lille smule gør, at han hellere vil tjekke tingene flere gange. Den svage elev ser nok ingen 
grund til at fortsætte, idet udfordringen er for stor eg. teorien om nærmeste udviklingszone, Steen Beck 
(2004). 
På skemaet i bilag A11 ses elevbesvarelserne. Da vi har valgt at lægge vores fokus på algebra og brøker, så 
er fokusspørgsmålene markeredet med kasser, hvis eleverne har besvaret disse forkerte. Man kan i bunden 
af regnearket se summeret op, hvor mange forkerte, korrekte, delvis eller ikke besvarede spørgsmål, der er 
blandt eleverne. 
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Hvis man kigger overordnet set, så er det meget tydeligt at få øje på de sværeste spørgsmål. Det ses 
tydeligt at sp. 12 har været den værste. Ud af 24 elever, har 20 besvaret denne forkert. Spørgsmålet var 
følgende 
Hvad er 
/c d
c
 ?   
Langt størstedelen af eleverne mener, at svaret er d, og dette er meget interessant. I bilag D12 er vores bud 
på, hvordan vi tror, at eleverne vil svare på spørgsmålet. Svaret kommer på ingen måde bag på os. Eleven 
kan godt se, at c og c går ud med hinanden, men hvad skal de stille op med d? De kan ikke se det, så derfor 
bliver dette bare til d og ikke 1/d. 
Spørgsmål 56 har bestemt heller ikke vakt glæde blandt dem. 14 forkerte, 2 ikke besvarede og 8 korrekte 
besvarelse.  Spørgsmålet var 
Er 
1
1
a a
b b



? Her var der svarmulighederne Ja, Nej og Kan ikke svare. 
Her mente 14, at dette var sandt!! Dette havde vi ikke forudsagt i vores egen besvarelse. Vi var her 
overbevist om, at eleverne burde være i stand til at se finten. Men problemet er, at de tror, at man bare 
kan fjerne -1 i tæller og -1 i nævner, og så står der jo 
a
b
tilbage.  
I spørgsmål 6 var der 10 forkerte, 12 korrekte og 2 delvist korrekte besvarelser på. Denne opgave havde vi 
på forhånd set som en problemopgave. Spøgsmålet var 
Hvad er 
a b
b a
  (Hvor hverken a eller b er 0) 
Den hyppigste besvarelse var selvfølgelig 0, som vi også havde forudset (0 syndromet) 
Når de ser denne type opgave, så tænker de følgende: a går ud med a og b går ud med b. Dette skal forstås 
helt bogstaveligt, altså så forsvinder a fuldstændigt, og det samme gør b. Der var en ret interessant 
besvarelse af opgaven, nemlig at løsningen var 
2
2
a
b
. Denne løsning kigges der nærmere på i interviewdelen  
I spørgsmål 10 drilles eleven igen med samme problemstilling. Her var der 8 forkerte besvarelser. 
Hvad er 
3 2
32
 ?  
De samme personer, som også lavede fejl i spørgsmål 6, laver selvfølgelig også fejl her. Der er dog nogle, 
som bliver meget forvirret af kvadratrodstegnet, som om det er et tegn, de aldrig har set før. Men igen 
snakker vi om 0 syndromet, hos mange elever. 
 
Del 1, side 21 af 128 
 
Udvælgelsen 
Ud fra tabellen nedenfor, er der udvalgt fire personer, markeret med fed/kursiv og understreget. Det er 
vigtigt at pointere, at de fire udvalgte elever ikke nødvendigvis er dem, som har scoret dårligt overordnet 
set. Der er i udvælgelsen kun fokuseret på, hvordan de fire elever har klaret sig i forhold til spørgsmålene, 
som vi har valgt at lægge fokus på.  
Detektionstest i 2. b på Hillerød 
HTX Studieretning:  Bioteknologi 
       
                    Navn Køn 6 10 12 15d 19 23 32 44a 53 54 55 56 57 
     
 
M r r r r R r d F r r d r r 
     E K f d f f F f f F r f d f i 
 
9 stk af valgte sp 
 
M f f f r R r d D f f R f d 
 
6 stk af valgte sp 
T K f f f f R r d I r f d f i 
 
6 stk af valgte sp 
 
K f f f r F r d I i i I I i 
 
4 stk af valgte sp 
 
K d d f f R r d D f r d f f 
 
5 stk af valgte sp 
 
M r i i f F f i I r d d f i 
     
 
M r r f r R r d R f d d r i 
     
 
M r r r r F r d R r r d r r 
     
 
M r r f r R r i i r r d f i 
     
 
K r f f r R r i r r r d r i 
     
 
M f i f f R r i r r r d f i 
     
 
K r r f f R f i r r r d f f 
     
 
K r r f r R f i r f r d r i 
     
 
M f f f r R r f f i i i I i 
 
5 stk af valgte sp 
C M f f f f F r d r r r d f i 
 
7 stk af valgte sp 
 
K f r f r R r i r r d d f i 
     
 
M r r r r R r r f r r d r r 
     
 
K r r f r R r r i f r d r d 
     
 
K r r f r F r d f f r d f d 
     
 
M d i f f R r d i r f d f i 
     
 
K f f f i F f f r r f i r i 
 
6 stk af valgte sp 
L M f f f f R r d d f r d f f 
 
7 stk af valgte sp 
 
K r r f f R r d d r r d f f 
     
                    Fejl 
 
0 10 8 20 10 7 5 3 5 7 5 0 14 
     delvist 
 
2 2 0 0 0 0 12 4 0 3 20 0 3 
     Ikke besvaret 0 3 1 1 0 0 7 6 2 2 3 2 14 
     korrekt 
 
12 11 3 13 17 19 2 9 15 14 1 8 3 
                         
Udvælgelsen af elever til interview  
 
Egedal Gymnasium og HF 
Jeg har brugt min 2.g klasse, som går på studieretning med Matematik A, Fysik, B og Kemi B. Valget faldt på 
dem udelukkende af praktiske årsager, da det er den eneste matematikklasse, jeg har. Klassens niveau er 
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for de flestes ikke højt, men heller ikke rigtig dårligt. De fleste i den dårlige ende er, efter min vurdering, 
hovedsageligt endt der, fordi de er dovne. Derfor havde jeg forventninger om, at et par enkelte elever ville 
være oplagte. Den ene, en dreng, elev nr. 15, som har meget svært ved at acceptere, at han ikke er god til 
matematik. Han misforstår det meste på måder, der ofte ikke er til at gennemskue, men kæmper alt hvad 
han kan for at blive bedre. Den anden, også en dreng, elev nr. 8, som ud over at være doven, er så fagligt 
svag, at han nærmest ikke kan noget. 
Detektionstesten 
Op til testen fik de forklaret, hvad den skulle bruges til, at den ikke var en normal test, som skulle bruges til 
deres karakterer, og at jeg gerne ville have de svarede alt det, de kunne. De fik at vide, at det ikke gjaldt om 
at få flest mulige points, så gæt, hvis det virkelig var rene gæt, var ikke nødvendige.  
De fik op til 90 minutter til detektionstesten. De først stykker gik efter godt 30 minutter, de dygtige men 
ikke så flittige drenge, de fleste efter omkring 45-60 minutter, mens enkelte, dygtige drenge og piger brugte 
alle 90 minutter.  
Eleverne klarede opgaverne meget forskelligt. Mange svarede ikke på en stor del af spørgsmålene, mens 
nogle havde de fleste rigtige eller delvist rigtige. Antallet af rigtige opgaver (her ikke medtalt delvist rigtige, 
f.eks. hvor de udregner rigtigt, men ikke reducerer) varierer fra 23 til 62 ud af 71 mulige. Antallet af rigtige, 
forkerte og ikke besvarede opgaver kan ses for hver enkelt elev på figuren nedenfor. 
 
Figuren viser for hver enkelt elev, hvor mange rigtige, forkerte og ikke svarede opgaver eleven havde. Delvist rigtige svar er ikke 
medtaget her.  
Eleven med kun 23 rigtige var elev nr. 8, som jeg havde forventet ville klare sig dårligt. Det gjorde han også, 
han var den eneste i klassen, der fik under 31 rigtige. 
Nogle få opgaver, som opgave 50 og 51, løste alle elever uden problemer, mens nogle opgaver gav næsten 
alle elever problemer, som opgave 32 og 33b, se figuren nedenfor. Som Jacobs elever havde mange af mine 
0
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elever svært ved opgave 12, 
/c d
c
= , hvor de fleste, der svarer, også reducerer c’erne ud og ender tilbage 
med d. I modsætning til Jacobs elever optrådte 0 syndromet dog stort set ikke hos mine elever.  
 
Figuren viser hver enkelt opgaves fordeling, hvor mange der hhv. har svaret rigtigt (blå), forkert (rød) eller ikke svaret (grøn). 
Som før er delvist rigtige svar ikke medtaget. 
Udvælgelsen 
Da vi har valgt at se på nogle udvalgte opgaver, 6, 10, 12, 15c, 15d, 19, 23, 32, 43a, 43b, 44a, 44b, samt 53-
57, har jeg også set på, hvordan eleverne klarede de specifikke opgaver. Her udvalgte jeg de elever med 
færrest rigtige eller flest forkerte, og endte med eleverne i nedenstående tabel.  
Elev 
nr. 6 10 12 15c 15d 19 23 32 44a 44b 53 54 55 56 57 r f i d 
4 f i i r r f r d f r f d r f f 5 6 2 2 
5 i i i r r i r f d r r i f i i 5 2 7 1 
8 d d f d i f r i i i r r f f f 3 5 4 3 
10 i i i r f i r i d r r d f r i 5 2 6 2 
15 d f f r r f r f d f r f f f f 4 9 0 2 
17 f i i r f f f i i i f d r r d 3 5 5 2 
18 i i i r f f r i i r r d f f i 4 4 6 1 
19 i i i r f f r i d r i d r f f 4 4 5 2 
20 i i f r r f r i i r i d f f i 4 4 6 1 
29 d i i i i f f i i f r r f f i 2 5 7 1 
Tabellen viser udvalgte elevers svar på vores udvalgte spørgsmål. Til højre er talt sammen, hvor mange rigtige (r), forkerte (f), 
delvist rigtige (d) og ikke besvarede (i) opgaver eleverne har. 
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Af disse elever udvalgte jeg flere som jeg gerne ville interviewe. Det var dog ikke alle der havde lyst til at 
deltage, hvilket vil blive beskrevet senere, i afsnittet om diagnosefasen. 
Helsingør Gymnasium   
Jeg har to klasser i matematik, begge på A-niveau - en 2. g, som jeg har overtaget efter en kollega, og en 1. 
g, som jeg har haft fra starten. Da min klasse i 2. g endnu ikke har vænnet sig til mine særheder, besluttede 
jeg at arbejde i 1. g-klassen, som går i en studieretning med matematik A, fysik B og kemi B. 
Detektionstesten 
Klassen fik i et modul på halvanden time tid til at besvare detektionstest 1. Forinden fik klassen oplyst 
baggrunden for og forventningerne til deres besvarelser- i. e. at deres svar skulle være en del af et større 
forskningsprojekt foruden mit arbejde i forbindelse med uddannelsen til matematikvejleder, hvorfor det 
var af stor vigtighed, at eleverne svarede efter deres bedste evne, og at de, hvis de ikke mente, at de var i 
stand til at svare med argumentation, helt skulle undlade at svare. Spørgsmålet om testeresultatets 
påvirkning af deres karakter kom også op, og jeg lod eleverne vide, at der ikke var nogen sammenhæng. 
Senere viste dét sig at være en fejl, da flere elever ikke havde ydet deres bedste men blot hastede igennem 
testen, så de kunne komme til pause. Det vil jeg bestemt gøre anderledes næste gang . 
Optællingen af resultaterne fra detektionstesten ses i bilag C11, hvor dels vurderingen af samtlige 
besvarelser kan ses tillige med optællingen af resultaterne for hver opgave. Det er tydeligt, at eleverne har 
store problemer i relation til en del områder i matematikken: Fortegn og tal (opgaverne 7 og 49), 
procentregning (opgave 9), brøker (opgaverne 12, 42, 44, 56 og 57), algebra (opgave 15d), ligninger 
(opgaverne 18, 19, 20, 32, 34, 37) og funktioner (opgaverne 23, 2 45, 46 og 47). Også i opgave 44b, som 
omhandler omkredsen af et rektangel, falder et flertal af eleverne igennem – det vil jeg tillægge det 
forhold, at der optræder en brøk i opgaven. Bemærk også, at klassen endnu ikke havde arbejdet med 
funktioner på det tidspunkt, hvor detektionstesten blev stillet, hvorfor dette område ikke vil blive inddraget 
i det følgende. Endelig bemærkes det, at der jo i forbindelse med for eksempel løsning af ligninger ofte skal 
anvendes regler fra algebraen, ligesom ligningerne kan indeholde brøker, hvorfor vi altså arbejder videre 
med algebra og brøker. 
På bilag C12 kan optællingen for hver elev ses. På dette bilag er der anvendt en farveskala på resultatet, så 
det lettere kan ses, hvad status for den enkelte elev er, idet en rød farve betyder, at vedkommende ligger i 
den ”tunge” ende, og en grøn farve betyder, at eleven ligge i den ”pæne” ende af de respektive kolonner.  
Gruppen har jo særlig fokus på algebra og brøker, og optælling blandt de dertil relaterede opgaver ses i 
bilag C13 med en farvekodning i stil med den på bilag C12 anvendte. I tabellen nedenfor er fejlprocenterne 
for hele detektionstesten og algebraopgaverne vist. 
Fejlprocent/Elevnr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
Hele testen 49 56 52 25 45 42 21 25 51 45 34 30 39 54 27 48 51 35 25 24 42 21 41 30 24 
Algebraopgaver 54 62 69 31 69 77 46 38 77 54 31 54 31 77 15 62 62 38 31 46 54 0 54 46 15 
 
Det er tydeligt, at eleverne generelt har store problemer med algebraopgaverne, idet 20 elever (angivet 
med rødt ovenfor) ud af de 25 elever har en højere fejlprocent i de algebra- og brøkrelaterede opgaver, end 
de har i hele detektionstesten. De 5 elever (angivet med grønt ovenfor), der har en lavere fejlprocent i 
 
Del 1, side 25 af 128 
 
algebraopgaverne, er de stærke elever i klassen, som jo typisk ikke har problemer med algebra og brøker. 
Der er således god grund til at se nærmere på algebra og brøker i det følgende arbejde.  
Udvælgelsen 
På baggrund af resultaterne fra detektionstesten blev de fire elever, der havde sværest ved at løse de 
algebrarelaterede opgaver således identificeret og inviteret til at deltage i et samarbejde med det formål, 
at dele af deres matematikvanskeligheder skulle klarlægges og om muligt reduceres eller fjernes helt. De 
tre ville gerne deltage, og de er efterfølgende blevet interviewet. Jeg undlod at finde en elev til erstatning 
for den elev, der ikke havde lyst til at deltage, da jeg vurderede, at de øvrige elever enten ikke havde meget 
store problemer med algebraen, eller også udviste de ikke interesse for at lære det. 
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Diagnosefasen 
På basis af detektionstesten og de interviews, som vi efterfølgende har gennemført for at kunne søge en 
nærmere forklaring på, hvorfor eleverne havde svaret, som de gjorde, har vi udarbejdet en eller flere 
opfølgende tests, som alle er udviklet med henblik på, at vi skulle kunne identificere den enkeltes elevs 
problemer - altså at vi kunne stille en diagnose. I dette arbejde er det vigtigt, at vi på forhånd overvejer, 
hvilke besvarelser eleverne vil komme med, således at en opfyldt forventning kan være en indikation af, at 
vores diagnose er korrekt. De enkelte forventninger vil fremgå af det anvendte materiale. 
Gruppen har haft fokus på algebra og brøker, idet dette erfaringsmæssigt er to tilbagevendende problemer 
i stort set enhver klasse. Under selve diagnosefasen blev det endelige valg, for så vidt angår emne, truffet - 
valget faldt på brøker. 
Hillerød HTX 
Interviews 
De fire elever, som blev udvalgt ud fra detektionstesten, var alle sammen parate til at få ekstra hjælp. Der 
var ingen tvivl hos dem, heller ikke da jeg sagde, at de også skulle videofilmes og bruges i en rapport. Dette 
var ellers min første store problemstilling. Hvordan kan man spørge en elev, om vedkommende har lyst til 
fuldstændig at blotte sig foran både læreren og et kamera?  
Der blev aftalt en dag, hvor hver elev havde 30 minutter til på en tavle at gennemgå nogle af de opgaver, 
som vi har fokuseret på. Alt er blevet filmet og i det følgende vises billedeuddrag fra videoerne. 
Der dukkede desværre kun tre op og ikke fire som planlagt.   
Interview med L 
L siger ikke så meget i timerne, men hans afleveringer er nogenlunde fornuftige. Det virker som om, at han 
har nogenlunde styr på tingene. 
 
På ovenstående figur til venstre, gennemgås opgave 6, hvor jeg har fat på eleven, som mener, at løsningen 
er 
2
2
a
b
.  Det tog mig lidt tid at forstå, hvordan han kunne komme frem til denne løsning. Men det gik op for 
mig, at han godt kunne huske sine regler, han brugte dem bare forkert. Det ses her at han tror, at der skal 
gange over kors, når han forsøger sig med indsættelse af tal. Denne måde at gange på, må han have fra 
reglen 
a c
a d b c
b d
     . Han har dog glemt, at dette ikke gælder i dette tilfælde, og han ender også 
med at være stensikker på, at taleksemplet giver 9/49. Selv efter gentagne forsøg kan han ikke se ideen 
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med dette, og han ender til sidst ud i en helt ny problemstilling, se figur til højre, nemlig 0-syndromet. Han 
gentager flere gange, at når man forkorter ud, så forsvinder tallene (bogstaverne i dette tilfælde), og så står 
der ingenting tilbage. 
 
På ovenstående figur til venstre ses problemstillingen med brøkregnereglen, brøk delt med et tal. 
Forsøgsperson L er overbevist om, at løsningen er d, da der må gælde samme regel som forrige opgave 
med, at alt bliver forkortet ud. Men han er dog alligevel i tvivl, for han syntes, at det ser underligt ud med 
en brøk og et tal i nævner, så han visker løsningen d ud og går i gang med at sætte tal ind, og så sker der 
pludselig noget, som får ham til at indse, at d ikke er løsningen. Han forsøger sig først med nogle meget 
mærkelige brøker, så jeg leder ham lidt over til de tal, han her har stående. Han kan pludselig godt forholde 
sig til 6/4, som, han hurtigt siger, er det samme som 1,5, og dette kan han igen hurtigt omsætte til 0,25, når 
man deler med 6. Han skal bruge en del tænketid for at skrive dette som en brøk, men herfra går det ned af 
bakke, for han kan ikke på nogen måde relatere de 0,25 eller ¼ til den oprindelige problemstilling. 
På figuren til højre, vises forkortningsopgaven med a og b. Han mener, at påstanden er sand, grundet at der 
stadig må gælde, at hvis der står det samme i tæller og nævner, så forkortes det ud. Han giver mig 
begrundelsen ud fra indsættelse af tal. For som man kan se så skal -1 gå ud med -1. Jeg prøver at spørge lidt 
ind til, om dette altid gælder, lige meget om der står plus, minus eller gange. Dertil giver jeg ham en ekstra 
opgave, som skal forkortes, hvor der står 
5 3
4 3


. Her svarer han underligt nok korrekt altså 5/4 og sætter 
tydelige streger over de to 3-tal. Dernæst beder jeg ham om at indsætte 2 på a’s plads, mens b stadig er 5, 
og så beder jeg ham om at regne tæller ud og nævner ud, uden at forkorte. Dette gøres også med hans eget 
tilpassede eksempel. Nu står der 
2
4
 og 
1
4
på tavlen, og jeg spørger til, om disse to brøker er ens. Det mener 
han dog ikke, at de er, og siger efter lidt tænketid, at man så nok ikke kan forkorte ud, når det er plus eller 
minus. Det giver jeg ham ret i, men han kommer ikke med nogen videre forklaring på, hvordan han så vil 
løse opgaven færdigt. 
Interview med E 
E er en pige, der gerne vil markere sig i timerne. Det går oftest godt, når hun siger noget, og hun virker til at 
have godt styr på tingene.  
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Den første opgave, jeg stiller hende på tavlen, er denne (ovenstående figur). Normalt ville jeg have troet, at 
hun hurtigt var i stand til at se løsningen. Præcist som den første testperson L, så går hun i gang med at 
gange på kryds, dog på en lidt anden måde end før, hvor løsningen blev 
2
2
a
b
. Jeg må også her antage, at det 
igen er fejltolkning af den samme regel, som første person gør brug af. Det lykkedes hende ikke på egen 
hånd at komme videre i denne opgave, da hun ikke kan se, at andet må gælde.    
 
Ligesom 19 andre i klassen kunne hun heller ikke svare korrekt på spørgsmålet fra ovenstående figur. 
Samme argumentation som vi har hørt mange gange før. Når c står både i tæller og nævner, så kan man 
forkorte den ud (mærkeligt at hun ikke vidste dette i sidste opgave?). Det er jo heller ikke forkert, men hun 
ved bare ikke hvad der bliver af stakkels d, så derfor er løsningen d.  
Jeg forsøger først at blive i terminologien med bogstaverne, men det fører intet godt af sig, se ovenstående 
figur til venstre. Hun er i fuld gang med at prøve at gange over kors og roder sig ud i store problemer, for 
det ligner ikke noget, som hun plejer at regne ud, siger hun. Jeg bliver nødt til at stoppe hende her, inden 
det løber løbsk, så jeg prøver i stedet at hjælpe hende lidt ved at give nogle talværdier (figur til højre). Her 
har hun ingen problemer og får hurtigt regnet taleksemplet ud til 1/4. Efter meget tænketid skriver hun selv 
op at der så må gælde, at det giver 1/d og ikke bare d. Hun virker dog ikke helt sikker, nærmest mere sådan, 
nå ja ok så må det jo være sådan. Det er derfor svært at sige, om der egentlig her har været opstået en 
kognitiv konflikt Tall & Vinner (1981), som har fjernet hende fra et forkert begrebsbillede til det korrekte. 
Interview med T 
T er en meget stille pige som aldrig siger noget i timerne. Hendes afleveringer er meget ringe, og generelt 
virker HTX ikke som det rigtige valg for hende. Hun var dog den person, som virkede mest positivt stemt, da 
hun blev spurgt, om hun ville deltage i dette eksperiment.  
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Det er igen de samme opgaver, jeg fokusere på, som de forrige testpersoner. 
Når hun får præsenteret regnestykket, skynder hun sig at skrive d som løsning. Dette kommer jo ikke bag 
på mig. Jeg prøver igen som før at give nogle tal til indsættelse, og dette viser sig igen at være en god 
beslutning. Hun kan derefter meget hurtigt skrive tallene op, og kommer hurtigt frem til at løsningen må 
være 1/d i stedet for. Jeg var efter mit interview med hende 100 % sikker på, at hun havde oplevet en 
kognitiv konflikt. Hun virkede på ingen måde tøvende, da hun havde lavet taleksemplet. Hun sagde præcist, 
”Jamen, så kan jeg jo se, at det, jeg først har skrevet, er forkert”, hvorefter hun bagefter skriver den 
korrekte løsning. Det skal senere vise sig, om hun så har forstået dette. Ovenstående figur til højre viser 
igen 0 syndromet. Igen bruges korrekt argumentation, men med en forkert udførelse. Hun udvælger dog 
selv et taleksempel, som hun gennemfører korrekt, men relationen til opgaven forstås ikke her på samme 
måde som før. 
Overvejelser vedr. interviewdelen 
Jeg havde på forhånd gjort mig mange tanker om, hvordan jeg skulle argere i denne situation, men man kan 
ikke forberede sig på alt. Jeg tænker derfor, om jeg måske er kommet til at give elevene for mange 
ledetråde, idet jeg jo godt ved, at min rolle her ikke er at hjælpe dem, men at afdække hvad problemet 
reelt er. Jeg syntes, det var svært ikke at hjælpe lidt. Den hjælp, jeg nok forkert har givet dem, var, at de 
skulle prøve at relatere til taleksempler. Dette har to af dem kunne bruge som hjælp. Det videre forløb vil 
vise, om min hjælp har været i en sådan grad, at det har ødelagt mit arbejde. 
Opfølgende test 
Hvis man kigger på de fælles problemstillinger, som de tre elever har haft svært ved, så er det tydeligt at 
brøkregneregler og 0 syndromet klart er ting, der skal kigges mere på. Ingen af eleverne viste fra start en 
klar demonstration af disse. Det er også tydeligt, at en brøk med sum af tal volder dem store problemer. De 
har lært, at man kan forkorte tingene ud hvis der står det samme i tæller og nævner. Dette er i princippet 
ikke helt forkert. Problemet er bare, at de tror, at det altid kan lade sig gøre også med plus og minus. De 
nævnte problemstillinger vil derfor være oplagte at teste mere på. Det ville ligeledes være interessant at 
teste lidt mere på ligningsbegrebet, hvor de kan støde på brøker, som de skal isolere. Af forskellige 
ligningstyper menes, konkrete aritmetiske, abstrakt aritmetiske og ikke aritmetiske ligninger. Disse 
ligningstyper står beskrevet i Joelle Vlassis (2002), hvor også den balancerede model er beskrevet.  
En af grundene til at bruge ligninger med brøker er for at se, om det er de forskellige ligningstyper, som er 
problemet, eller om det er brøkerne der er problemet. Man kunne også håbe, at eleverne ved at løse 
ligninger med tal kunne opnå en vis forståelse og igennem ligningsløsningen direkte se brøkregnereglerne.  
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I bilag A12 ses testen og i bilag A13 vises besvarelse af, hvordan jeg tror eleverne vil svare. I bilag A14 vises 
sammenhængen mellem opgaverne og de kompetencer, de er delt op i. 
Nedenstående tabel beskriver elevernes besvarelser i de forskellige opgavetyper, som der er lagt fokus på i 
den opfølgende test. 
Navn Køn Brøk delt med tal 
   
Tal delt med brøk 
  
Gange med brøker 
      
  
1 15 19 28 
 
Sum 
  
3 11 23 29 
 
sum 
 
4 7 9 10 14 16 20 25 
 
Sum 
 
                               E k f,  f,  r,  r 2 
   
r,  f,  f,  f 
 
3 
  
i, r, r, n, r, r, r, d 
  
3 
  C m f,  f,  f,  r 3 
   
r,  r,  r,  r 
 
0 
  
f, f, d, d, f, f, r, f 
  
5 
  T k f,  f,  f,  n 3 
   
n, f,  r,  f   
 
2 
  
n, r, r, n, f, f, r, f    
  
3 
  L m f,  f,  f,  n 3 
   
f,  r,  r,  r 
 
1 
  
f, r, r, n, r, f, f, r 
  
3 
  
                               
                               
  
Aritmisk med og uden brøk 
ikke Aritmisk med og uden 
brøk abstrakt Aritmisk med og uden brøk 
  
2 8 12 17 22 
 
Sum 
 
5 18 21 27 
 
sum 
 
6 13 24 26 30 
  
Sum 
   
                               E k r,  f,  r,  r, r 
 
1 
  
f,  f,  f,  f 
 
4 
  
r, d, f, f, r 2 
    C m r,  d,  d,  f, f 
 
2 
  
f,  r,  i,  d 
 
1 
  
r, f, d, d, r 1 
    T k r,  r,  r, r, r 
 
0 
  
r, r,  f,  n   
 
1 
  
f, f, r, r, r 2 
    L m r,  r,  r,  f, f 
 
2 
  
r,  r,  r,  r 
 
0 
  
r, r, r, d, f 1 
    Antallet af forkerte svar fra de fire testpersoner, som funktion af opgavetype.  
Som det ses af navnene, så er der igen fire personer. C har valgt at være med alligevel, selvom han ikke 
deltog i interviewdelen. Det er meget forskelligt, hvor elevernes svagheder/styrker ligger her. C har let ved 
tal delt med brøk, men fejler, når han skal gange med brøker og med 0 syndromet. T kan ikke lide brøk delt 
med tal, men kommer nogenlunde igennem de andre dele. 
Fælles må man konstatere, at der, hvor de største problemer har været, er ved  
 Brøk delt med tal 
 Tal delt med brøk.  
 Gange med brøker herunder 0 syndromet 
Man kan ikke ud fra ovenstående konkludere, om de har lettere/sværere ved brøkerne, når der er tale om 
ligningsløsning. Ingen af de tre ligningstyper kommer ud med en større fejlprocent, hvis man kigger 
overordnet set.  Hvis man skal se positivt på dette, kan man måske sige, at det ikke er brøken, der gør 
ligningen svær, men at det er ligningsløsning i sig selv, som er den svære del. Hvis man kigger i bilag A13, så 
er eleverne blevet tillagt større vanskeligheder med denne opgavetype, end hvad man kan se ud fra testens 
resultater. Dette er selvfølgelig positiv at tage med sig videre.  
Hvis man skal analysere lidt på de tre svære dele, så kommer det ikke som et chok, at problemet ligger her. 
Det er jo blevet konstateret i både detektionsfasen og i interviewdelen, og det er også forudsagt i bilag A13. 
Her er der bare blevet zoomet mere ned på de enkelte dele således, at problemet vil træde ekstra frem. 
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Det er værd at bemærke, at opgave 1, som lyder 
/c d
c
  , er den samme opgave, som også optræder i 
detektionstesten, og som også var den opgave, de skulle vise på tavlen ved interviewdelen.  Alle de fire 
deltagere har igen givet svaret d og ikke 1/d.  Der var specielt person T, som udviste en eller anden form for 
forståelse vedr. denne opgave i interviewdelen. Dette er nok blevet glemt igen. Det samme gør sig 
gældende ved opgave 15 som lyder 
/x a
x
  Her er problemstillingen identisk, og selvfølgelig skriver de 
også a som løsning.  Man kunne overveje, om det er fordi, at der står symboler i stedet for tal i brøkerne. 
Eleverne viste specielt ved interviewdelen, at det gav bedre mening for dem, når der stod tal. Man burde 
derfor kunne se en markant forskel i opgave 19 og 28, som hedder 
12 / 3
12
  og 
12 / 3
2
  I opgave 19 er der 
tre forkerte besvarelser, og i opgave 28 er der to, som skriver, at de ikke ved, hvordan denne skal løses. Så 
der er forskel, men den er ikke retvisende nok til at kunne sige, at problemet ligger i, at der står symboler 
og ikke tal.  
Ved tal delt med brøk, står det ikke lige så slemt til som før, men generelt så er der ca. to forkerte 
besvarelser ud af fire personer pr opgave. Dette er ikke just en stor succesrate. De tre første opgaver i 
denne del er rent symbolske, og den fjerde er med tal. Heller ikke her kan man se noget klart billede, om de 
har lettere ved at løse med eller uden tal. 
Ved gange med brøker er det specielt opgaverne 10 og 16, som hedder henholdsvis 
a c
b d
  og 
2 2
4 4
  , 
som skiller sig ud. I opgave 10 vælger tre at skrive, at de ikke ved, hvordan man løser denne type. Det er 
igen lidt interessant, idet to af dem til interviewdelen, godt vidste hvad det ville sige at gange kryds. Det der 
har forvirret dem er lighedstegnet. De har troet, at man skulle gange kryds, hvis der stod 
a c
b d
  i stedet for.  
Man har derfor prøvet at se, om ikke man kunne forkorte noget af det ud. Det har man ikke kunnet her, og 
så er det gået galt for dem. Derimod så har de to af dem en fælles løsningsskabelon til opgave 16, som 
består i, at man her må gange kryds. Løsningen bliver henholdsvis 8+8=16 eller 8/8. Det er sjovt, at de 
direkte har byttet om på disse metoder, som det ses her i de to forskellige opgaver.  
Det før omtalte 0-syndrom, som flittigt testes her i opgaverne 7, 14 og 20, viser ikke samme tendens som 
før. Faktisk så har flere af eleverne det meste korrekt, omhandlende disse. 
Sammenfatning i forhold til diagnosefasen 
Det interessante i denne del er at finde ud af, hvor skoen trykker mest hos eleverne. Det ses tydeligt i 
denne opfølgende test, at brøkregnereglerne i form af brøk med tal og tal med brøk er noget, som de ikke 
kan lide. Det viser også, at de gang på gang blander rundt i, om man må gange kryds eller ikke. Den viser 
også, at problemet med 0 syndromet ikke længere er til stede. Der vil derfor ikke længere blive fokuseret 
på dette. Der vil heller ikke blive fokuseret på ligningsløsning, idet der ikke var noget, der indikerede, at det 
gik galt i ligningen, kun fordi der var brøker. Ligningsløsning er i sig selv et helt begreb for sig selv, som man 
på et senere tidspunkt kan behandle mere omfattende. Det er også værd at bemærke, at det heller ikke 
kan konkluderes, at eleverne har sværere ved brøker, kun fordi de er præsenteret ved symboler i stedet for 
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med tal. En ting, man kan arbejde videre med, er følgende type brøker: 
1
1
a
b


. Det ses nemlig her gang på 
gang, at eleverne fjerner -1, hvilket der blev kigget på i interviewdelen. Dette er desværre ikke blevet nået 
at implementere.  
Egedal Gymnasium og HF 
Interviews 
Som jeg havde forudsagt inden detektionstesten, var to af de elever, der havde store problemer både 
generelt og med de udvalgte spørgsmål, elev nr. 8 og 15.  
Da jeg tilbød elev nr. 15 at være med i det videre forløb, blev han fornærmet. Han kunne slet ikke forstå, at 
han skulle være så dårlig, og mente, at det måtte være en fejl. Hvis jeg gav ham testen igen, ville han svare 
rigtigt på alle opgaverne. Dette forsvar har han brugt til samtlige prøver, han har været udsat for i 
matematik siden starten af 1.g, hvor alle har resulteret i karakterer mellem 00 og 4. Han har meget stort 
pres hjemmefra, og det, at skulle erkende, han var så dårlig, at han havde brug for ekstra matematik, er 
åbenbart for meget for ham. Han fortalte, at han nok skulle gå hjem og læse op på sine brøkregneregler, 
men ville ikke deltage. 
Da jeg tilbød elev nr. 8 at være med i det videre forløb, blev han meget glad. Testens resultat faldt sammen 
med 1. karaktergivning i 2.g, lige efter en matematikprøve, hvor han scorede 0 ud af 80 mulige points. Vi 
havde allerede snakket om, at han skulle have noget ekstra hjælp i matematik, og han sagde, han ville være 
meget motiveret for at lære noget mere. 
Elev nr. 17 og 29 ville begge gerne være med til efterfølgende ekstra undervisning, men ønskede ikke at 
deltage i interview. Jeg fandt senere ud af, at det skyldes sammenfald med karaktergivning, interviewet 
skulle ligge et par dage inden karaktergivningen, og de var begge meget bekymrede for, hvad det ville 
betyde for deres karakterer. 
Derfor blev det kun elev nr. 8, der blev udvalgt til interview. Hans krav til at deltage var, at jeg ikke måtte 
videofilme ham, kun hans stemme og det, han skrev. 
Interview med elev nr. 8 
Jeg gennemførte interviewet ved på forhånd at have skrevet nogle af opgaverne fra testen på et 
smartboard med rød skrift. Eleven skrev med grøn skrift, og hvis jeg skrev undervejs, skrev jeg med blå eller 
sort.  
Ved første opgave bad jeg ham forsøge at løse opgaven, mens han forklarede, hvad han havde gjort. Her 
viste det sig, at trods hans intentioner om at tage imod hjælp, så havde han meget svært ved det. Den 
første opgave ville han helst ikke løse, han svarede ”det ved jeg ikke”, og ”det kan jeg ikke finde ud af” flere 
gange, og det krævede en del overtalelse bare at få ham til at tage pennen i hånden og skrive noget på 
tavlen: 
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Han kunne tydeligvis godt huske, hvordan to brøker skulle ganges sammen, men havde ingen idé om, hvad 
man derefter kunne gøre. Selv med hints, om han ikke kunne reducere den, vidste han ikke, hvad han skulle 
stille op. Til sidst får han sagt, at a kan gå ud med a, og b med b, og så er der ikke noget tilbage. Jeg beder 
ham sætte nogle tal ind i stedet for a og b, han spørger til, om de bare skal være tilfældige og skriver: 
 
Her stopper jeg ham og forklarer ham, at a og b skal være det samme i tæller og nævner. Med en del hjælp 
får han rettet det, finder ud af at brøken giver ti tiendedele, som, han selv ved, er det samme som en. Jeg 
spørger til, hvad han så tror, der sker med det oprindelige udtryk, om det bare stadig helt forsvinder, eller 
hvad det giver, men det ved han ikke. 
I næste opgave kan han igen skrive på fælles brøkstreg, men derefter går han i stå: 
 
Han vil meget gerne regne tæller og nævner ud og mener ikke, man kan gøre mere, når de ikke lige kan 
udregnes. Jeg spørger til, om han mener, at tæller og nævner er ens eller forskellige, og han kan godt se, at 
de er ens. Men han kan stadig ikke se, hvad han kan bruge det til i opgaven. Efter meget hjælp, ledende 
spørgsmål og sammenligning med den tidligere opgave kommer han frem til at resultatet er 1. 
I de næste to opgaver bliver han mere og mere usikker:  
 
Han svarer d i den første men kan slet ikke forklare hvorfor, lægger pennen fra sig og træder flere meter 
væk fra tavlen. Derfor skrifter vi til næste opgave, hvor han heller ikke ved, hvad han skal sige. Han får sagt 
noget om, at hvis + var –, så ville det gælde, det forsøger jeg at skrive med blå, og så mener han, at det 
passer, men vil ikke forklare og beder selv, om vi ikke kan fortsætte til næste opgave. 
Den næste opgave svarer han ja til med det samme: 
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Som de andre kan han slet ikke forklare hvorfor. Jeg beder ham vælge et tal, og sætte ind i stedet for a, og 
han skriver med lidt hjælp: 
 
Da jeg spørger, om det så er sandt, svarer han ja. Da jeg spørger om 
3
4
 er det samme som   
5
6
  svarer han igen 
ja. 
Den sidste opgave er han allerede fra start helt opgivende overfor, og svarer ja uden at tænke: 
 
For at få noget brugbart ud af ham forsøger jeg at spørge til noget nyt i forhold til de andre spørgsmål, og 
spørger til, om det her gælder for alle a og b, eller om der er nogle værdier, de ikke kan være. Med hjælp og 
hints kommer han frem til, at tælleren ikke må være 0 i en brøk, og endnu mere hjælp, at det er nævneren, 
der ikke må være 0. Da jeg spørger til hvilke b-værdier, der så er et problem, er han helt blank. Med lidt 
hjælp ser han, at b ikke må være 0, og jeg skriver en ligning for den anden brøks nævner op (dette fordi jeg 
gerne ville ende med at han fik en succesoplevelse!). 
Om det er fordi, han har givet op på nuværende tidspunkt, eller hans evner inden for ligningsløsning er så 
ringe, ved jeg ikke, men selv denne ligning kan han ikke løse, men skriver:  
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Derefter gættede han på at 0 var løsning, og gav så helt op. Her valgte jeg at stoppe interviewet efter godt 
22 minutter. 
Min rolle som værende helt neutral udspørger blev meget vanskelig, da han ikke var til at drive hverken 
svar eller overvejelser ud af. Derfor valgte jeg bevist flere steder at lede ham, hjælpe ham og guide ham for 
bare at høre ham sige lidt. 
Opfølgende test 
Efter interview med elev nr. 8 synes jeg ikke selv, jeg var blevet meget klogere på hans specifikke 
matematikvanskeligheder, og jeg følte egentlig ikke, at jeg var kommet videre. Elev nr. 8’s 
matematikvanskeligheder virker ikke, som om de er så specifikke, men mere generelle. Det havde jeg ikke 
helt forventet inden, og jeg havde ikke forventet, at han ville være så svær at hive noget ud af. 
Jeg valgte derfor at arbejde videre med samme type opfølgende test, som Jacob brugte på Hillerød htx, dog 
rettet lidt til - se bilag B11. Eleverne, jeg valgte ud, var elev nr. 8, de to drenge, der ikke ville være med i den 
indledende runde interview, men havde fortrudt de ikke var med (elev nr. 17 og 29), og to drenge mere, 
begge fordi de selv ønskede det og lå i den svage ende af klassen (elev nr. 19 og 27). 
De fik al den tid, de ville, til at løse 30 opgaver, uden hjælpemidler eller snak med hinanden. 
Elev nr. 8 kunne løse førstegradsligninger og nogle få reduceringsopgaver med brøker, så længe tæller og 
nævner var tal der kunne udregnes. De andre fire fik 10, 11, 13 og 19 rigtige. 
Fælles var at lineære ligninger, både aritmetiske og ikke-aritmetiske blev løst, så længe der ikke var brøker 
med, f.eks. 8𝑥 = 2𝑥 + 3. Hvis brøker var til stede, f.eks. 
𝑥
2
= 4𝑥 + 7, kunne de ikke løse opgaverne. 
Brøker kan de regne med, så længe det er konkrete tal, der kan udregnes, f.eks. 
12/3
4
 , mens brøker, der ikke 
nemt kan reduceres i trin, hvor tæller eller nævner først kunne udregnes, kunne ikke løses, f.eks. 
5
5/3
. 
Desuden insisterede de alle fire på at kun at udregne 
𝑎
𝑎
⋅
𝑏
𝑏
=
𝑎𝑏
𝑏𝑎
   (eller 
𝑎𝑏
𝑎𝑏
), og ikke reducere videre. 
Sammenfatning i forhold til diagnosefasen 
Eleverne har tydeligvis problemer med brøkregning, når det bliver lidt avanceret. Specielt i tilfælde hvor 
man skal dividere tal med brøk, brøk med tal eller brøk med brøk. Derfor har jeg valgt at have det som 
fokus i interventionen. De har nok ikke, hvad man normalt ville kalde specifikke matematikvanskeligheder, 
de kan bare ikke finde ud af deres brøkregneregler. 
Helsingør Gymnasium 
Interviews 
De tre interviews foregik således, at der var forberedt et papir, hvorpå de førnævnte udvalgte opgaver fra 
detektionstesten og eleverne svar fremgik. Der var afsat plads på papiret til, at eleverne kunne skrive deres 
argumentation for det anførte svar ned i en samtale med undertegnede - se bilag C14 for et udfyldt 
eksemplar. Under denne proces optog et videokamera papiret og samtalen. Eleverne havde som 
forudsætning for at deltage, at optagelserne ikke blev set af andre end undertegnede. 
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I det følgende er gengivet et udvalg af de særlige pointer, som fremkom under interviewene, og som var 
baggrunden for udarbejdelsen af første opfølgende opgavesæt. Et fælles træk ved alle samtalerne var, at 
eleverne ikke altid kunne huske, hvordan de var kommet frem til deres resultater, hvilket bevirkede, at 
eleverne i nogle tilfælde kom frem til et andet resultat, som tilmed kunne være forkert, selvom deres 
oprindelige svar var korrekt. 
Interview med AS 
Der viste sig mange forskellige problematikker under interviewet med AS. Nedenstående billede er et 
eksempel på, at AS kommer frem til noget forkert, selvom hendes oprindelig svar på opgave 19 er korrekt. 
Det er tydeligt, at det er brøkerne, det er galt med, da der ikke forkortes korrekt, og da en division med 4 
som et led i omskrivningen fejlagtigt bliver angivet ved, at tælleren skal være 4. AS’ begrebsbillede i forhold 
til brøkerne er således ikke på plads. 
 
Et andet eksempel ses nedenfor, hvor AS skulle redegøre for, hvorfor hun fandt de to funktioner i opgave 
23 forskellige. AS kom dog under samtalen frem til, at funktionerne faktisk var ens, men hendes 
argumentation, som kan ses nedenfor (𝑥 ∙ 𝑥 − 𝑥 = 𝑥), var forkert. Her gælder altså, at AS ikke besidder 
symbol- og formalismekompetencen i så høj grad, at hun kan operere korrekt på den nævnte funktion – 
man kunne også sige, at hendes begrebsbillede langt fra er reificeret – det er næppe heller kondenseret, og 
hun er nærmere i internaliseringsfasen. 
 
Interviews med A 
I opgave 44 har A opstillet et forkert udtryk til bestemmelse af omkredsen af et rektangel, se nedenstående 
billede. Hendes udtryk er et produkt, som hun sætter lig med 0. Under samtalen sagde hun: ”Du plusser alle 
fire sider, altså s + s + en halv s + en halv s.” Jeg bad hende om at skrive en halv s ned, og hun kom frem til, 
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at 1 delt med s ikke var det samme som en halv s. Der kom ingen forklaring på, hvorfor produktet skulle 
være nul. Igen er det tydeligt, at der mangler en relationel eller strukturel forståelse i forhold til brøker. 
 
I opgave 56 forkorter A forkert, som det ses på billedet nedenfor. Det er tydeligt, at der er problemer med 
forståelsen af en brøk, og derfor hvad man kan tillade sig at gøre ved den. A’s begrebsbillede af brøker er 
ikke overensstemmende med brøkbegrebet i matematik.  
 
Interview med D 
I opgave 6 benytter D en forkert regel til at udregne produktet af to brøker, som det ses nedenfor til 
venstre. Han benytter samme regel på den tilsvarende brøk i opgave 10, som det ses på nedenstående 
billede til højre. Om reglen siger han: ”Jeg mener, at man kan gange over kors, når man har sådan en 
opgave.”. Dette er et eksempel på et begrebsbillede, der er så fasttømret, at det anvendes konsekvent og 
uden fejl i forhold til begrebsbilledet, der jo dog desværre er fejlbehæftet. 
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I opgave 19 flytter D først k over på den anden side af lighedstegnet - dette sker korrekt, men er nytteløst, 
da D siger, at han ikke rigtigt ved, hvordan han skal komme videre. Han trækker en streg for at begynde 
forfra og flytter så blot brøken, der oprindeligt er en faktor, til den anden side af lighedstegnet som et led. 
Han husker dog at skifte fortegn . Imidlertid ses igen, at begrebsbilledet i relation til brøker er forkert. 
 
Opgave 12 gik galt for alle tre - i opgaven skulle man reducere 
𝑐/𝑑
𝑐
. Alle eleverne havde besvaret opgaven 
med et ”d”, og for eksempel A’s svar på spørgsmålet, om hvordan hun var kommet frem til det, lød: 
”Ganske simpelt. c går ud med c, og så er d tilbage.”. 
Første opfølgende opgavesæt 
Det fremgår af ovenstående, at der ikke er konsensus mellem det matematiske begreb brøker og elevernes 
begrebsbillede i forhold til samme, hvorfor der blev udarbejdet et fåtal af opgaver (se bilag C15, hvori 
samtlige opfølgende opgavesæt og den afsluttende test befinder sig) med henblik på dels at afdække, om 
den forkerte forkortning af brøkerne var vedblivende, dels introducerede nogle kvadratsætninger, som 
gruppen også havde overvejet at arbejde med, og som korrekt udviklet ville give en brøk af samme type 
som førnævnte, og dels introducerede nogle ligninger, hvori der indgik brøker. Baggrunden for dette var, at 
vi endnu ikke havde lagt os fast på det område, som vi ville arbejde med.  
Det var tydeligt, at forventningerne til elevernes besvarelser, for så vidt angik forkortningen (endskønt der 
til tider blev forkortet forkert i en ny variation), holdt stik, og det viste sig endvidere, at eleverne i nogen 
grad havde annammet kvadratsætningerne, men det sås også tydeligt, at eleverne havde store 
vanskeligheder med håndteringen af brøker, men tilsyneladende kun eller mest, når der ikke var tale om 
ren talbehandling, se nedenfor. 
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Der blev også introduceret et lighedstegn, og besvarelserne var nærmest meningssløse, idet der både blev 
svaret ”Ja, man kan forkorte som vist” og ”x=1”, idet de to næste billeder viser svaret og de til grund for 
dette liggende beregninger. 
 
 
 
 
 
Det gik ikke helt som forventet med ligningerne, idet proportionen ikke blev løst af nogen af de tre, men til 
gengæld klarede A og AS de to andre ligninger. D faldt helt igennem, som det kan ses nedenfor. 
 
Det ser ud til, at en nævner i Ds verden lige så godt kan være en faktor - fascinerende sager. 
Man kan af As og AS’ besvarelser se, at behandling af brøker i form af tal, går noget bedre end forventet, se 
nedenfor. 
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Jeg vil dog vurdere, at der er tale om en ren instrumentel forståelse, idet ingen af de to jo besidder evnen til 
at operere på brøker med sikkerhed og i alle selv forholdsvis simple situationer. 
Andet opfølgende opgavesæt 
På denne baggrund blev det besluttet at undersøge, hvorvidt det er selve brøkbegrebet, der er misforstået. 
Forventningen var, at det ville være på plads, og derfor blev det også i dette tilfælde til relativt få opgaver, 
der til sammen tester indenfor områderne brøker som en del af et hele, punkt på en tallinje, decimaltal, 
forhold og operator som nævnt under teorigrundlag, se opgavesættet i bilag C15 - bemærk at opgaverne er 
vist grupperet efter type i bilaget, og at opgaverne blev blandet ved udlevering til eleverne uden 
information om hvilke områder inden for brøkbegrebet, der blev testet for. 
Resultatet af elevernes besvarelser af disse opgaver er, at eleverne har en klar opfattelse af en brøk som en 
del af et hele, men trods min forventning i forhold til tallinjen er det kun D, der jo ellers havde en noget 
alternativ opfattelse af, hvorledes man kan behandle brøker, der mestrer denne type opgaver, se 
eksempler fra A og AS nedenfor. 
 
 
 
Dette meget overraskende resultat fortæller bedre end noget, at elevernes begrebsbillede i forhold til 
brøker i bedste fald er ukomplet – de kan regne på simple opgaver, hvor de skal forlænge og addere to tal-
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brøker, men de ved ikke, om en given brøk er større end eller mindre end én! Begrebsbilledet er altså ikke 
på nogen måde reificeret i sin helhed. 
Det beslægtede område, der beskæftiger sig med sammenhængen mellem brøker og decimaltal, ser lidt 
bedre ud, men igen er det AS, der ikke har en klar og korrekt opfattelse af det, og det eneste spørgsmål i 
opgavesættet, der testede opfattelsen af en brøk som et forhold, var enten forkert eller ikke besvaret. 
Til gengæld var mit gæt på, hvordan det forholdt sig med at operere på brøker med små heltal delvis 
korrekt, hvor det dog denne gang mod min forventning var D, der gik mest galt i byen - fx anvendte D en 
fællesnævner i forbindelse med et produkt, som det kan ses nedenfor.  
 
Yderligere frembød en brøk divideret med et heltal problemer, så snart tallet ikke kunne overskues. Fx ved 
spørgsmålet om 
1
3
4
, som A fik 0,075. Adspurgt om argumentationen for dette, blev der repliceret: 
”¾ er 0,75, og 1/0,75 er 0,075.” 
Konklusionen på dette opfølgende opgavesæt er, at eleverne, medens de dog besidder en vis evne til at 
gennemføre simple operationer på brøker, har store konceptuelle problemer med brøkbegrebet. 
Tredje opfølgende opgavesæt 
Med ovenstående in mente er der god grund til nærmere at forsøge at afdække, hvordan det forholder sig 
med selve brøkbegrebet, og om hvorvidt de problemer, eleverne særligt har med at operere på brøker, der 
indeholder bogstaver, skyldes misopfattelsen i forhold til brøkbegrebet, eller om det mere ligger i 
algebraen. Således blev opfølgende opgavesæt nummer 3 udarbejdet med dette sigte - se bilag C15, hvor 
der som vanligt gælder, at eleverne fik opgaverne ugrupperet.  
Følgende ses af elevernes besvarelser: 
 De kan gange et heltal med en brøk uden problemer. 
 De kan gange brøk med brøk - dog ikke D, der konsekvent ”ganger over kors”. 
 De kan addere og subtrahere brøker - kun AS kommer, den første gang opgavetypen optræder, til 
at lægge tællere og nævnere sammen hver for sig, ellers ingen problemer. 
 De kan forlænge en brøk med et heltal, men når de skal forkorte forekommer nogle problemer, 
hvis tallet ikke går op, hvilket må tilskrives andre forhold end selve det at forkorte - altså nærmere 
det, at eleverne ikke kan håndtere en brøk, der indeholder en anden brøk. 
 Der er problemer med udregning af brøk, hvis tæller og nævner består af en sum af tal: Hvis tæller 
og nævner har samme værdi (0-syndromet dukker op for første gang hos AS), samt hvis nævneren 
som i opgaven om (8+1)/(3+3/2) ikke umiddelbart kan adderes til ét tal (alle har dette problem).  
 Hvis brøkerne indeholder brøker, er der store problemer: Alle falder nærmest igennem her, så 
snart tallene uoverskuelige for eleverne., og hvis brøkerne indeholder bogstaver forholder det sig 
endnu værre, idet eleverne i de fleste tilfælde springer opgaverne helt over.  
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 De ligninger, der indgik i dette opfølgende opgavesæt, har eleverne klaret rimeligt pænt: De 
aritmetiske ligninger klares sikkert uden problemer, og det er først når der er flere led, og der skal 
divideres, at det går galt.  
 Kontrolspørgsmålene i forhold til at reducere brøker, hvor der er to led i såvel tæller som nævner, 
og hvor x optræder i et af leddene i både tæller og nævner, viste en overraskende udvikling: D, som 
hidtil har klaret opgaver af typen 
Er 
4∙𝑥−2
4∙𝑥−4
=
1
2
 ?, 
korrekt, falder nu igennem i samtlige opgaver i denne kategori. Formodningen er, at den her valgte 
formulering 
Reducer 
4∙𝑥−2
4∙𝑥−4
 
ikke giver D anledning til at vurdere udsagnet og formodentlig gennemføre en inspektion, og så går 
det galt. Egentlig passer dette også bedre med de øvrige resultater, som D fremviser. 
 Den sidste gruppe opgaver med omskrivning fra brøk til decimaltal var et forsøg på at verificere de 
ret overraskende resultater fra forrige opgavesæt, og det viste sig at holde stik, idet D klarede sig 
fint, A nogenlunde og AS slet ikke. 
Sammenfatning i forhold til diagnosefasen 
I relation til opgaven med at stille en diagnose er det klart, at der i den grad er tale om komorbiditet , 
hvorfor der må vælges et område ud.  
Det er dog ikke muligt på basis af besvarelserne af de opfølgende opgavesæt at sige noget om, hvorvidt det 
er algebraen som selvstændigt begreb eller brøkbegrebet, der er det primære problem, idet eleverne godt 
kan håndtere simple ligninger både med og uden brøker, såvel som de kan gennemføre enkle 
manipulationer på en brøk, men det er tydeligt, at kompleksiteten og fejlagtige opfattelser af regler med 
videre spiller ind. Det mest grundliggende problem synes dog at være brøkbegrebet, som vores 
problemformulering derfor kom til at omhandle. 
Rent arbejdsmæssigt: Efter at de første erfaringer nu er gjort, tænker jeg, at der skal arbejdes noget 
anderledes fremover. Det har været svært og tidskrævende at forsøge at tage sig af tre elever på én gang i 
det håb at finde en fælles problematik, der kan arbejdes med, hvilket i mit tilfælde har medført, at eleverne 
har fået flere opgaver end oprindeligt planlagt, og det har haft en negativ indvirkning på eleverne, der har 
udtalt, at de har følt sig flove i forhold til de mange opgaver, som de ikke kunne magte. Det skal selvfølgelig 
laves om. Et andet (men måske sammenhængende med ovenstående) problem er, at D har trukket sig, så 
jeg har inviteret to andre elever med i interventionen, da vi i gruppen har valgt at arbejde med en CL-
struktur, hvor der skal være fire elever i en gruppe.  
I forhold til brugen af video er det klart, at man under interviewet ser nogle ting, som man ikke kan se af 
den besvarelse, som en elev udarbejder under løsningen af en given opgave, og som man kan have fordel af 
at kunne gense, så interviewet er helt sikkert en fornuftig arbejdsform, men det er ærgerligt, at nogle 
elever siger fra, fordi de ikke vil filmes. Jeg bør nok arbejde på at dokumentere interviewene anderledes 
fremover. 
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Interventionsfasen 
I dette afsnit præsenteres de interventioner, som vi har gennemført på de enkelte gymnasier i henhold til 
det beskrevne i teoriafsnittet. 
Den praktiske gennemførelse af CL-forløbet 
Når vi i vores intervention skal lave en gruppe med fire elever, kan vi ikke regne med, at fordelingen af 
eleverne er som beskrevet i afsnittet Hvad er CL under Teorigrundlag. Eleverne er netop udvalgt, fordi de i 
bund og grund har de samme problemer vedrørende en problemstilling. Man må derfor nok fra start 
antage, at fordelingen gør, at eleverne ikke får det fulde udbytte af CL- strukturen, men det er stadig 
interessant at se, hvordan de hjælper hinanden i gruppefaserne, idet de er tvunget til at snakke med 
hinanden. Der vil altså uanset hvad komme en dialog i gang, og uanset hvilket niveau de er på, kan de ikke 
undgå på en eller anden måde at blive skubbet ud af deres komfortzone.       
Selve begrebet CL er et meget bredt begreb og for at gøre det mere konkret, er der lavet et hav af 
forskellige strukturer. Vi har derfor valgt at benytte os af en struktur som hedder Tænk-Par-Del.  
Det er vigtigt at have styr på de helt generelle ting, inden man starter på denne struktur. Med dette menes, 
at det meget nøje skal tilrettelægges, hvor meget tid der skal bruges i de enkelte faser, og det er desuden 
vigtigt at kende sin rolle, når nu strukturen bruges. Meningen med CL er ikke, at læreren hele tiden skal 
assistere eleven, men at de bruger hinanden og dermed bruger Vygotskys og Wengers læringssyn med, at 
man lærer bedst i praksisfællesskaber.  
Forklaring og overvejelserne vedrørende faserne 
To stykker papir gives til hver elev. Et papir med opgaver og et tomt stykke papir. 
 I første fase af strukturen er elevenerne på egen hånd med opgaverne, og de placeres i hvert sit 
hjørne af klasserummet, illustreret ved 1, 2, 3 og 4 på nedenstående figur, så de ikke kan snakke 
eller på nogen måde forstyre hinanden. Der skal være afsat den nødvendige mængde tid til at løse 
de udleverede opgaver i denne fase, hvor læreren ikke må hjælpe eleven. 
Når denne del er færdig, skal eleven have et færdigt produkt, som er et stykke papir, hvor svarene 
på opgaverne er skrevet ned. Dette papir tages med til næste fase.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 I anden fase mødes 1+2 ved et bord og 3+4 ved et andet bord, igen adskilt, så ikke de kan høre 
hinandens snak. Tomandsgrupperne snakker herefter om opgaverne og bliver enige om eventuelle 
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ændringer, som herefter norteres ned på et nyt stykke papir. Det er vigtigt, at der ikke bliver rettet i 
det oprindelige stykke papir, idet dette skal bruges som grundlag for senere at kunne vurdere, om 
de forskellige faser har haft nogen indvirkning på det samlede resultat. Altså har interventionen CL 
overhovedet hjulpet på problemstillingen. I denne fase må læreren godt i mindre grad hjælpe, så 
eventuelle misforståelser bliver ryddet af bordet. Der gives typisk lidt mindre tid til denne fase. 
Fællesarket, som tomandsgruppen har udarbejdet, tages nu videre til fase 3.  
 I tredje fase mødes alle 4 medlemmer ved et bord og snakker herefter opgaverne igennem.  
De værste misforståelser er formodentlig blevet fjernet, og der bruges derfor lidt mindre tid igen til 
denne del. Igen udarbejdes et nyt stykke papir med eventuelle ændringer af elevernes besvarelser 
på fællesarket fra forrige fase. Lærerens rolle i denne del er identisk med forrige fase.  Eleverne skal 
blive enige om, hvilke opgaver de finder sværrest.  
 Der bruges til sidst 10 minutter på, at gruppen fremlægger en enkelt eller to af de svære opgaver. 
Hillerød HTX 
Som nævnt i afsnittet om diagnosefasen på Hillerød HTX, så er der i denne fase lagt vægt på 
problemstillingen brøk delt med tal og tal delt med brøk. Der vil derfor her kun blive beskrevet selve valget 
af opgaverne, de har fået i denne fase.  
Det spændende her er at se, hvordan CL kan bidrage til større forståelse. Når de har overstået fase 1 i 
interventionen, har de dannet sig en masse ideer vedrørende opgaverne, og forhåbentlig har de allerede 
oplevet kognitive konflikter. Når de kommer ind i fase 2 møder de en person, som givetvis har været 
igennem nogenlunde samme ting fra fase 1. Her er det meget tænkeligt, at den fælles snak om opgaverne 
vil medføre endnu flere kognitive konflikter og dermed forhåbentlig også en eller anden form for læring. 
Samme scenarie gør sig gældende for fase 3. Man kan derfor sige, at CL strukturen har mulighed for at 
bidrager med 3 gange kognitive konflikter og begrebsbilleder, som hele tiden ændrer sig.          
Opbygning af intervention 
For at eleverne gerne skulle opleve registerskift, så er opgaverne her designet med både tekstopgaver og 
de normale forkort opgaver. De normale opgaver ligner dem, de også er stødt på i den opfølgende test.  
Tekstopgaverne er designet på den måde, at første spørgsmål er så enkelt, at det burde være en formsag at 
løse dem. Der er valgt en meget enkelt problemstilling, som de burde være i stand til på en eller anden 
måde at relatere til hverdagen. Det er meget muligt, at de på standardopgaverne svarer forkert. Men 
tanken her er, at den kognitive konflikt gerne skulle opstå, når de møder tekstopgaver. Herefter kunne man 
håbe på, at hvis de indser, at der er noget galt med deres første antagelse, så ville de gå tilbage til 
standardopgaverne og lave disse om. På bilag A15 ses opgaverne givet til interventionen. De første otte 
opgaver er bygget op omkring brøk delt med tal, og de næste seks handler om tal delt med brøk. Det er 
med vilje, at opdelingen er på denne måde. Man kunne sagtens have blandet det hele sammen, men jeg 
tror bare, at det havde forvirret dem endnu mere. Spørgsmål 1 er den samme opgave, som også er brugt i 
detektionstesten og ligeledes i den opfølgende test.  For at uddybe hvad jeg mener med, at tekstopgaverne 
er valgt meget simple, så henvises til opgave 2 i bilaget A15. Et glas fyldes halvt op med vand og to personer 
skal dele dette. Dette er en problemstilling, som alle kan forholde sig til. Hvis man skal følge det svar, som 
alle før har givet, hvis det havde været opstillet som en brøk, så skulle de svare 2. Der burde derfor her 
være en alarmklokke, som ringede, hvis de skrev 2, altså en kognitiv konflikt. Den svære del er så, om de 
efterfølgende er i stand til at se, hvordan man kan skrive det op med en brøkregneregel.  Det er også værd 
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at bemærke, at svaret til denne del faktisk står som en opgave i nummer 5.  Dette er opbygningen af testen 
hele vejen igennem, standardopgaver, tekstopgaver og efterfølgende overvejelser om, hvordan man så kan 
få det lette resultat, hvis brøk regneregler skal benyttes.   
Efterbehandling af resultater fra interventionen 
Der vil i det følgende blive fokuseret på grundlæggende træk og grundlæggende mangler samt styrker hos 
de fire valgte elever. 
Fase 1  
Der blev til denne fase brugt 20 minutter, idet 15 minutter viste sig at være for lidt.  Generelle træk fra 
denne del er, at tre ud af de fire ikke var i stand til at svare korrekt på spg. 1, se bilag A15. Det kommer 
heller ikke som et chok, idet de jo to gange før har svaret forkert. Så ”d” er stadig løsningen for dem. De 
svarer overordnet set meget forkert på standardspørgsmålene (Forkort opgaverne).  Det ligner ikke, at de 
har været tilbage og rette i opgaverne, så det kan derfor ikke konkluderes, at en eventuel konflikt har fået 
dem på andre tanker. Overordnet set så er den lette del i tekstopgaverne korrekt løst. Også opgaverne, hvor 
de skal angive en løsning på figuren, er korrekt løst. Opgave 14 skiller sig dog lidt ud, da de ikke var i stand til 
at løse denne. Man kan så overveje, hvad der gør opgaven sværere end de andre opgaver. To af dem skriver 
korrekt, at 5/4 er det samme som 1,25, men de kan ikke efterfølgende konvertere dette til en korrekt 
udregning. Opgave 15 skiller sig også lidt ud, idet den kræver, at de opstiller en ligning ud fra 
informationerne, med mindre man kender regnereglen. Det var her et håb, at de ud fra løsning af ligningen 
kunne finde brøkregnereglen. Det var de ikke i stand til.  En anden meget interessant observation er anden 
opgave i tekstopgaverne, hvor de skal prøve at opstille en brøkregneregel, så de kan finde resultatet fra 
første del. To af dem var i stand til dette, men ikke hele vejen igennem. Succesopgaven var spg. 2, hvor de to 
personer godt kunne se sammenhængen og på korrekt vis brugte den rigtige brøkregneregel. Vedr. spg. 2 så 
skrev de to andre løsningen 1/2 * 1/2, som jo også giver 1/4. Man kan ikke kalde dette for direkte forkert, 
men det var ikke lige den løsning, jeg eftersøgte. Ud af de mange ”forkerte” løsninger var ovenfor nævnte 
stærkt repræsenteret, som et muligt svar. De anser slet ikke de to brøkregneregler for brugbare her, selvom 
de står på nøjagtigt samme måde i standardopgaverne. Det var tydeligt at se, at de i stedet for bare prøvede 
sig frem. Grunden til dette kan måske ligge i, at de jo kendte svaret, så de vidste jo også, hvad de skulle 
komme frem til. Denne problemstilling havde jeg ikke taget højde for.  Jeg kan derfor ikke på baggrund af 
fase 1, sige om opgavernes design har hjulpet dem til at indse reglerne. Der er meget tydelige registerskift i 
opgavedesignet, men det har ikke hjulpet for alles vedkommende.   
Alle kunne finde ud af opgaverne, hvor de skulle tegne eller skravere en løsning. Det må derfor antages at 
denne kompetence er på plads.           
Fase 2 
Til denne del blev der brugt 20 minutter, da det viste sig at de var meget glade for at tale sammen om 
opgaverne. Det var meget interessant at høre deres argumentationer og specielt, når de ikke var enige om 
resultaterne. Det viste sig, at man i de to grupper ikke var så enige om resultaterne. De to personer, som i 
fase 1 havde svaret korrekt på en del af tekstopgaverne, blev her parret med de to andre, som ikke havde så 
meget styr på dette. Hvis jeg først fokuserer på drengegruppen, så resulterede dette scenarie i, at den 
mindre gode elev startede med at give sin argumentation for herefter at blive modargumenteret af den 
anden. Dette gentog sig med de efterfølgende opgaver og efter fem til seks opgaver, så overtog den ”gode” 
elev mere eller mindre ordet hele tiden. Den mindre gode havde givetvis indset, at hans argumentation var 
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forkert, og at der derfor ikke var nogen grund til at fortsætte. Det der foregik her er en ganske naturlig 
reaktion. CL delen fungerer fint, idet den gode skal hjælpe den mindre gode op til et højere niveau, Steen 
Beck (2004) zonen for nærmeste udvikling. Der bliver også fra den mindre gode stillet spørgsmål, så det 
tyder på, at der foregår læring. Hvis man kigger på deres output, så er det på en del punkter blevet 
forbedret i forhold til fase 1. Opgave 1 er stadig forkert og giver stadig d, men derimod, har de nu luret, 
hvordan man løser standardopgaverne med tal delt med brøk. Dette ses også i tekstopgaverne som 
omhandler samme problemstilling, hvor to ud af de 3 opgaver er løst korrekt. Det halter dog voldsomt i brøk 
delt med tal hele vejen igennem.  
Pigegruppen er ikke på samme måde opdelt som drengegruppen. Person E har dog i fase 1 haft nogle flere 
opgaver korrekt, men der er også opgaver, hvor person T har haft korrekte besvarelse, hvor E ikke har.  T har 
som den eneste haft korrekt besvarelse i opgave 1 og siger korrekt, at svaret er 1/d og ikke d. Hendes 
argumentation er dog for E's tilfælde ikke god nok, så de ender efter et stykke tid alligevel med at skrive d 
på papiret. De har sjovt nok også lettest ved opgaverne tal delt med brøk. Jeg hører dem et par gange sige 
reglen ”Når man dividere med en brøk, så svarer dette til, at man skal gange med den omvendte.”. Dvs. at 
for deres vedkommende så handler det ikke om at kunne huske regnereglen i hovedet, men i stedet at 
kunne formuleringen. Gruppen her har alle standardstykkerne korrekt, i tal delt med brøk, men kun en 
tekstopgave korrekt. Der er ingen korrekte besvarelser i brøk delt med tal i tekstopgaverne. I pigegruppen 
var der ikke nogen, der formåede at bringe dem et skridt videre. De har været for ens i niveau, selvom det 
ikke på fase 1 så sådan ud.  
Fase 3 
Der blev i denne fase også brugt 20 minutter.  Det mest interessante her var, at alle bidrog til diskussionen. 
Selv den stille dreng, som blev lidt kørt over i fase 2, ville meget gerne være med. Jeg tror, at han har fået 
tildelt nogle nye begrebsbilleder i fase 2, som nu gør ham i stand til at se tingene på en anden måde. Han er 
den, der har rykket sig mest. En anden meget interessant ting er igen opgave 1. De har begge svaret d, fra 
fase 2, men T fra pigegruppen kommer igen med en argumentation om, at det skal være 1/d. Dette skal vise 
sig at være tre meget spændende minutter at lytte til. Drengene køber nemlig hendes forklaring og går i 
gang med at afprøve hendes regel på opgave 2. De får her det korrekte svar og beslutter sig for at skrive 1/d. 
Det er dog flere gange op at vende, at man jo også bare kan skrive 1/2 * 1/2, men beslutter sig heldigvis for 
at holde sig til det korrekte. De næste opgaver i brøk delt med tal (standardopgaverne) går ganske 
fornuftigt, og de løser også disse korrekt.  Det går ikke så let med tekstopgaverne i samme problemstilling. 
De bliver meget hurtigt i tvivl. Det virker som om, at den regel, de lige har brugt korrekt til opg. 1 og 2, kun 
gælder i disse tilfælde.  Opgaverne omhandlende tal delt med brøk, er de meget enige om. Igen går det 
fornuftigt med standardopgaverne, men det kniber lidt med tekstopgaverne. Opgave 14 bruger de lang tid 
på, fordi de benytter sig af den forkerte regel. De får derfor 250/4 i stedet for, og det kan de alle godt se ikke 
er korrekt, men de kommer ikke frem til nogen korrekt løsning. Det kan derfor hurtigt ses, at de på ingen 
måde har afluret selve opstillingen af opgaverne med, at de første otte præsenterer en brøkregel og de 
resterede en anden regneregel. Det var fra start overvejet, om dette skulle have stået øverst i dokumentet. 
Set i bagspejlet havde det nok ikke gjort den store forskel. 
Afrunding på faserne 
Der er ikke det store at sige om den første fase, andet end at de fejl, som forekom, var ganske, som man 
havde regnet med. I fase 2 var eleverne gode til at hjælpe hinanden, og der var tydeligt, at alle fik noget ud 
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af denne fase. Drengegruppen var den mest ulige gruppe, hvilket gav grobund for CL princippet, med en god 
elev, der hjælper en mindre god elev. I pigegruppen var de for lige til at kunne gøre brug af samme princip. 
Den mest interessante fase var den tredje. Specielt i opgave 1, hvor lyset ligefrem kunne ses i deres øjne. 
Hvad der præcist var årsagen til dette vides ikke med sikkerhed, men de har helt sikkert fået noget ud af at 
kunne støtte sig til hinanden. Det viste sig her, at en pige var meget målrettet på, at hendes argument var 
det korrekte. Hun var skyld i, at de tre andre rent faktisk indså, at deres begrebsbillede var forkert. Det må 
derfor antages, at de er blevet hjulpet et skridt videre her. Hvis man kigger på output fra fase 1 og output 
fra fase 3, så er svaret et rungende ”JA” det har hjulpet. Der er en meget klar forskel mellem output fra 
faserne.  Det er dog lidt svært at sige, om det er opgavedesignet med registerskift, der har givet dem 
kognitive konflikter, eller om det er CL. Jeg tænker, at det nok er begge dele. Hvis ikke nogen af dem har 
mødt konflikterne i fase et, så er de heller ikke i stand til at bringe det skridtet videre i fase to og dermed 
heller ikke i fase tre.  Man kan dog godt stille sig lidt kritisk overfor, om de har opnået en relationel læring 
Skemp (1976). Det er muligt, at nogen af dem har opnået at kunne regne stykkerne ud, men det virker mere 
som om, at det er rent instrumentel læring, der her foregår. Det ville have givet bedre mening, hvis også de 
var i stand til at løse tekstopgaverne. 
Det var på forhånd planlagt, at der skulle have været en fase 4, som i princippet ikke er en del af CL 
strukturen. Denne del er ikke blevet nået, grundet at de tre andre faser tog for meget tid. Det ville her have 
været interessant at høre deres syn på de sværeste opgaver, b.la opgave 14, som jeg er sikker på havde 
været med. Det ville også have været interessant at have en evaluering fra deres side på hele forløbet.      
Har interventionen hjulpet? 
Sidste arbejde er herefter at teste, om eleverne så har fået noget ud af interventionen. Dette er blevet gjort 
med endnu en test. Testen er den samme test som den opfølgende test, men hvor den kun består af de otte 
opgaver, som omhandler brøk delt med tal og tal delt med brøk se bilag A16.  
Testens resultater kan ses i nedenstående tabel. Jeg ved godt, at bevismaterialet ikke så stort, idet det kun 
drejer sig om otte opgaver. Bortset fra person L, som ikke har vist noget fremskridt, så ses en meget tydelig 
forskel på før og efter tallene.  Bl.a. kan det ses, at de nu godt er klar over at (c/d)/c er det samme som 1/d 
og ikke d. Denne problemstilling har ligget meget dybt i deres forståelse og har været meget svær for dem 
at aflære.  Det ses også, at de er i stand til at bruge reglen både med tal og med symboler. I tal delt med 
brøk kan der spores en lille fremgang. De viste også ret tydeligt i fase 2, at de var i stand til at gengive reglen 
ud fra en mundtlig formulering. Det kan tænkes, at de har hørt denne regel fra folkeskolen, og så har den 
herefter siddet godt fast. Samlet set må man sige, at interventionen har gjort en forskel.    
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        FØR                       
  
               
  
Navn Køn Brøk delt med tal 
    
Tal delt med brøk   
  
 
1 15 19 28 
 
Sum 
  
3 11 23 29 
 
Sum 
  
               
  
E K f,  f,  r,  r 2 
   
r,  f,  f,  f 
 
3 
C M f,  f,  f,  r 3 
   
r,  r,  r,  r 
 
0 
T K f,  f,  f,  n 3 
   
n, f,  r,  f   
 
2 
L M f,  f,  f,  n 3 
   
f,  r,  r,  r 
 
1 
  
               
  
  
               
  
  
               
  
  
               
  
  
   
EFTER 
         
  
  
               
  
Navn Køn Brøk delt med tal 
    
Tal delt med brøk   
  
 
1 2 3 4 
 
Sum 
  
5 6 7 8 
 
Sum 
  
               
  
E K r,  r,  r,  f 1 
   
r,  r,  r,  r 
 
0 
C M r,  r,  r,  r 0 
   
r,  r,  r,  r 
 
0 
T K r,  r,  r,  r 0 
   
r, r,  r,  r   
 
0 
L M f,  r,  f,  f 3       r,  f,  f,  f   3 
Resultater før og efter interventionen  
Egedal Gymnasium og HF 
Med udgangspunkt i, at vi i gruppen ville lave CL-intervention for eleverne, valgte jeg at lave en særskilt 
intervention for elev nr. 8. Den bestod meget simpelt i at gennemgå brøkregnereglerne med ham og vise 
ham eksempler på, hvordan specielt brøk delt med tal, tal delt med brøk og brøk delt med brøk kunne 
udregnes. Dette valgte jeg, fordi jeg vurderede, han var for svag og mest af alt usikker (og ikke deltagende) 
til at kunne bidrage med særligt meget til en CL-intervention. Samtidig havde jeg lovet ham at han kunne 
deltage, så det skulle han selvfølgelig ikke snydes for. 
De fire andre elever deltog i den tidligere beskrevne CL-intervention. Opgaverne bygger på Jacobs opgaver 
brugt til Hillerød HTX, men jeg havde fjernet de nemmeste opgaver - se bilag B12. Desuden havde jeg 
tilføjet nogle opgaver, der gerne skulle få dem til selv at opstille de brøkregneregler, som de tydeligvis 
manglede at kunne bruge. 
Den særskilte intervention for elev nr. 8 gik som forventet. Han fik gennemgået regnereglerne, regnet en del 
opgaver (så længe jeg kiggede ham over skulderen) og mente selv, han havde forstået ting, der ikke var gået 
op for ham før. 
For CL-delen beskrives her de tre faser enkeltvis: 
Fase 1  
De fik 15 minutter til første fase. Det, synes de alle fire, var alt for lidt, men endte med at bruge under ti 
minutter. Grunden til dette var, at de kun løste opgaverne, de var sikre på, og sprang de fleste over. De var 
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ikke meget for at forsøge noget selv, så efter 10 minutter fik de lov til at gå videre til fase to. Her viste det sig 
at de ikke havde været så grundige mht. at skrive ned, som jeg havde bedt dem om (de kunne sagtens have 
det i hovedet!). 
Fase 2 
Til denne del blev der brugt ca. 20 minutter. De startede, som de havde gjort en gang, med at løbe 
opgaverne hurtigt igennem og konstatere, at de ikke kunne løse de fleste af dem. 
Jeg forsøgte så at få dem til at løse opgaverne med tal først og prøvede så at få dem til at opstille regler for, 
hvad det egentlig var, de gjorde.  
I opgave 4 bliver de bedt om at forkorte 
1/2
2
. Det kunne de alle sammen godt regne ud, men kunne ikke 
opstille en regneregel for det. Efter lang diskussion i grupperne opgav den ene gruppe, mens den anden 
gruppe faktisk gennemskuede, hvad man skulle.  
Tilsvarende i opgave 8, hvor de skal løse 
3
3/5
, havde de ingen idé. Her var det store problem så, at de ikke 
som før kunne komme frem til et resultat, og jeg måtte hjælpe ved at bede dem om at se på brøken 
2
1/2
 i 
stedet for. Igen kom den ene gruppe (den samme som før) frem til en regneregel. Men ingen af grupperne 
opdagede sammenhængen med opgave 10: ”En kande indeholder 3 liter vand. Ved siden af står et antal 
krus som hver kan indeholde 
3
5
 liter. Hvor mange krus kan man fylde? ”. Denne opgave kunne de alle godt 
svare på. Så I det ene register kan de sagtens løse opgaven, mens de i det andet, mere formelt 
matematiske, register ikke kan, og de kan slet ikke se sammenhængen.  
Fase 3 
Der blev i denne fase også brugt cirka 20 minutter.  Her tog en elev styringen (den samme som kunne 
opstille brøkregneregler tidligere) og dikterede for de andre, hvordan man gjorde, og gik til tavlen og skrev 
det meste op. De endte med at få opstillet klare regler for, hvordan brøk divideres med tal, tal divideres 
med brøk og brøk divideres med brøk. Ikke skrevet matematisk formelt op, men en sproglig forklaring af, 
hvordan man gjorde. At formulere disse sproglige beskrivelser af regnereglerne krævede et registerskifte fra 
mono-funktionelt register til en slags multi-funktionelt. Det var dog stadig den operationelle tankegang der 
styrede de sproglige formuleringer. 
Jeg sluttede af med at vise dem en oversigt over brøkregneregler. Her overraskede elevernes reaktion 
meget. To af dem blev nærmest chokerede og kunne pludselig genkende dem, den ene endda med 
kommentaren ”Signe, har jeg ikke brugt helt vildt meget tid på dem engang i 6. klasse?”. Det var simpelthen 
ikke gået op for flere af dem, at det faktisk var stof, de kendte fra deres folkeskole, vi havde brugt tid på. 
Ekstra opgaver 
På dette tidspunkt havde elev nr. 8 fået gennemgået brøkregneregler, og de fire andre havde først selv stillet 
brøkregneregler op og derefter set, hvordan det mere formelt set kunne skrives op. 
Eleverne ønskede derefter, at vi kunne bruge noget tid på at regne nogle opgaver. Derfor brugte vi i ugen 
efter en time på at regne. Først helt simple opgaver med brøk delt med tal, tal delt med brøk og brøk delt 
med brøk. I alle opgaver indgik kun tal, men nogle af dem tal som nødvendiggjorde deres brøkregneregler. 
Derefter fortsatte vi med lidt mere indviklede reduceringsopgaver, frem til opgaver af typen 
6𝑝3𝑞−12𝑝2𝑞2
6𝑞3+8𝑝𝑞2
 . 
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Eleverne løste opgaverne i fællesskab, men min opfattelse var, at alle forstod, hvad de lavede. Her viste 
elev nr. 8 også styrker. Han var den eneste, der meget klart kunne huske flere af de brøkregneregler, vi ikke 
havde arbejdet med her, fx hvordan to brøker lægges sammen. 
Har interventionen hjulpet? 
Jeg afsluttede forløbet med en test, indeholdende syv opgaver af typen ”forkort 
𝑦
𝑛/𝑦
”, alle med bogstaver 
(både brøk delt med tal og tal delt med brøk), og tre opgaver fra detektionstesten se bilag B13. 
Her viste det sig meget tydeligt, at kun en elev virkelig havde fået noget ud af arbejdet. Eleven, der havde 
gennemskuet at opstille brøkregnereglerne, havde alle syv opgaver af typen forkort en brøk rigtige. 
Et par af de andre havde enkelte rigtige. Ingen havde de tre spørgsmål fra detektionstesten rigtige. Det 
havde jeg heller ikke helt forventet, da lige denne type opgaver ikke havde været vores fokus, men jeg 
havde håbet, de ikke faldt i fælden en gang til og bare reducerede hovedløst ud i brøkerne, som flere 
desværre gjorde. 
Generelt kan man nok sige at elevernes regnevanskeligheder, vanskeligheder ved at indføre bogstaver i 
stedet for tal, og alle mulige andre vanskeligheder flere gange fjernede fokus fra brøkerne. De fik 
simpelthen ikke arbejdet nok med dem til at komme videre end den rent operationelle tankegang. At nå til 
reificeringen ville kræve langt mere arbejde end vi lige havde tid til. 
Helsingør Gymnasium 
Som det fremgår af ovenstående, gennemførtes interventionen med tre forskellige virkemidler: Arbejde i 
flere registre i henhold til Duval, korrektion ved at forsøge at indføre en kognitiv konflikt i henhold til Tall & 
Vinner samt en organisering i en CL-struktur. Det var desværre kun muligt at gennemføre tre modulers 
intervention, der hver især bliver beskrevet nedenfor. Det primære arbejde i denne interventionsfase har 
været udarbejdelsen af det materiale, som skulle være basis for interventionen. Materialet kan ses i bilag 
C16 (Intervention 1) og bilag C17 (Intervention 2), og det er designet således, at der er rigtigt mange 
registerskift og dermed tilsvarende mange muligheder for kognitive konflikter, hvilket gerne skulle fremgå 
tydeligt af materialet, hvorfor der her kun skal gives nogle få eksempler på opgavernes opbygning og 
hensigten med dem. 
I opgaver 1 til 6 i intervention 1 arbejder eleverne med de fem forskellige repræsentationer af en brøk, som 
er præsenteret tidligere i teoriafsnittet Om brøker (bemærk at tallinjen her opfattes som en del af det 
rationale tal som decimalbrøk – decimaltallet og det tilsvarende punkt på tallinjen ligger til gengæld i 
forskellige registre i henhold til Duval). Herved kommer eleverne til at arbejde i flere forskellige registre, og 
så er det håbet, at de vil opleve en kognitiv konflikt, når de opdager, at der ikke er sammenhæng mellem 
deres besvarelser af opgave 2, hvor de skulle omskrive mellem brøker og decimaltal ”begge veje”, og deres 
besvarelser af opgave 3, hvor de bliver bedt om at indføre de beregnede tal på en tallinje. Samlet set er det 
håbet, at arbejdet i de forskellige registre vil være med til at kondensere begrebet for eleverne (en 
reificering er nok for meget at sigte efter, trods alt), godt hjulpet på vej af de kognitive konflikter, der måtte 
opstå – dels ledt på vej i eleven selv, men også grundet CL-strukturen, nu eleverne skal tale med hinanden 
om de enkelte resultater. 
I opgave 1 og 3 i intervention 2 arbejder vi fortsat med forskellige registre og dermed indgår de tre 
mekanismer, som er nævnt ovenfor med hensyn til den dybere forståelse. Hensigten med opgave 2 og 4 er 
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da at udlede nogle regler for de indgående typer af brøker, men hvor brøkerne optræder som rene 
algebraiske objekter, som siden i opgave 6 skal benyttes til at udlede nogle regler for en ”ny” type af 
brøker, nemlig en brøk divideret med en brøk, hvor disse også er rene algebraiske objekter. Det er altså et 
forsøg på at opnå en reificering af den del af brøkbegrebet, som omhandler division. 
Intervention 1 
Første modul i interventionen baserede sig på materialet Intervention 1. Da materialet skulle benyttes i 
forbindelse med en CL-struktur indgik en række instruktioner, som havde til formål at styre eleverne 
gennem CL-strukturen. Derudover argumenteredes indledningsvis over for eleverne for, hvorfor det er 
vigtigt at forstå en brøk som et rationalt tal, og derefter for at forståelsen netop kan styrkes, hvis man 
betragter en brøk på flere forskellige måder, hvilket blev eksemplificeret i materialet. Herefter skulle 
eleverne arbejde med de fem forskellige repræsentationer gennem seks opgaver. Materialets sidste to 
opgaver var et forsøg på at få eleverne til at formulere, hvad en brøk egentlig er - altså en form for 
konklusion på arbejdet. Overordnet var formålet naturligvis som allerede beskrevet også, at eleverne skulle 
opleve en kognitiv konflikt, der fx lå i, at en brøks placering på en tallinje ikke passede med det til brøken 
hørende decimaltal. 
Selve gennemførelsen forløb som sådan uden andre problemer end rent tidsmæssige. Jeg havde afsat tid til 
at introducere ganske kort i forhold til CL og Maples funktionalitet i relation til at omskrive et decimaltal til 
en brøk, da vores teorigrundlag anbefaler brugen af software (Duval (2004)), og så eleverne ikke skulle 
bruge tid på at foretage omskrivningen selv - her handlede det jo udelukkende om at få eleverne til at 
forstå sammenhængen mellem brøk, decimaltal og tallinje. 
Herefter blev materialet udleveret, og eleverne gik i gang. Jeg havde afsat 8 minutter til, at eleverne læste 
introduktionen, 30 minutter til at eleverne var færdige med opgaverne på egen hånd, og henholdsvis 20 og 
10 minutter til at eleverne kunne diskutere sig frem til en fælles løsning med deres makker og senere hele 
gruppen. Da tiden løb ud, manglede vi gruppediskussionen, som således blev udsat til næste gang. 
Under diskussionerne i makkerparrene, hvor jeg havde parret A og AS, da jeg kendte deres forudsætninger, 
som var rimeligt ens, hvorfor jeg gerne ville have mulighed for at observere en mulig udvikling baseret på 
deres samarbejde alene, var det interessant at iagttage, at de fleste fejl og misforståelser blev ryddet af 
vejen i deres samarbejde. Det er tydeligt, at arbejdsformen passede godt til eleverne, som ikke havde 
problemer med at bidrage, hvilket de ellers har i en klassesammenhæng. Der var dog nogle fejl, der ikke 
blev fanget før gruppens diskussion: Særligt det meste af opgave 3, som omhandler tallinjen, se et 
eksempel nedenfor. 
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I øverste del af billedet ses resultatet efter diskussionen i makkerparrene, og der er stadig fejl (det kunne 
godt se ud til, at det relaterer sig til negative tal). I den nederste del af billedet ses det resultatet efter 
gruppediskussionen, hvor fejlen blev fanget. Også i opgave 5d skulle vi helt frem til gruppediskussionen, før 
fejlen blev fanget – den ene halvdel af eleverne fastholdt indtil da, at arbejdet skulle tage 2,66 dag i stedet 
for 3, medens de øvrige delopgaver i opgave 5 i øvrigt blev besvaret korrekt. 
Under gruppediskussionen, der først blev gennemført det følgende modul, kom det sidste således på plads i 
den forstand, at alle erklærede sig enige i de korrekte løsninger, men tydeligvis var forståelsen ikke helt 
med – eleverne kunne besvare spørgsmålene som sådan, men altså på basis af en instrumentel forståelse, 
og det er usikkert for mig, om den kognitive konflikt, der burde have sat ind, har haft en effekt. 
Intervention 2 
Til det følgende modul udarbejdede jeg materialet Intervention 2. Materialet fulgte samme opbygning som 
Intervention 1 med overordnede instruktioner i forhold til CL, en introduktion, som dels begrundede 
formålet med at blive bedre til brøker, dels argumenterede for, hvorfor vi arbejdede, som vi gjorde, og 
endelig forsøgte at indgyde eleverne lidt tro på sig selv - faktorer, som alle var nødvendige, da eleverne var 
ved at være lidt trætte af det store arbejde, de havde lagt i det indtil nu. 
Selve opgaverne var designet således, at eleverne skulle gennemføre nogle operationer på de samme 
brøker i forskellige registre, således at de fx ved at tælle sig frem eller ved at betragte nogle figurer kunne 
komme frem til de rigtige resultater. Hvis de gjorde noget forkert, ville de forhåbentligt ikke gøre det i alle 
registre, hvorfor de gerne skulle indse, at de var på galt spor. I opgaverne indgik også det, at eleverne skulle 
opstille nogle regler. 
Nu kunne man tro, at jeg havde lært, at tiden ikke rækker, men nej - igen løb vi tør for tid i forbindelse med 
gennemførelsen, og diskussionen mellem makkerpar og gruppe blev udsat til det følgende modul. 
Allerede under den del af seancen, hvor eleverne arbejdede alene, viste det sig, at der var sket store 
fremskridt - selv i opgave 3, hvor der igen skal arbejdes med tallinjen, optrådte ingen fejl. I forbindelse med 
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makkerpar- og gruppediskussionerne blev de sidste fejl filtreret fra - bortset fra opgave 6, som var en ren 
”kognitiv konflikt-opgave”, og hvor den indgående brøk var af en type, som vi ikke havde arbejdet med 
tidligere. Håbet var, at den - alt andet lige - dybere forståelse for brøkerne sammen med de spørgsmål, som 
skulle lede frem til konflikten, hvis ellers eleverne havde forkortet forkert, ville være tilstrækkeligt til, at 
problemet ville forsvinde. Se et eksempel på en besvarelse nedenfor. 
 
Her har eleven selv tilføjet et lighedstegn (andre elever har ikke gjort dette, men på trods heraf har de 
svaret Ja til delopgave a)), der er forkortet forkert, og selvom eleven ved sin besvarelse af delopgave d) ved 
sit øhm indikerer, at hun godt kan se, at der er noget galt, fortsættes der med at forkorte forkert. Efter 
makkerparrenes diskussion af resultaterne er angivet den korrekte værdi for brøken, når x er 2, men på 
trods heraf, bliver brøken forkortet forkert, ses nedenfor, hvor elevernes enig betyder, at de som 
makkerpar erklærer sig enige i de resultater, som de kom frem til hver for sig. 
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Bemærk også, at de efter deres diskussion er i tvivl om, hvorvidt der er et lighedstegn eller ej i det givne 
udtryk. Det kunne man godt tage fat på, men under alle omstændigheder er det altså tydeligt her, at den 
kognitive konflikt nok har været til stede, men den har ikke været stor nok til, at eleven har haft behov for 
at skulle omdefinere sine begrebsbilleder eller også har de ikke haft de fornødne forudsætninger til at gøre 
det på egen hånd – der er dog skabt en tvivl, så måske kan et videre arbejde bringe eleverne på rette kurs. 
Afsluttende test 
Idet besvarelserne af de opfølgende opgavesæt ikke blev rettet og returneret til eleverne, ligesom vi ikke 
brugte tid på at samle op på opgaverne ved tavlen eller lignende, besluttede jeg, at den opfølgende test 
skulle bestå af alle de opgaver, som eleverne havde haft vanskeligheder med tidligere. Testen kan ses i bilag 
C15, hvoraf det fremgår, hvilken type opgaver, der arbejdes med - bemærk at der i bilaget både er den 
grupperede test og den test, som eleverne fik udleveret, for at eksemplificere de ugrupperede opgaver, 
som elevere får. Resultaterne ses nedenfor i tabellerne, idet grupperne, der fremgår af første kolonne 
refererer til de grupper, der er nævnt i testen i bilag C15. 
As fejlprocent Før intervention Efter intervention 
 
AS' fejlprocent Før intervention Efter intervention 
Gruppe 1 50 0 
 
Gruppe 1 100 100 
Gruppe 2 25 25 
 
Gruppe 2 50 50 
Gruppe 3 100 0 
 
Gruppe 3 100 0 
Gruppe 4 75 0 
 
Gruppe 4 100 0 
Gruppe 5 100 0 
 
Gruppe 5 100 0 
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Umiddelbart ser det jo fint ud, men bemærk, at en opgave er vurderet som korrekt, hvis fx en relevant 
regel er blevet brugt korrekt, selvom der efterfølgende ikke er reduceret i bund, se et eksempel nedenfor. 
 
 
 
 
Et andet forhold, der er værd at bemærke er, at fejlraten nok er 0 for begge elever blandt spørgsmål i 
gruppe 3, men der er helt klart tale om en ren instrumentel læring, da jeg i den afsluttende test så 
nedenstående forkortning af en brøk i en anden gruppe af spørgsmål, hvilket var meget sigende og 
beskæmmende, men jo godt i tråd med det faktum, at vi ikke har arbejdet særligt meget med netop den 
type opgaver, og at den opgave, som skulle have hjulpet eleverne med denne type opgaver, som sagt ikke 
havde den ønskede effekt. 
 
 
 
 
 
Sammenfatning i forhold til interventionsfasen 
Det er bemærkelsesværdigt, at der alt andet lige har været så stor en progression, men det er naturligvis 
slet ikke sikkert, at det er et resultat, der vil holde ved. Man kunne prøve at give eleverne en ny test om et 
halvt år, hvis det er muligt. Selv om jeg ikke kan udtale mig sikkert om, hvorvidt det var arbejdet i 
registrene, den kognitive konflikt, eller slet og ret blot det forhold, at der er arbejdet koncentreret med 
brøker, der har haft den positive effekt, så er det særdeles glædeligt at se, at det faktisk nytter noget.   
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Konklusion 
Vi har gennemført en detektionsfase, en diagnosefase og en intervention i henhold til ovenstående og kan 
konstatere, at der er fremgang at spore. Vi kan imidlertid ikke sige noget om, hvorvidt det er det ene eller 
det andet, der har haft en effekt, men vi vil tillade os at konstatere, at elevernes engagement har været en 
positiv sidegevinst af CL-strukturen, idet eleverne har bidraget positivt til løsning af opgaven, har deltaget 
aktivt og haft lyst til at engagere sig, hvilket vi normalt ikke ser med denne type elever i 
klassesammenhænge. 
Præcis hvad, der har ændret elevernes begrebsbillede er dog usikkert - om det er opgavedesignet med 
registerskift eller de kognitive konflikter, som eleverne måtte have oplevet, er usikkert, og vi ved heller ikke, 
om en eventuel kognitiv konflikt ville være opstået uden CL-organiseringen. 
Med hensyn til forståelsesniveauet mener vi, at eleverne nok er blevet bedre, men deres forståelse er 
fortsat instrumentel eller operationel. Dog virker det som om, at nogle af eleverne har opnået en mere 
relationel eller strukturel forståelse i forhold til repræsentationen af et rationalt tal som en brøk en tallinje 
og et decimaltal, og således kan et målrettet fokus i forhold til registerskift bevirke en dybere forståelse.  
Vi kan se, at vi tilsyneladende er kommet noget længere med disse svage elever på kortere tid, end vi 
normalt bruger i forbindelse med den ordinære undervisning om brøker, så der er noget, der virker - hvilket 
må fremtiden afdække, idet vi har tænkt os at udvikle materialet fra dette projekt til brug i den ordinære 
undervisning.   
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Appendiks 
Cornu, B.: Limits 
Handler om de problemer som eleverne støder på når de møder begreber som grænsebegrebet. Det er ikke 
begrebet grænseværdi som er det sværeste, men i stedet problemet at man ikke kan skelne mellem 
definitionen og selve begrebet. 
De kan altså godt huske selve definitionen grænseværdi, men ikke alt det fundamentale om begrebet. Der 
opstår derfor det problem at eleverne tror at man forstår begrebet, kun fordi at man forså definitionen. 
Dette bliver senere et problem, hvis man skal give en mere dybdegående forklaring af begrebet. 
Et af problemerne kan skyldes at man i ældre lærebøger ikke brugte meget plads på den generelle 
definition ved grænsebegrebet. Dette blev indført på en intuitiv måde. Først lidt senere blev det en del af 
teorien. Problemet var dog stadig at mens man brugte masser af teori på det generelle begreb, så lå fokus 
på de stillede opgaver et helt andet sted. Dette kan være en af grundende til at man stadigt sent i 
uddannelsessystemet ser masser af studerende som endnu ikke har lært det generelle begreb. 
Der vil her blive kigget på nogle af de didaktiske aspekter, som der ligger i grænsebegrebet. Der vil også 
blive kigget på nogle forskellige problemstillinger, som står i vejen for at eleven kan forstå grænsebegrebet  
Når eleven deltager i en matematik lektion, vil han få noget ud af undervisningen, det vil ikke bare 
forsvinde. Dette definerer man som ”Spontatius conceptions”. Disse spontane ideer vil blande sig med den 
nye viden og dette vil tilsammen danne elevens personlige begreb. Når eleven skal løse en opgave så vil 
denne først bruge det spontane ræsonnement i stedet for at lede andre steder. Der findes dog den fare at 
de spontane ideer der opbygges vedrørende et begreb, kan danne et forkert begrebsbillede, som ikke 
harmonere med det generelle begreb. Her vil man derfor have en konflikt, som godt kan være svær at 
komme af med igen. Man skal som lærer passe på hvordan ens tilgang til begrebet er. Den generelle 
holdning er at man fokuserer mere på selve processen for hvordan man nærmer sig en grænse ifht. det 
generelle begreb grænseværdi. Problemet er bare at man i processen bruger begreber som ikke harmonere 
med den generelle definition og dette vil selvfølgelig skabe konflikter og forkerte begrebsbilleder. I en 
undersøgelse fra 1987 kigges på begrebsbillederne fra 31 sytten årige matematik og fysik studerende. Her 
nævnes det b.la at en elev ser begrebet infinite som enormt stort, det sidste element i rækken altså plus 
eller minus uendeligt. Nogle andre mener at infinite har noget med tiden at gøre osv. Der var i denne 
undersøgelse mange konflikter, som på ingen måde harmonerede med den generelle definition. Af andre 
problemer kan nævnes vores dagligdagssprog hvor vi bruger nogle af disse begreber eks det regnede 
kontinuert hele dagen. Efterfølgende refereres til Vinner(1991) med deres undersøgelse på netop samme 
problemstilling,  
Der beskrives begrebet kognitive forhindringer. Dette er vigtigt at identificere så man kan finde ud af hvor 
problemerne ligger i læringsprocessen og for at afklare hvad der eventuelt kan gøres for at undgå dette. 
Han deler det op i følgende forhindringer 
 Genetiske 
 Psykologiske(Resultat af personlig udvikling) 
 Didaktiske(Læringsformen eller læreren) 
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 Epistemologiske 
 
Det er interessant at forfølge specielt den sidste del lidt mere dybdegående, idet denne kan genfindes hvis 
man går tilbage og kigger på den historieske udvikling af begreber. Hvis man genfinder en periode hvor der 
har været en langsom fremgang, kan det indikere at der har været en forhindring specielt her. De 
forhindringer man stødte på var  
 Man kunne ikke linke mellem geometri og tal 
 Selve notationen om at noget var uendeligt stort eller uendeligt småt 
 Det metafysiske aspekt med notationen af grænse 
 Er grænsen nået eller ej. 
 
Der er givetvis mange flere forhindringer, men det er vigtigt at den studerende lærer at komme forbi disse 
og i stedet for at se det som forhindringer, så skal eleven i stedet se det som en naturlig vej til målet, når 
han skal lære et matematisk begreb. 
Man har gentagne gange næsten prøvet at eliminer infinitesimalregning fra matematikken, men det vil 
alligevel leve videre i matematikerens indre, også selvom det bliver fjernet fra den generelle teori. Der 
nævnes flere referencer hvor man har prøvet på at fjerne de svære ting og har erstattet dem med nye 
begreber, men det har endt med at der så er tilkommet et nyt problem. Det kan derfor heller ikke betale sig 
at simplificere tingene for eleven da dette senere hen kan få katastrofale følger. Simplificeringen kan lede 
direkte til forhindringerne.  
Selvom teksten her handler om grænsebegrebet så er det værd at nævne at artikel har en del til fælles med 
Vinner også beskrevet i teorigrundlaget. Begge artikler har fokus på de kognitive konflikter.  
Davies, R. B.: Cognitive processes involved in solving simple algebraic equations  
Noten omhandler et 15 minutter langt interview med en højt begavet dreng, Henry, der har vanskeligheder 
med at løse en ligning, 
3
𝑥
=
6
3∙𝑥+1
. Der redegøres for undervisningsforløbet op til interviewet – i forløbet har 
der blandt andet været arbejdet med en heuristisk metode, hvor eleverne for eksempel har forsøgt at finde 
generelle metoder til at løse problemer ved at forsøge sig frem. 
Under interviewet fremkommer følgende misforståelser for dagen. 
a) Ligningen skrives forkert op: 
𝑥
3
=
6
2∙𝑥
+
6
1
 Der bruges: (𝑥 ÷ 3) = (6 ÷ 2𝑥) + (6 ÷ 1) 
b) Der anføres taleksempler med henblik på at gøre det klart, at den er gal på venstresiden. 
c) Henry argumenterer med, at han er nødt til sat samle alle x på én side og alle tal på den anden side 
af lighedstegnet. 
d) Det konkluderes, at brøkerne er problemet (særligt fordi den ubekendte optræder i nævneren). 
e) Reglerne for at forlænge begge sider af en ligning repeteres. 
f) Der spørges nu til, om vi kan multiplicere med alle tal, og svares usikkert, at x sikkert ikke er nul. 
g) Der ganges på venstre side med x og spørges til resultatet. Herunder byttes om på tæller og 
nævner. 
h) Der skal nu ganges med x på højre side også, og da x nu ikke går ud, forstår Henry ikke, hvordan 
man kan gange med x, når værdien ikke kendes. Dette afslører, at Henry kognitivt ikke opfatter 
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lighedstegnet som symmetrisk og at det kan anvendes både til at angive en proces og til at angive 
resultatet af en proces, eller at vi kan udtrykke det samme på mange forskellige måder. Endelig 
kommer Henry frem til 3 =
6𝑥
3𝑥+1
 . 
i) Der arbejdes nu på at slippe af med den sidste nævner. Først ses parallellen til det forgående slet 
ikke, og siden foreslås det at forlænge med x eller 3. Vejlederen skærer igennem og fortæller, hvad 
der bør ske (forlæng med 3x+1), men pointerer, at man normalt bør arbejde på, at eleven er med 
kognitivt, så fremtidige misforståelser undgås. 
j) Henry forlænger nu med 3x+1 og opfatter nu lighedstegnet således, at han skal få højresiden ved at 
udregne venstresiden (fremfor blot 6x).  
k) Undervejs i alt dette opfatter Henry ikke nødvendigvis x som et tal (han dog ikke kender), og han 
begår mange fejl i sine bestræbelser på at samle x’erne på den ene side etcetera. 
Det konkluderes:  
Det primære resultat af interviewet er, at de vanskeligheder, som Henry oplevede, skyldes en signifikant 
forskel mellem mestringen af den nødvendige matematik og de nødvendige kognitive processer i 
forbindelse med løsningen af ligningen. Således kendte Henry fx den distributive lov for multiplikation, men 
tilsyneladende blev den heuristiske metode anvendt forkert (brug af regler, der ikke var verificerede). Det 
konstateres, at der i Henrys tilfælde er behov for en egentlig akkommodation (altså at eleven erfarer nogle 
forhold, som ikke passer ind i de allerede etablerede kognitive strukturer eller skemaer (Piaget), hvorfor 
vedkommende må nedbryde disse skemaer og opbygge nogle nye) i modsætning til en assimilation, hvor 
eleven tilpasser nye situationer til allerede dannede (og korrekte) erfaringer. 
Sekundært er indikationen, at den anvendte heuristiske metode ikke har været så velegnet i det 
foreliggende tilfælde – metoden afvises ikke. 
Filloy, E. & Rojano, T.: Solving equations: the Transition from Arithmetic to 
Algebra  
Artiklen omhandler visse begrebsmæssige ændringer, som angiver en forskel mellem aritmetisk og 
algebraisk tankegang. Det drejer sig om fortolkningen af bogstaver, notation i forbindelse med 
lighedstegnet og grafiske eller symbolske konventioner i relation til ligningsløsning. Dette ses fx deraf, at 
ligninger, der i sin struktur faktisk er ens, men som fremstår forskellige umiddelbart, gennem historien er 
blevet løst på meget forskellige vis, fordi man ikke har haft værktøjet (algebraen) til at bringe ligningerne på 
samme form eller struktur (til samme syntaks). 
I overgangen fra at løse ligninger af typen Ax+B=C til ligninger af typen Ax+B=Cx+D, skal der ændres i 
konventionen, som er kendt fra aritmetikken. Betragtes den første ligning (en aritmetisk ligning) er den 
aritmetiske konvention, at venstresiden er at regne for en operation på to led, og højresiden er da 
resultatet af denne operation, medens løsningen af ligninger af den anden type (en ikke-aritmetisk ligning) 
fordrer, at der opereres på selve den ubekendte, og det bryder konventionen fra aritmetikken og volder 
vanskeligheder. Man kan også sige det på den måde, at den aritmetiske ligning har den ubekendte i ét led 
på den ene side af lighedstegnet, medens den ikke-aritmetiske ligning har den ubekendte på begge sider. 
Overgangen betegnes som et didaktisk snit. 
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I et studie af 12-13-årige børn, der møder den ikke-algebraiske ligning for første gang, ses det, at børnene 
prøver sig frem, og det vurderes som vigtigt, at der interveneres i denne overgang. Dog skal eleverne også 
fastholdes i den tidligere aritmetiske konvention, så de kan løse ligninger af alle typer fremover. 
Ved overgangen fra den aritmetiske konvention til den algebraiske er der to veje: Enten arbejdes med en 
passende modellering af et kendt fænomen, hvorved den algebraiske syntaks konstrueres. I modsætning 
hertil er den mere traditionelle vej, hvor syntaksen og de gældende regler præsenteres, inden der løses 
ligninger. I forhold til sidstnævnte er der to skoler: Viétemodellen og Eulermodellen, der hhv. flytter led fra 
den ene side af ligningen til den anden og opererer på begge sider af ligningen med additive og 
multiplikative inverse. 
Elever, som ved en præ-algebratest scorede højt deltog efterfølgende i studiet, hvor de skulle arbejde med 
to modeller: En geometrisk og en balance-model.  Det viste sig, at følgende fænomener kunne detekteres: 
Eleverne aflærte hvorledes, de skulle løse en aritmetisk ligning, der fremkom i slutningen af arbejdet med 
den ikke-aritmetiske ligning. Der var ingen distinktion i forhold til hvornår, den geometriske model kunne 
anvendes – fx blev der set på den, selvom eleven vidste, at løsningen på den aritmetiske ligning, der jo kom 
fra den ikke-aritmetiske baseret på den geometriske model, var negativ. 
Den aritmetiske konvention i relation til lighedstegnet modificeres. Dette ses fx ved en helt forkert brug af 
lighedstegnet: 2x+3=5x skal løses: 2x+3=5x-2x=3x, så x=1. Et andet eksempel er, at en elev ser, at man ved 
at indsætte den fundne værdi for den ubekendte på den ubekendtes plads i ligningen, skal få det samme tal 
på begge sider af lighedstegnet. 
Der benyttes egne koder undervejs i løsningen. 
Modellen hænger ved og bliver brugt, selvom der tilsyneladende er opnået en vis algebraisk forståelse, 
eller man går væk fra modellen for tidligt. 
Endelig fandt man, at der kan være snublesten, der er særegne for hver enkelt model, og at eleverne indså, 
at der er en vis diversitet af første gradsligninger. 
Semantik versus syntaks (hvormed menes modellering versus traditionel undervisning): Eleverne vælger 
strategi alt efter deres egen præference i forhold til læringsstil. Selve modelleringen fjerner fokus fra den 
nye, i.e. det at operere på den ubekendte, og uafhængigt af de to anvendte modeller sker der fejl, fx i 
forbindelse med indførelsen af egne koder med videre. 
De to modeller (den geometriske og balancemodellen) har begge nogle svagheder indbygget i sig, medens 
de også begge har nogle fordele, når man går fra den ene type af ikke-aritmetisk ligning til en anden, mere 
kompleks type. Vi kommer ikke her ind på hvilke, men vil blot konstatere, at det konkluderes at: 
Modellering synes at styrke udviklingen af det algebraiske sprog og tankegang. I modellering indgår to 
komponenter: Dels oversættelsen, hvor fx ligninger bibringer et mere konkret og meningsfyldt udtryk (ved 
arealer eller balancevippe), men oversættelsen skal også ske den anden vej, så eleverne ser analogien fra 
det konkrete til det abstrakte. Den anden komponent er separationen – dvs. at man kan forlade modellen, 
når man har set lyset og fundet den algebraiske operation. Kunsten er at udvikle undervisningen 
(modelleringen) således, at de to komponenter afpasses, så udviklingen af den ene ikke modvirker 
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udviklingen af den anden (de modvirker i nogen grad hinanden). Det er vigtigt, at der interveneres med 
instruktioner på de rigtige tidspunkter i henhold til ovenstående. 
Fischbein, E., Jehiam, R. & Cohen, D.: The concept of irrational numbers in high-
school students and prospective teachers 
I artiklen undersøges 9. klasses, 10. klasses og kommende læreres viden om irrationale tal. Dette er gjort 
ved et spørgeskema, hvor elevernes formelle viden og intuition vedrørende tal, specielt irrationale tal, 
testes. Fischbein, Jehiam og Cohen ønsker at teste om det, som hidtil antaget, er a) at to størrelser kan 
være inkommensurable og b) at de rationale tal ikke dækker alle punkter i et interval der er hovedårsager 
til vanskeligheder ved irrationale tal.  
I spørgeskemaet har eleverne bestemt om 15 tal er et tal, rationalt, irrationalt og reelt. For 𝜋 er det hhv. 43, 
59 og 90 % (9. klasse, 10. klasse og kommende lærere) der mener det er et tal. Så det er ikke kun 
forståelsen af hvad et irrationalt tal der halter. For √16 er det under halvdelen af eleverne der ved at det er 
et rationalt tal, for lærerne kun knap 70 %. Det virker ikke som om der er en forståelse af at et tal enten er 
rationale eller irrationale.  
Desuden bliver de bedt om en definition på både rationale og irrationale tal hvor omkring 10 %, 30 % og 
næsten 100 % kan komme med en definition. 
De konkluderer at undervisningen i high-school ikke underviser i en systematisk gennemgang af de 
forskellige talmængder, specielt de irrationale tal er meget forvirrende for eleverne. De konkluderer også at 
eleverne hverken har problemer med at to størrelser kan være inkommensurable eller at der i et interval 
både kan være et uendeligt antal rationale tal og et uendeligt antal irrationale tal.  Så de forventede årsager 
til problemerne ved forståelse af irrationale til kan ikke forklare elevernes problemer. 
Juter, K.: Limits of functions, traces of students’ concept images 
Her behandles igen problemet med grænsebegrebet. Her menes at en af udfordringerne i problemerne kan 
være grundet den dobbelte natur af begrebs. Dels at det kan tænkes som et objekt, men også som en 
proces, på samme tid. En anden problemstilling er at den generelle definition bare er svær og tager lang tid 
at lære. Dette studie undersøger: 
1. Hvordan eleverne tænker og om de viser uoverensstemmelser i deres repræsentation.  
2. Hvordan opfatter elever grænser for funktioner 
3. Hvordan er egenskaberne med grænser for funktioner, og er de sammenhængende  
Hun laver efterfølgende en ny definition hvor hun går skridtet videre i forhold til Winner(1981) og definerer 
et begreb som hedder, ”trace of concept image” Elevens handlinger er bestemt ved begrebsbillederne og 
handlingerne kan altså defineres som sporet fra begrebsbilledet. Disse spor af begrebsbilleder er afhængige 
af situationen og kan påvirkes af eks. læreren, men også af elevens egne tanker. Dannelsen af 
begrebsbilleder er beskrevet dybere i Skemp(1979).  
Hun kommer med en interessant forskel på det at have en forståelse af, og så det at have en viden. 
En elev kan godt have flere konfliktende præsentationer af et begreb som ”tændes” på forskellige 
tidspunkter. Disse kan samlet set danne en ny repræsentation, hvilket ikke gør noget så længde de to 
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repræsentationer ikke er modstridende. Man får en langt bedre forståelse af begrebet, hvis man kan samle 
så mange forskellige repræsentationer og danne disse til en enkelt, så længe de ikke er modstridende. Selve 
det at have en viden om begrebet, er at man også skal være i stand til at handle, organisere og til at få en 
opgave til at give mening. Dette er denne definition på ovenstående hun bruger videre i teksten.  
Der laves herefter en undersøgelse på 112 elever som viser punkt 2 og 3 og der kigges samtidig på 
elevernes niveau. En flok af dem er efter en skiftlig prøve valgt ud til en interviewdel. I denne del kigges der 
på spor af begrebsbilleder, på de kritiske steder. I et skema som består af 7 forskellige opfattelser, kigger 
man derfor på den enkelte elev og hvordan han/hendes opfattelse er.  De generelle fejlopfattelser er b.la  
 Man tror ikke at grænsen er opnåelig, men det er den når de løser opgaver. Der gælder altså 
modstridende regler i teori og praksis. En misforståelse her, ligger også i ordet grænse. Hvilke 
opfattelse har de af ordet grænse fra hverdagen osv. spiller også ind her. Hvis begrebet ses som en 
fysisk grænse, så er det et problem.   
 De ser grænsen som både en proces og et objekt 
Det kan ikke i testen konkluderes at elevernes niveau har nogen betydning for opfattelsen af begrebet. 
Studiet viser også at elevens måde at opfatte begrebet på, er meget langt fra den gennerelle matematiske 
måde. Det må derfor antages at hvis eleven skal danne korrekte spor af begrebsbilleder, så kræver det 
meget træning. 
Mitchelmore, M. & White, P.: Teaching mathematical concepts, introduction for 
abstraction 
Her er udgangspunktet, at begreber læres ved empirisk abstraktion. Det sker, når en person kan genkende 
ligheder mellem erfaringer, der ellers ikke synes at have noget med hinanden at gøre. Resultatet af denne 
proces er, at der dannes et nyt mentalt objekt eller et begreb - begrebet reificeres. Mitchelmore and White 
er således uenige med mange andre teoretikere, som mener, at matematiske begreber læres på en særlig 
måde. Eksempelvis nævnes Piagets ideer om refleksiv abstraktion. 
Empirisk abstraktion defineres som den proces, der ligger i, at man bliver bevidst om ligheder mellem et nyt 
objekt og allerede dannede begreb og ekstraherer disse ligheder. Dette benyttes så til at klassificere eller 
gruppere objekter og begreber, hvorefter selve abstraktionen dannes ved en reifikation af begrebet. Når et 
begreb er dannet, formaliserer matematikken det og gør det til et præcist matematisk begreb. 
Der nævnes to former for forbindelse mellem empirisk abstraktion og matematik: En abstrakt-tæt idé, hvor 
den tætte forbindelse mellem den empiriske abstraktion og det deraf udviklede matematiske begreb er så 
tæt, at det giver det matematiske begreb mening, og man kender formålet for udviklingen fra 
empiriskbaseret begreb til et matematisk begreb, og en abstrakt-fjern idé, som er udviklet alene ud fra 
andre formaliserede matematiske begreber, hvorfor sådanne idéer ikke giver mening. 
Det foreslås derfor, at man underviser efter en metode, der kaldes for Instruktion til abstraktion, idet 
nærmest alle andre metoder afvises i artiklen. 
Metoden består af de fire følgende delelementer: I første fase arbejdes med at gøre eleverne fortrolige 
med en række kontekster, hvorfra det nye begreb senere skal ekstraheres. Konteksterne kan være 
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objekter, handlinger eller abstrakte ideer, og der anvendes det til konteksterne hørende naturlige sprog i 
denne fase - og således ikke det sprog, der hører til det begreb, der skal introduceres. 
I næste fase arbejdes med, at eleverne genkender ligheder ved de kontekster, de har arbejdet med 
tidligere. Når lighederne er blevet genkendt arbejdes med de bagvedliggende egenskaber, som da 
anvendes til at definere det nye begreb, i hvilken sammenhæng det dertilhørende sprog introduceres. 
Den følgende fase er en reifikationsfase, hvor eleverne arbejde med at undersøge begrebet i detaljer, 
hvorved det bliver et mentalt objekt, der er adskilt fra de introducerende kontekster. 
Endelig kommer vi til anvendelsesfasen, hvor eleverne dels arbejder med at løse opgaver med det nye 
begreb og forhåbentligt opdager, at det er blevet lettere grundet det nye begreb, og at nye typer af 
opgaver nu kan løses. 
Bemærk at den foreslåede metode bliver eksemplificeret med netop brøker - vi har dog valgt ikke at tage 
udgangspunkt i metoden, da vi finder, at den er på et for grundlæggende niveau, og da den benyttes ved en 
introduktion af et nyt begreb, hvilket ikke er tilfældet her. 
Artiklen afsluttes med at konstatere, at Instruktion for abstraktion bør betones mere i 
matematikundervisningen, men det siges også, at metoden kun har sin berettigelse i relation til de helt 
grundlæggende begreber, og at man i den matematikundervisning, der følger efter, og som bygger ovenpå 
de grundlæggende begreber, skal arbejde med en anden teknik, der kaldes for matematisk abstraktion. 
Kommentar til ovenstående: Gennem læsningen af hele artiklen blev jeg ved med at sige til mig selv, at den 
præsenterede ide nok var mulig i tilknytning til grundlæggende begreber (som de nævnte: Cirkel, vinkel 
areal), men at jeg havde endog meget svært ved at se den anvendt i forbindelse med den matematik, vi 
arbejder med, og til sidst i artiklen angives da også, at empirisk abstraktion ikke er den rette proces, når det 
kommer til bare lidt mere avancerede begreber som rationale og irrationale tal eller potenser. Metoden er 
dog værd at tænke mere over - ligesom matematisk abstraktion kunne være et område, som man kunne 
undersøge nærmere. 
Niss, M. & Jensen, T. H. (red.): Kompetencer og matematiklæring 
I vores opgave ligges der vægt på symbol og formalismekompetencen. Ifølge Niss(2002), kan man definere 
en kompetence på følgende måde. ”En matematisk kompetence er indsigtsfuld parathed til at handle 
hensigtsmæssigt i situationer, som rummer en bestemt slags matematiske udfordringer”. Med andre ord 
kan man sige, at hvis man skal udføre et bevis så kræves nogle bestemte kompetencer og hvis man skal 
regne en opgave kræves nogle andre kompetencer. På nedenstående figur ses se 8 kompetencer som man 
deler matematik op i. 
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Det ses også af figuren at man har delt de 8 kompetencer op i 2 hovedområder. Hvor de 4 fra venstre 
består i: At spørge og svare i med, om matematik og de 4 fra højre består i: At omgås sprog og redskaber i 
matematik. Det er vigtigt ikke at overfortolke modellen og det er ligeså vigtigt ikke at tænke hver enkelt 
kompetence som en enestående og særskilt ting, idet der sagtens kan være overlap i de forskellige 
kompetencer. I den valgte kompetence, symbol og formalismekompetencen, er hovedvægten lagt på at 
eleven skal kunne afkode symbol og formel sprog. Det ses tit blandt eleverne, at de ikke er i stand til at 
forstå princippet, når der i stedet for tal, står en repræsentation af denne i form af et symbol. De skal også 
kunne forstå symbolholdige udsagn og udtryk, herunder formler. Her kan nævnes problemer såsom 
spørgsmålet hvad er f(5)? De forstår muligvis formlen for en lineær funktion, men når de skal beregne på 
denne så går det mindre godt. Et andet eksempel, som forholder sig til vores problemstilling, kunne være at 
de i stedet for at have brøker præsenteret med tal, benyttes symboler(pladsholdere). Her møder de som 
regel også en frustration, idet de ikke kan se sammenhængen. Eller hvis både tal og symboler blandes 
sammen i brøkerne, så bliver der tit forkortet helt forkert.      
Pirie, S. & Kieren, T.: Growth in mathematical understanding: How can we 
characterize it and how can we represent it 
Der præsenteres en model for hvorledes, at forståelsen i matematik udvikles, se nedenstående figur. 
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Model af matematisk forståelse (Pirie and Kieren 1994) 
Modellen opererer med 8 niveauer, hvor det laveste er simpel6 viden (det man allerede ved om et (nyt) 
emne), så kommer niveauet billeddannelse (dér hvor man arbejder på at danne sig et begreb om det nye), 
og begrebsdannelse (hvor man har dannet sig et begreb om det nye). I det næste niveau, afsøgning af 
egenskaber, begynder man at manipulere og kombinere aspekter fra begrebsdannelsen mhp. at afdække 
specifikke egenskaber, genkende mønstre etcetera. I formaliseringsfasen deduceres en metode eller fælles 
egenskaber baseret på de egenskaber, som man i forrige trin var begyndt at bemærke, og i 
observeringsfasen reflekterer man over formaliseringen og udvikler sætninger. Endelig er der 
struktureringsfasen, hvor man tænker over sætningers sammenhæng, bygger og argumenterer for en teori 
og frigør sig helt fra den fysiske verden og algoritmer samt udtænkningsfasen (i mangel af en bedre dansk 
                                                          
6 simpel er her udtryk for, at det er det laveste vidensniveau - ikke at der er tale om et let stof, eller at et 
lavt niveau i matematik. Modellen kan benyttes på alle niveauer.  
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oversættelse af det engelske inventising), hvor man selv stiller sig nye spørgsmål, som ikke kan besvares 
med den opnåede viden. 
I modellen er nogle af cirklerne angivet med fed skrift - dette tænkes som ”grænser”, hvorom det gælder, 
at man i en ”normal” udvikling af forståelsen af matematik ikke har behov for at vende tilbage til et 
tidligere trin, hvilket kaldes tilbagefoldning. Når termen normal benyttes, så ligger der deri, at der er 
opstillet den hypotese, at en viden, der er usammenhængende - dvs. ikke er opnået ved, at eleven har 
gennemgået trinene i modellen successivt -, ikke kan fungere som fundament for ny viden. Tilbagefoldning 
er i øvrigt en helt naturlig proces, idet man ved overgangen fra ét niveau til en andet, hvis man fx bliver 
stillet overfor et problem, man ikke kan løse, ofte vil vende tilbage til et tidligere trin for at arbejde med 
billeddannelse, begrebsdannelse etcetera i relation til det nye problem. 
I modellen indgår som det sidste de to komplementære størrelser handling (det at man mentalt eller fysisk 
arbejder med et emne) og udtrykke (det at man bliver bevidst om, hvad emnet går ud på (og så kan man 
udtrykke det på forskellig vis - internt eller eksternt)), som også ses at være en helt nødvendig del af 
modellen, og som indgår på ethvert trin, simpel viden undtaget. 
 Modellen tænkes anvendt i en analyse af elevers fremskridt - såkaldt mapping eller kortlægning-, og der 
foreslås følgende interventioner: Provokativ, som bringer eleven videre til en dybere forståelse, invokativ, 
der får eleven til at tilbagefolde, og validering, som leder eleven til at bekræfte den eksisterende forståelse. 
Sirotic, N. & Zazkis, R.: Irrational numbers: The gap between formal and intuitive 
knowledge 
I artiklen undersøger Sirotic og Zazkis kommende matematikunderviseres viden om og forståelse af hhv. 
rationale og irrationale tal. Dette er gjort ved hjælp af et spørgeskema og opfølgende interviews.  
De undersøger deltagernes idé om størrelser på mængderne af de hhv. rationale og irrationale tal, hvordan 
de hører sammen på en tallinje, addition og multiplikation af elementer fra disse mængder, og om der er 
konflikter mellem deltagernes svar på de forskellige spørgsmål.  
Resultaterne viser at spørgsmål omkring hvilke tal der er flest af, rationale eller irrationale, kan under 
halvdelen svare rigtigt på og meget få kan begrunde det. Mange har fejlopfattelser omkring selv de 
rationale tal, f.eks. at der er et endeligt antal rationale tal i et interval, eller mener at når der både er 
uendeligt mange rationale og irrationale tal, må der være lige mange, da én uendeligt ikke kan være større 
end en anden uendeligt. Nogle har slet ikke styr på, hvad et irrationalt tal er, og svarer ting som at der er 
flest rationale tal, da de ikke kan komme på så mange tal ligesom 𝜋. 
Til spørgsmål om, hvorvidt man kan finde et rationalt/irrational tal mellem hhv. to rationale eller irrationale 
tal svarede godt halvdelen rigtigt, med mange fejlopfattelser også. 
Til spørgsmål om regneoperationer på de to typer tal (sum/produkt af to irrationale tal giver altid et 
irrationalt tal?) svarer hhv. 42 og 35 % rigtigt, igen med mange fejlopfattelser. 
De konkluderer at alt for få har forståelse for de irrationale tal og omkring hver femte ikke kender til andre 
end 𝜋, e og enkelte kvadratrødder. Dette er et problem hvis den opfattelse (måske ubevidst) gives videre til 
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elever. De mener at nogle problemer med de irrationale tal skyldes sværhedsgraden mens andre nok 
skyldes måden man har lært dem på.  
Tall, D.: The transition to advanced mathematical thinking: functions, limits, 
infinity and proof   
Der kigges på hvordan man opfatter matematiske begreber. Her menes at mange af de vanskeligheder som 
eleven har vedr. funktionsbegrebet skyldes os selv som lærere. En cirkel er ikke pr definition en funktion, 
men alligevel bruger man begrebet implicit funktion. Dette er med til at danne en konflikt i 
begrebsbillederne for eleven. Han kommer med en speciel definition som hedder ”kognitive rødder” Dette 
går ud på at i stedet for at starte med den generelle definition, som kan være meget fjern for eleven, så skal 
man i stedet bygge begrebet op, således at dette bliver nærværende for eleven samtidig med at eleven 
senere skal kunne bruge i udviklingen af matematikken. Ligesom i første artikel med Vinner (1981), handler 
det også her om funktioner og grænseværdier.   
Via en undersøgelse om grafer, viser han hvor svært eleverne har ved at se om en graf er en funktion eller 
ej. Det viser sig tydeligt at selvom eleverne har forskellige niveauer, så har de alligevel meget svært ved at 
se dette. Dette skyldes nok som først antaget fra forrige artikel, at de ikke forstå funktionsdefinitionen og at 
de givetvis har deres helt eget personlige begrebsbillede, som meget tænkeligt kan være visuelt anlagt i 
stedet for den generelle definition.   
Det foreslås at en måde hvorpå man kunne muliggøre ”kognitive rødder” vedr. funktionsbegreber, kunne 
være følgende. I stedet for en direkte formulering af begrebet, lader man eleverne programmere en 
computer med en procedure, som skal udføre en proces. Dette kunne muliggøre at de kognitive rødder, er 
med til at bygge det generelle begreb.  
Når eleven møder grænsebegrebet, så går det som regel endnu mere galt, idet de skal bruge forståelsen af 
funktionsbegrebet for at forstå dette. Man skal her specielt passe på med dagligdagsforståelsen af ordene 
også beskrevet i Jutter(2005). Man bruger her betegnelsen at noget grænser til en værdi, eller går imod en 
værdi, hvilket straks får eleven til at tænke, hertil og ikke længere. Lidt som hvis man tænker på en 
fartgrænse, som ikke må overskrides. 
En måde hvorpå man i grænsebegrebet kan opnå de kognitive rødder, er ved at bruge et program som kan 
afbilde den differentiere funktion. Hvis man er i stand til at zoome så meget ind på funktionen således at 
det bliver linjeelementer i hvert punkt, så burde dette give et god grobund, for senere at kunne opbygge 
det generelle begreb. Disse muligheder er specielt oplagte i nutiden, hvor alle har en computer med adgang 
til CAS værktøj, som meget hurtigt kan afbilde både funktion og den afledte. Man oplever dog tit at hvis 
man beder dem om at lave en funktionsundersøgelse, så forstår de ikke deres grafer alligevel, selvom de 
har tegnet både funktionen og den afledte i samme graf.  
Hvad er uendeligt, småt eller uendeligt stort, er et spørgsmål som mange elever stiller i undervisningen og 
det er også et abstrakt begreb. Hvis man beder en elev om at vise et punkt på en linje, vil eleven lave et 
mærke på linjen for at illustrere dette. Men hvad er udstrækningen af mærket? I dag laver vi graferne i CAS 
programmer og det er derfor svært for eleverne at se hvad udstrækningen af et punkt er, idet CAS 
værktøjet har sin egen definition med antallet af punkter for at kunne tegne en præcis linje. Eleven vil givet 
vis sige at punktet er af meget lille udstrækning. Der refereres til en undersøgelse med en gruppe elever 
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som i stedet for normal undervisning vedr. grænser, i stedet kiggede på mikroskoper og teleskoper. Denne 
gruppe klarede sig mindst ligeså godt som en kontrolgruppe, men de var bedre til intuitivt at kunne vurdere 
forklaringer som, når noget bliver meget småt. Igen tænkes på begrebet kognitive rødder. 
En stor problemstilling som man støder på som lærer er at eleverne ikke forstår betydningen af beviser. De 
finder dem unødvendige i forhold til, at de kun skal kunne bruge formlerne til at beregne på en given 
problemstilling. Men kan man forestille sig andre måder at lave bevisførelse på end det vi gør i dag? Der 
bliver her kigget på Rolle’s theorom, hvor man enten kan kigge på den generelle definition, eller også kan 
man bruge en visuel præsentation, hvor man ud fra grafen rykker et linjestykke7. Jeg plejer at gøre noget 
tilsvarende i Geogebra når jeg introducerer 3 trinsreglen. De elever som lavede den visuelle præsentation 
mente at dette gav bedre mening og at det var mere simpelt, mens gruppe 1 mente at den visuelle metode 
var direkte forkert. 
Faktum er at der er mange måder at gribe undervisningen an på. Hvis man kan frembringe de kognitive 
rødder hos eleven, så vil dette kunne manifestere sig til en direkte opbygning af det generelle begreb og 
det er vel det vi alle ønsker. Så er det bare hvordan dette gøres bedst.  
Vinner, S. & Dreyfus, T.: Images and definitions for the concept of functions 
I artiklen ”Images and definitions for the concept of functions” af Shlomo Vinner og Tommy Dreyfus ser de 
på begrebsbilleder og definitioner for begrebet funktioner. Begrebsbilleder og definitioner er to begreber 
Vinner tidligere har skrevet om, bl.a. i Tall/Vinner 1983. 
Deres undersøgelse bygger på 271 1. års collegestuderende og 36 junior high-school lærere, hvor de 
undersøger bl.a. hvilke definitioner 
collegestuderende kender for funktionsbegrebet, 
før de starter på kalkulus og hvilke 
begrebsbilleder disse studerende bruger mht. 
funktionsbegrebet. 
Både de studerende og lærerne udfyldte et kort 
spørgeskema med syv opgaver, se figuren til 
højre.  
 
 
 
 
 
 
                                                          
7 Hvis dette skal implementeres, så kræver det iflg. læreplanen en revision, idet det vist ikke er tilladt at fremføre et 
bevis på denne måde.   
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De første tre er forskellige grafer, hvor man skal svare om der findes en funktion, med en sådan graf. 
Dernæst tre spørgsmål om der findes funktioner der opfylder nogle specifikke krav, og i sidste spørgsmål 
skal der svares på hvad de mente en funktion er. 
De studerendes blev inddelt i grupper efter deres uddannelses krav for videre matematikniveau (i low, 
intermediate, high, mathematics og teathers) og deres definitioner blev opdelt i seks kategorier: 
Correspondance, dependence relation, rule, operation, formula, representation og andre. Resultaterne ses 
i nedenstående figur. 
 
 
 
 
Her ses meget tydeligt at en mere formel definition, correspondance, tydeligt hænger sammen med deres 
matematikniveau. 
Eleverne med højere niveau i matematik var bedre til at svare på spørgsmålene og redegjorde både mere 
og bedre for svarene og brugte en større variation af argumenter, hvilket kan ses af nedenstående figur. 
 
 
 
Argumenter for svar i de første seks opgaver blev inddelt i fire grupper: one-valuedness, discontinuity, splitt 
domain og exceptional point. Her bemærker forfatterne at et argument for at en graf ikke kan være graf for 
en funktion, af andre kan bruges netop som argument for at det er en funktion, diskontinuitet i opgave 2 
som eksempel. Hvis man ser på hvilke argumenter der er brugt til korrekte svar, fordeler de sig som på 
nedenstående figur. Her mener forfatterne at forklaringerne kan rangordnes med one-valuedness 
argumentet øverst. Har man svaret det, vil man ofte være klar over de andre argumenter. 
 
 
 
 
De konkluderer til sidst, at man skal overveje om en formel definition på funktioner er nødvendig for 
studerende hvor det ikke er påkrævet. Diskontinuerte funktioner, gaffelfunktioner mm bør introduceres 
som udvidelser.  
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Vlassis, J.: The balance-model: Hindrance or support for the solving of linear 
equations with one unknown  
Denne artikel forsøger at redegøre for de forskellige synspunkter, der er i relation til anvendelsen af 
balancemodellen i forbindelse med løsning af ikke-aritmetiske ligninger (hvor den ubekendte optræder på 
begge side af lighedstegnet). 
Det konstateres, at metoden med at flytte led ikke duer (i den fransktalende del af Belgien, hvor kun 53 % 
af eleverne efter 8.klasse kan løse ligninger af typen 10x-15=5x+20). 
Det tilrettelagte undervisningsforløb blev gennemført i to 8. klasser med i alt 40 elever. Der blev anvendt 
alt 16 lektioner á 50 minutter, hvoraf 8 blev brugt til aritmetiske ligninger, og de sidste 8 blev brugt til ikke-
aritmetiske ligninger. Aktiviteterne sigtede på at lære eleverne, hvorledes de ikke-aritmetiske ligninger 
skulle løses, når eleverne var klar til det – dvs. ikke nødvendigvis fra begyndelsen. Der var fokus på 
læringsmålet: At løse ligninger, og selve det at opstille ligningerne blev ikke berørt.  
Arbejdet med de ikke-aritmetiske ligninger bestod af tre forskellige aktiviteter: I første aktivitet blev 
eleverne stillet overfor en tekstligning, som de kun kunne løse ved at prøve sig frem. Formålet var dels, at 
eleverne skulle opleve, at deres vidensniveau ikke var tilstrækkeligt, og dels at de skulle opdage, at 
lighedstegnet ikke blot var ”et signal til at udføre en eller anden beregning” (5+3=8), men at det er et 
udtryk for lighed mellem to udtryk for en given værdi af en ubekendt. 
I anden aktivitet skulle eleverne løse ligninger ved at betragte figurer af vægte, hvor der for eksempel lå 2 
x’ere og tallet 10 på den ene vægtskål og 3 x’ere og tallet 7 på den anden. Eleverne skulle ikke til at 
begynde med at formulere de af vægtene givne ligninger, idet ligningerne var så lette, at det ikke var 
nødvendigt, men ved afslutningen af aktiviteten, blev ligningerne som indledning til næste aktivitet 
formuleret og den formelle metode (gør det samme på begge sider af lighedstegnet, så operationerne 
ophæver hinanden) blev introduceret. Herefter blev der givet opgaver, som kunne løses ved addition og 
som kun inddrog naturlige tal. Af én eller anden grund blev det tilladt eleverne at benytte pile til at indikere 
de forskellige omskrivninger, som ligninger undergik. Hvordan i alverden skal eleverne så lære den korrekte 
symbolik? 
I tredje aktivitet fik eleverne så endelig de sværeste ikke-aritmetiske ligninger, som de skulle løse på egen 
hånd, og som involverede negative tal. 
I arbejdet med aktivitet 1 opstillede eleverne med hjælp af en ligning for hver del af tekstligningen (to i alt), 
og det blev forsøgt at løse ligningerne ved at prøve sig frem, indtil de blev opfordret til at sætte de to 
ligninger samme til én. Eleverne var med på denne del af det samlede undervisningsforløb. I anden aktivitet 
blev der anvendt flere forskellige metoder til at løse ligningerne: Balanceprincippet blev fulgt, idet eleverne 
stregede x’ere ud på tegningen af vægten og korrekt trak tal fra. Andre elever stregede x’ere ud og kunne 
derefter nedskrive en aritmetisk ligning, som kunne løses som normalt. Et fåtal af elever arbejdede på en 
ikke-aritmetisk (eller algebraisk) vis. Begge disse aktiviteter foregik i elevernes nærmeste udviklingszone 
som defineret af Vygotsky i 1962. I tredje aktivitet blev det observeret, at alle eleverne faktisk havde 
assimileret balanceprincippet som demonstreret ved vægtene, men beregninger blev gennemført med en 
række fejl: Den klassiske, hvor eleven ikke dividerer igennem på samtlige led, forkortelsesfejl, problemer 
med at håndtere minustegn korrekt, bortskaffelse af led ved konsekvent at subtrahere (muligvis fordi 
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subtraktion blev anvendt ifm. vægtskålene, eller fordi fortegnet som tidligere nævnt ikke opleves som 
hørende til konstantleddet). En del af fejlene forsvandt under arbejdet, men fejlene ift. negative tal blev 
ved. 
Efter otte måneder blev fem elever derfor interviewet. Det vigtigste resultat af disse interviews var, at det 
didaktiske snit tilsyneladende ikke ligger i strukturen af ligningen (altså om der er tale om en aritmetisk 
eller ikke-aritmetisk ligning) – det ligger nærmere deri, at negative tal gør ligningerne for abstrakte, da 
modellen med vægtene ikke kan bruges i relation til negative tal.   
Hermed kommer det til et opgør med den todeling (dikotomi), som Filloy et. al. har introduceret med deres 
aritmetiske og ikke-aritmetiske ligninger, idet følgende foreslås:  
Konkrete aritmetiske ligninger, hvori kun naturlige tal indgår og hvor der kun er ét led med den ubekendte. 
Abstrakte aritmetiske ligninger, hvori den ubekendte kun indgår på den ene side, men i flere led, eller hvor 
der er negative heltal. 
Ikke-aritmetiske ligninger, hvor der optræder ubekendte på begge sider af lighedstegnet. De ikke-
aritmetiske ligninger deles igen i modelbaserede ligninger (præ-algebraiske ligninger, der kan modelleres 
ved en vægt) og ligninger, der ikke er modelbaserede (algebraiske ligninger), som kun giver mening i 
algebraisk kontekst. 
Der er fortalere og modstandere for brugen af modeller i forbindelse med løsning af ligninger – alle synes 
dog at være enige om, at balancemodellen ikke er anvendelig, når der introduceres negative tal. Således 
analyseres elevernes arbejder, og det viser sig, at der opstår en konflikt mellem balanceprincippet og den 
grundet tilstedeværelsen af de negative tal nødvendige forståelse for brugen af bogstaver: 
Negative heltal: En del elever har problemer med at komme fra -5x=10 til x=-2 forbindelse med en 
aritmetisk ligning. Det vurderes, at eleverne har brug for at deres resultat giver mening, så følgen er, at 
begrebet negative tal ikke er forstået fuldt ud – dette underbygges af, at elever generelt godt kan løse en 
algebraisk ligning, hvis løsning ikke behøver at give mening. Således har eleverne frigjort sig fra modellen. 
Fortolkningen af bogstaver: I forbindelse med løsning af ligninger, der er modelbaserede, opfordres 
eleverne til at tænke på den ubekendte repræsenteret ved et bogstav som en vægt af en given størrelse, 
men når ligningen er frigjort fra modellen giver det ikke mening at tænke således. I en algebraisk 
fortolkning af bogstavet skal eleven derimod kunne opfatte bogstavet som repræsentant for et eller andet 
tal, hvis værdi ikke kendes, som ikke nødvendigvis behøver at have en mening, og som man er i stand til at 
udføre matematisk operationer på. Vlassis tænker, at der er et trin mellem denne aritmetiske og 
algebraiske fortolkning af bogstaver – den præ-algebraiske, hvor eleverne er i stand til at udføre 
operationer på bogstavet samtidig med, at de beholder tilknytningen til modellen, og dette giver da 
eleverne problemer, når de generaliserer deres metoder og anvender dem i abstrakte situationer, hvor der 
introduceres negative tal. 
Hvis Vlassis har ret, kan man antage det synspunkt, at brugen af balancemodellen kan betyde nye 
snublesten på vejen, når mere abstrakte ligninger skal løses, men det er vigtigt at skelne mellem hvad 
balancemodellen kan bibringe eleverne og hvad den ikke kan: Modellen kan hjælpe eleverne med at indse, 
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at man skal udføre ens operationer på begge sider, men den kan ikke assimilere de negative tal og den kan 
ikke assimilere forståelsen af et bogstav som en ubekendt. De to sidste forhold må altså klares ad anden 
vej. Modellen vurderes til at hjælpe eleverne med at opbygge og fastholde til genkaldelse et mentalt billede 
af de operationer, som brugen af vægten giver, og i en lidt mindre grad lettes forståelse af lighedstegnet. 
Der er en vis uenighed med Pirie og Martin ift. de af modellens væsens resulterende fejl (subtraktion for at 
fjerne negative led, hvilket Vlassis ikke oplevede), samt med Filloy et. al. ift. tab af kompetencer, eleverne 
hidtil har mestret (eleverne kunne ikke løse aritmetiske ligninger, da de først havde lært at løse ikke-
aritmetiske, hvilket Vlassis heller ikke oplevede). 
Det konkluderes, at brugen af balancemodellen er et fornuftigt tiltag grundet ovenstående.  
Zandieh, M. J.: A theoretical framework for analyzing students understanding of 
the concept of derivatives  
I dette arbejde af Zandieh(2000) præsenteres en lidt anderledes måde at se tingende på ifht, de andre 
behandlede tekster om samme emne. Kernen i denne tekst er elevernes problemer med den afledte 
funktion. Selve begrebet den afledte funktion opdeles i 3 lag(processer) som er helholdsvis 
 Ratio 
 Limit 
 Function 
Ifølge Sfard(1991) så er processer operationer på tidligere lærte objekter. Hver proces tingsligøres til et 
objekt som kan handles på, af et andet objekt. Dette former en kæde som man kalder process-object-pairs. 
Eksempeltvis kan man sige at i første process(Ratio), hvor man har 
x
y


. Her bruges to objekter, nemlig to 
forskelle som efterfølgende divideres med hinanden. Produktet af dette eller det hun kalder ”The reified 
object” bruges så i næste proces, når man skal finde grænseværdien osv. Der kan dog opstå et problem hvis 
eleven mangler et af de 3 trin. Her defineret begrebet et pseudo objekt. Det kan godt tænkes at eleven har 
en præcis definition på hvordan man finder den afledte funktion, men eleven kan ikke opstille trin 1 i 
tretrinsreglen.  
Der er i denne artikel, lavet en undersøgelse af ni elever(gymnasieniveau vil jeg gætte på), hvor data 
indsamles både skriftligt og i form af 5 interviews. Det der b.la bliver lagt vægt på er følgende 
 Hvilke lag i strukturen kan eleven bruge 
 I hvilken repræsentation eller kontekst er lagene tilgængelige 
 Kan eleven koordinere alle tre lang samtidig. 
 Læres nogle aspekter før nogle andre 
Hendes observationer i forhold til interviewdelen er ret interessante og skemaerne er gode forståelige og 
kan let oversættes til andre emner. Der kigges her på de 3 lag i strukturen og der laver herefter en matrix 
med 5 andre kolonner som er objekter, hvorpå man bruger lagene. Ud fra disse kan man så sætte 
henholdsvis tomme ringe, som indikerer at eleven har nævnt begrebet, uden at gå dybere i detaljer med 
dette. Og der kan sættes en skraveret ring, hvilket indikere at eleven ved meget om det nævnte. 
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Hos nogle af eleverne ser man en klar fremgang, gående fra mange tomme ringe til flere skraverede ringe. 
Et af spørgsmålene som der ønskes at få svar på, er om nogle aspekter læres før nogle andre. Her ses en ret 
tydelig indikation på at begrebet ”slope” optræder som noget af det første, mens begrebet ”rate of 
change” er noget af det sidste som læres. Hun ser i sit studie at en person er i stand til at benytte flere lag 
samtidig, men ser også at det for manges tilfælde er lidt tilfældigt hvilke lag i strukturen de kan bruge.  
Der konkludere derfor at der er et generelt problem i at eleven muligvis godt kan løse en opgave uden 
nødvendigvis at kende alle 3 lag i strukturen. Dette giver et halvt billede og frygten er, at hvis samme viden 
skal bruges i andre sammenhænge så går det galt. 
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Bilag 
 
Detektionstest 1 i 2. b på Hillerød 
HTX Studieretning:  Bioteknologi 
        
                      
                      Køn 
 
6 10 12 15c 15d 19 23 32 44a 53 54 55 56 57 
      M 
 
r r r r r r r d f R r d r r 
      K 
 
f d f r f f f f f R f d f i 
 
9 stk af valgte sp 
 M 
 
f f f r r r r d d f f r f d 
 
6 stk af valgte sp 
 K 
 
f f f r f r r d i r f d f i 
 
6 stk af valgte sp 
 K 
 
f f f r r f r d i i i i i i 
 
4 stk af valgte sp 
 K 
 
d d f r f r r d d f r d f f 
 
5 stk af valgte sp 
 M 
 
r i i r f f f i i r d d f i 
      M 
 
r r f r r r r d r f d d r i 
      M 
 
r r r r r f r d r r r d r r 
      M 
 
r r f r r r r i i r r d f i 
      K 
 
r f f r r r r i r r r d r i 
      M 
 
f i f r f r r i r r r d f i 
      K 
 
r r f r f r f i r r r d f f 
      K 
 
r r f r r r f i r f r d r i 
      M 
 
f f f r r r r f f i i i i i 
 
5 stk af valgte sp 
 M 
 
f f f f f f r d r r r d f i 
 
7 stk af valgte sp 
 K 
 
f r f r r r r i r r d d f i 
      M 
 
r r r r r r r r f r r d r r 
      K 
 
r r f r r r r r i f r d r d 
      K 
 
r r f r r f r d f f r d f d 
      M 
 
d i f r f r r d i r f d f i 
      K 
 
f f f r i f f f r r f i r i 
 
6 stk af valgte sp 
 M 
 
f f f r f r r d d f r d f f 
 
7 stk af valgte sp 
 K 
 
r r f r f r r d d r r d f f 
      
                      Fejl 
 
10 8 20 1 10 7 5 3 5 7 5 0 14 4 
      Delvist 
 
2 2 0 0 0 0 0 12 4 0 3 20 0 3 
      Ikke besvaret 
 
0 3 1 0 1 0 0 7 6 2 2 3 2 14 
      Korrekt 
 
12 11 3 23 13 17 19 2 9 15 14 1 8 3 
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Krav: Alle brøker skal forkortes så meget som muligt og ligningerne skal løses 
1.    
/c d
c
     
 
2.    2 6x   
 
3.   
2
12 / 3
  
 
4.   
a b
a b
  
 
 
5.   6 4 2x x   
 
6.   8 2 5x x    
 
7.   
4 10 2
2 4 10
   
8.   
6
6
5
x   
9.   
2 4
2 4
   
10.   
a c
b d
  
11.   
/
a
a b
  
12.   18 9x   
13.   8 2 5x x    
14.   
5
5
10
10
e
e
   
15.   
/x a
x
  
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16.   
2 2
4 4
   
17.   
2
4 4
x
  
18.   8 2 3x x   
19.   
12 / 3
12
  
20.   
a b
a b
   
 
21.   3 6
3
x
x    
22.   
4 2
4x
  
 
23.   
/
x
x y
  
24.   
1
2 5
2
x x    
 
25.    
a a
b b
   
 
26.   
1
2 5
2
x x    
 
27.   4 7
2
x
x   
   
28.   
12 / 3
2
  
 
29.   
5
5 / 3
  
30.   
5 5
2 x
x x
    
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1.   
/c d
c
       
Svar: 1/d Eleven har glemt denne fra den oprindelige prøve, der vil stadig være tvivl  
2.    2 6x   
Svar: x=3 Der burde ikke være vanskeligheder her 
3.   
2
12 / 3
  
Svar: 1/2 Det kunne tænkes at man benytter samme regel som sp 1, og ikke observerer at den er 
 byttet rundt 
4.   
a b
a b
  
Svar: 1 Den vil nok forvirre lidt, da der ikke optræder et x.   
 
5.   6 4 2x x   
Svar: x=1 Hvis man benytter den balancerede model kan det godt lykkedes. 
 
6.   8 2 5x x    
Svar: x=1/2 Løsningen x=5/6 kunne godt tænkes ville komme frem hvis man glemmer at 
der står -2x eller helt ser bort fra dette  
 
7.   
4 10 2
2 4 10
   
Svar: 1 Kvadratroden vil meget tænkeligt forvirre. Og hvis de vil gange over kors går det helt galt 
8.   
6
6
5
x   
Svar: 1/5 Den kommer de fint igennem 
9.   
2 4
2 4
   
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10.   
a c
b d
  
Svar: ad=bc Hvis man har vænnet sig til at gange brøkerne sammen kunne det også 
tænkes at man kom frem med løsningen ac/bd  
11.   
/
a
a b
  
Svar: b  De laver ikke sammenligningen mellem denne og opgave 3, så de falder 
igennem 
 
12.   18 9x   
Svar: 0.5  De kommer fint igennem 
13.   8 2 5x x    
Svar: 0.5  Minustegnet kunne godt skabe problemer, da denne fremkommer flere gange 
i løsningen til denne, dels når 2x skal rykkes over på højresiden og dels når 
man har samlet x på en side og der skal divideres med både negativt tal i 
tæller og nævner 
14.   
5
5
10
10
e
e
   
Svar: 1  Som sp 7 vil den nok virke forvirrende, men for nogle vil det hurtigt gå op for 
dem at det kan forkortes 
15.   
/x a
x
  
Svar: 1/a  Eleven vil ikke kunne se sammenhængen mellem denne og opg1. Muligvis vil 
man blande den sammen med sp 11 og når der står x vil dette forvirre 
 
16.   
2 2
4 4
   
Svar: 1/4  Hvis princippet er gået op for eleven så ses det nok at de ganger korrekt 
sammen, ellers ganger de kryds og får 2*4+2*4=16 
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17.   
2
4 4
x
  
Svar: 2  Hvis princippet er gået op for eleven så ses det nok at de ganger korrekt 
sammen  
 
18.   8 2 3x x   
Svar: 1/2   Den burde være lige til   
 
19.   
12 / 3
12
  
Svar: 1/3   Muligt svar kunne være 3 fordi 12 går ud med 12 
20.   
a b
a b
   
Svar: 1   Hvis bogstaver forvirrer så ses det nok ikke så let 
 
21.   3 6
3
x
x    
Svar: 9/4  Brøken vil forvirre, blandede tal kunne forekomme og så går der ged i den. 
 
22.   
4 2
4x
  
Svar: 8   Hvis de forstår at gange kryds er det intet problem, men det skal nok rumme 
problemer 
23.   
/
x
x y
  
Svar: y   De ser ingen sammenhæng med 3 og 11 og x’et vil forvirrer dem 
24.   
1
2 5
2
x x    
Svar: x=2   Den vil skabe problemer idet der både er en brøk og negative tal. Man kunne 
forstille sig at de begynder på blandede tal, og så går det galt 
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25.    
a a
b b
   
Svar: a^2/b^2  Den hurtige kunne tænkes at skrive 0 eller 1 fordi man ikke kigger ordentligt 
på opgaven 
26.   
1
2 5
2
x x    
Svar: x=-2  Den vil ligesom opg 24 skabe problemer 
27.   4 7
2
x
x   
Svar: x=-2  Hvis man kan se lidt sammenhæng med 26 og 27 kan man komme igennem 
28.   
12 / 3
2
  
Svar: x=2  Et svar kunne være 18, da 12/2 giver 6 og så står der tror de ganget med 3 
 
29.   
5
5 / 3
  
Svar: x=3  Der kunne forveksles med opgave 28 og man benytter derfor samme metode, 
eller et svar kunne være 1/3 
 
30.   
5 5
2 x
x x
    
Svar: x=2  testens måske sværeste og på samme tid letteste opgave. Hvis man kun ser en 
ligning med indviklede tal og symboler og hovedkulds går i gang med løsning af denne, så kan det gå 
gruligt galt. Men hvis man ser finten, så er den hurtigt gennemskuet 
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Tester sammenhængen mellem brøk delt med tal 
Spørgsmåls nummer i prøven Opgaven 
1 /c d
c
  
15 /x a
x
  
19 12 / 3
12
  
28 12 / 3
2
  
 
Tester sammenhængen mellem tal delt med brøk  
Spørgsmåls nummer i prøven Opgaven 
3 2
12 / 3
  
11 
/
a
a b
  
23 
/
x
x y
  
29 5
5 / 3
  
 
Tester hvordan man ganger brøker sammen samt (0 syndromet), desuden det tvist med at gange over 
kors  
spørgsmåls nummer i prøven Opgaven 
4 a b
a b
  
7 4 10 2
2 4 10
   
9 2 4
2 4
   
10 a c
b d
  
14 5
5
10
10
e
e
   
16 2 2
4 4
   
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20 a b
a b
   
25 a a
b b
   
 
 
Tester de aritmetiske ligninger med og uden brøker 
Spørgsmåls nummer i prøven Opgaven 
2 2 6x   
8 6
6
5
x   
12 18 9x   
17 2
4 4
x
  
22 4 2
4x
  
 
Tester de ikke aritmetiske ligninger med og uden brøker 
Spørgsmåls nummer i prøven Opgaven 
5 6 4 2x x   
18 8 2 3x x   
21 
3 6
3
x
x    
27 
4 7
2
x
x   
 
Tester de abstrakte aritmetiske ligninger med og uden brøker 
Spørgsmåls nummer i prøven Opgaven 
6 8 2 5x x    
13 8 2 5x x    
24 1
2 5
2
x x    
26 1
2 5
2
x x    
30 5 5
2 x
x x
    
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1. Forkort 
/c d
c   
 
1. Et glas fyldes halvt op med vand. Herefter drikkes halvdelen af det som er i glasset 
a. Hvor meget vand er der nu tilbage i glasset 
 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
2. Forkort 
12 / 3
4
 
 
3. To personer spiser pizza. Person 1 får 2/3 af pizzaen, mens person 2 får lov til at spise halvdelen af 
hvad person 1 spiste. 
a. Hvor meget pizza har person 2 fået  
 
c. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
b. Skitser din løsning på figuren 
 
 
4. Forkort  
1 / 2
2
  
5. 4 personer skal dele en kande med 
8
10
liter vand. 
a. Hvor meget vand får hver person 
 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
c. Skitser løsningen på figuren   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. 2 personer deler en lagkage, men person 1 får lov til at spise dobbelt så meget som person 2. Hvor 
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meget lagkage får person 1 
a. Skitser din løsning på figuren 
 
 
7. Forkort 
/a b
c
 
 
8. Forkort 
3
3 / 5
 
 
9. 3 hele lagkager haves, disse skal deles op i 1/3 stykker 
a. Hvor mange stykker får man ud af dette 
 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
c. Skitser din løsning nedenfor 
 
 
 
10. En kande indeholder 3 liter vand. Ved siden af står et antal krus som hver kan indeholde 
3
5
liter  
a. Hvor mange krus kan man fylde 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
11. Forkort 
/
a
a c
 
12. Forkort  
3
3 / 9
 
13. Et højhus er 50 meter højt. Mellem hver etage er der
5
4
meter 
a. Hvor mange etager består huset af 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
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Krav: Alle brøker skal forkortes så meget som muligt 
1.    
/c d
c
     
 
2.   
12 / 3
12
  
 
 
3.   
/x a
x
  
 
   
4.   
12 / 3
2
  
 
 
 
5.   
/
a
a b
  
 
 
6.   
2
12 / 3
  
 
 
7.   
/
x
x y
  
 
8.   
5
5 / 3
  
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Opfølgende test, d. 17. november 2014, Egedal gymnasium 
Krav: Alle brøker skal forkortes så meget som muligt og ligningerne skal løses 
1.    
𝑐/𝑑
𝑐
= 
    
2.    2𝑥 = 6 
 
3.   
2
12/3
= 
 
4.   
𝑎
𝑎
=
𝑥
𝑥
  (Løs ligningen med hensyn til x, dvs. find x) 
 
5.   6𝑥 = 4𝑥 + 2 
 
6.   8𝑥 = −2𝑥 + 5 
 
7.   
4√10
2
⋅
2
4√10
 
 
8.   6𝑥 =
6
5
  
 
9.   
2
2
⋅
4
4
 
 
10.   
𝑎
𝑏
=
𝑐
𝑥
  (Løs ligningen med hensyn til x, dvs. find x) 
 
11.   
𝑎
𝑎/𝑏
= 
 
12.   18𝑥 = 9 
 
13.   −8𝑥 = 2𝑥 − 5 
 
14.   
𝑒5
10
⋅
10
𝑒5
= 
 
15.   
𝑥/𝑎
𝑥
= 
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16.   
2
4
⋅
2
4
= 
 
17.   
𝑥
4
⋅
2
4
 
 
18.   8𝑥 = 2𝑥 + 3 
 
19.   
12/3
12
= 
 
20.   
𝑎
𝑎
⋅
𝑏
𝑏
= 
 
21.   3𝑥 =
𝑥
3
+ 6 
 
22.   
4
𝑥
=
2
4
 
 
 
23.   
𝑥
𝑥/𝑦
= 
 
24.   −
1
2
𝑥 = 2𝑥 − 5 
 
25.    
𝑎
𝑏
⋅
𝑎
𝑏
= 
 
26.   
1
2
𝑥 = −2𝑥 + 5 
 
 
27.   
𝑥
2
= 4𝑥 + 7 
  
28.   
12/3
2
= 
 
29.   
5
5/3
= 
 
30.   2 +
5
𝑥
=
5
𝑥
+ 𝑥 
Bilag B12 
 
Del 1, side 90 af 128 
 
Intervention – CL, d. 1. december 2014, Egedal gymnasium 
 
1. Et glas fyldes halvt op med vand. Herefter drikkes halvdelen af det som er i glasset 
d. Hvor meget vand er der nu tilbage i glasset 
 
e. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
 
2. Forkort 
12 / 3
4
 
 
 
3. To personer spiser pizza. Person 1 får 2/3 af pizzaen, mens person 2 får lov til at spise halvdelen af 
hvad person 1 spiste. 
c. Hvor meget pizza har person 2 fået  
 
f. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
d. Skitser din løsning på figuren 
 
 
 
4. Forkort  
1 / 2
2
  
 
5. Opskriv en brøkregneregel som kan bruges til at løse opgave 4. 
 
6. Forkort                         
6
12/3
 
7. 4 personer skal dele en kande med 
8
10
liter vand. 
a. Hvor meget vand får hver person 
 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
c. Skitser løsningen på figuren   
Bilag B12 
 
Del 1, side 91 af 128 
 
 
8. Forkort 
3
3 / 5
 
 
9. Opskriv en brøkregneregel som kan bruges til at løse opgave 8. 
 
 
10. En kande indeholder 3 liter vand. Ved siden af står et antal krus som hver kan indeholde 
3
5
liter  
a. Hvor mange krus kan man fylde 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
11. Forkort 
/
a
a c
 
 
12. Et højhus er 50 meter højt. Mellem hver etage er der
5
4
meter 
a. Hvor mange etager består huset af 
b. Hvordan kan løsningen findes med en brøkregneregel 
 
13. Forkort                        
𝑎/𝑐
𝑎
 
Bilag B13 
 
Del 1, side 92 af 128 
 
Afsluttende test, d. 12. december 2014, Egedal gymnasium 
1. Forkort     
𝑥
𝑥/𝑦
 
 
2. Forkort     
𝑥/𝑧
𝑥
 
 
3. Forkort     
𝑥/𝑠
𝑠
 
 
4. Forkort     
𝑦
𝑛/𝑦
 
 
 
5. Forkort     
𝑥/𝑦
𝑥2
 
 
6. Forkort     
𝑥/𝑦
𝑎/𝑥
 
 
 
7. Forkort     
𝑎𝑦
𝑏
𝑦
 
 
8. Forkort     
3𝑥−1
−3𝑥+1
 
 
 
 
9. Er    
𝑎−1
𝑏−1
=
𝑎
𝑏
?    Begrund dit svar. 
 
 
10. Er    
𝑎+3
𝑎+4
=
3
4
?    Begrund dit svar. 
 
Bilag C11
Detektionstest 1 i 1. y på Helsingør Gymnasium
Studieretning: Matematik A, Fysik B, Kemi B
Elev nummer Køn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15a 15b 15c 15d 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33a 33b 34 35a 35b 35c 36a 36b 37 38 39 40 41 42 43a 43b 44a 44b 45 46 47a 47b 47c 47d 47e 47f 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57
1 F r f f r r d f f f d r f f r r r r r d r i f f r d f r r d d r f r r f r f f f f r f r f r r f f f f f i f f f f r r r f r f i r r r f r r f f
2 M r d f f f f r f i i f f r r r r f d i r r f f i r f f f r r f r r i i r i r f i i r f i r r r r i f f i i f i f r f r f r f f f r r r r r f r
3 F r d r r r d f r f r f f r r r r r f f f r f f r r f r r r f i f r r f r f f f f r r r i f r r f f f f i f f f f f f r f r r i r r r f d f f f
4 M r d r r r r r r r r i i r r r r r r r r r r r r d r f f r r r r r r r r i r f f r r r f r r r r r r r r f i r f f f r f r d f r r r r d f f f
5 M r d r r r d r r f i f i i r r r f f r r r f i r r r f r r r r r r r i r i r i i i f r i r r r i i r r i i f i f i i i f r d i r r r r d f f f
6 M r d r r r f f r r i r f r r r r r f r r f f f r r f r f f r f r r r f f d r r r r d r i r r r i f f f i d f r f f f r f f r f r r r r r f f f
7 F r d r r r r f r d r r f r r r r r f r r f r f r r r r r r r r r r r f i f r r r r r r f r r r r r r r r r r r f r r f r r r f r r r r d f f f
8 F r d r r r f f r f r r f r r r r r r r r r d f r r r r f r r r r r r r r f r r f r r r r r r r r r r r i f i f r i r r f r d f r r r r r f f i
9 M r d r r f f f f f i r f r r r r r f f r r i f f r f r f r r f r r f i r i r r i r r r i r r r f f i i i i f i r f r i r r r f r f f i f r r f
10 F r d r r r d f f f f f i r r r r r f f f f d f r d f r r f r r f r r r i f r r r r r r i r r r f f i i i f f f f r r r f r f r r r f r r f f f
11 F r d r r r r f r f r r i r r r r r f r r f r f r r f f f r d r f r f r r f r r f r r r i r f r d d r r d r f r i r i r i i r f r f f r d d r f
12 M r d r r r f r r r f r f r r r r r f r r f f f r r r f r r r r r r f f r f f f r r r r i r r r r r r r f f r r f r r f f r r i r r r r d r r f
13 F r d r r r d f r f r f d r r r r r r r r f f f r f r r r r r f r r r i r f f f f r r r i r r r i i f f i f i r r f r f r f r f r f r f d r r i
14 M r d r f r f f r d f r f r r r r r f f f f i f r i f i r r r r r r i i f f r r f r r r i r r r i i i i i i f f f r f f i r f f r r f r r f f f
15 F r d r r r d r r f d r f r r f r r d f r f d f r r r r r r r f r r r r f f r r r r r r f r r r f f r f i f f r f r r r r r d f r r r r r r r f
16 M r d r r r f f i f i r f r r r f r f f r r f f f f r f f r r i r r r f r f r r r r r r i r r f f f f f i i f r f f r f f r r f r r r f f r r r
17 F r d r f r d f r r d f f r r r r r f f r f i f r i f f f r r f r f r f r f f r i r r r i r r i f f i i i f d r f i i r i r f f r r r r f f r i
18 F r d r r r r r r f r r f r r r r r f r r f r f r r f f r r r r f r f r r f r r f i r r i r r r r r r r i i f f i r i r i i r f r f r f d r r f
19 M r r r r r r f d r r r f i r r r r f r r f r f r d f f r r r r r r d r r d r r r r r r i r r r r r r i i i i i r i r i i r r r r r r r r r f r
20 F r d r r r i f r r r f i f r r r r r r r r i i r r r r i r r r r r d r i i r r r r r r f r r r r r r r r r f r r r r r f r d f r r r i d f r i
21 F r d r r r d f r i i f i r r r r r r f r f i i r i i i r r d r r r i f r i r i i r r r r r r r r i d r i i i f f f i r i r f f r r r r i r r i
22 M r r r r r r f r r r r r r r r r r r r r f r r r r r f r r r r r r r d r f r r r r r r i r r r r r r i i i i i r f f f f r r i r r r r r r r r
23 M r d r r f d f r f i r i r r r i i r r f r i f r d r i r r r r r r i f i f r r d i d r f r r f f f f r i r f f r r r r r f f f r r r r d f f r
24 F r d r r r r r r r r r i r r r r r r r r f r f r i r r r r r r r r f r i r r r r r r r i r r r d d d f r r f r r f f r r r i i i i i i i i i i
25 F r d r r r r r d i r r f r r r r r r r r f r r r d r f r f r f r r i r r r r r r r r r r r r r r r d r i i f f f f f r f r r f r r r r r r r f
Antal rigtige 25 2 23 22 22 8 8 18 8 12 16 1 21 25 24 23 22 10 15 21 9 8 3 22 13 13 11 16 21 21 16 20 24 13 10 17 2 20 17 11 21 21 24 3 24 24 21 11 9 11 11 4 5 2 11 8 11 12 16 6 20 12 2 23 20 20 17 10 12 12 5
Antal delvis rigtige 0 22 0 0 0 9 0 2 2 3 0 1 0 0 0 0 0 2 1 0 0 3 0 0 6 0 0 0 1 3 0 0 0 2 1 0 2 0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 2 2 3 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 10 1 0 0
Antal forkerte 0 1 2 3 3 7 17 4 12 3 8 15 2 0 1 1 2 13 8 4 15 8 19 2 2 11 11 8 3 1 7 5 1 5 9 3 15 5 6 8 0 2 1 6 1 1 3 8 9 7 8 1 9 16 9 15 10 8 6 13 3 7 17 1 4 4 5 3 11 12 14
Antal ubesvarede 0 0 0 0 0 1 0 1 3 7 1 8 2 0 0 1 1 0 1 0 1 6 3 1 4 1 3 1 0 0 2 0 0 5 5 5 6 0 2 5 4 0 0 16 0 0 1 4 5 4 6 19 10 6 5 2 4 5 3 6 2 1 6 1 1 1 3 2 1 1 6
Antal kvinder 14
Antal mænd 11
Del 1, side 93 af 128
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Optælling på elever
Elev nummer Rigtige Delvis rigtige Forkerte Ikke besvarede Sum af forkerte og ikke besvarede Fejlprocent
1 30 6 32 3 35 49
2 29 2 26 14 40 56
3 31 3 33 4 37 52
4 49 4 14 4 18 25
5 35 4 13 19 32 45
6 37 4 26 4 30 42
7 53 3 14 1 15 21
8 50 3 14 4 18 25
9 34 1 23 13 36 51
10 35 4 26 6 32 45
11 40 7 18 6 24 34
12 48 2 19 2 21 30
13 39 4 21 7 28 39
14 31 2 25 13 38 54
15 46 6 18 1 19 27
16 36 1 28 6 34 48
17 31 4 24 12 36 51
18 44 2 17 8 25 35
19 49 4 8 10 18 25
20 50 4 8 9 17 24
21 37 4 10 20 30 42
22 55 1 8 7 15 21
23 36 6 19 10 29 41
24 46 4 7 14 21 30
25 50 4 13 4 17 24
Del 1, side 94 af 128
Bilag C13
Detektionstest 1 i 1. y på Helsingør Gymnasium
Studieretning: Matematik A, Fysik B, Kemi B
Elev nummer Køn 6 10 12 15c 15d 19 23 32 53 54 55 56 57 Rigtige Delvis rigtige Forkerte Ikke besvarede Sum af forkerte og ikke besvarede Fejlprocent
1 F d d f r r f f f f r r f f 4 2 7 0 7 54
2 M f i f f d f f i r r r f r 4 1 6 2 8 62
3 F d r f r f f f f f d f f f 2 2 9 0 9 69
4 M r r i r r r r r r d f f f 8 1 3 1 4 31
5 M d i i f f f r i r d f f f 2 2 6 3 9 69
6 M f i f r f f f f r r f f f 3 0 9 1 10 77
7 F r r f r f r r f r d f f f 6 1 6 0 6 46
8 F f r f r r d r r r r f f i 7 1 4 1 5 38
9 M f i f r f i f i i f r r f 3 0 6 4 10 77
10 F d f i r f d f r r r f f f 4 2 6 1 7 54
11 F r r i r f r f r r d d r f 7 2 3 1 4 31
12 M f f f r f f r f r d r r f 5 1 7 0 7 54
13 F d r d r r f r i f d r r i 6 3 2 2 4 31
14 M f f f r f i f i r r f f f 3 0 8 2 10 77
15 F d d f r d d r r r r r r f 7 4 2 0 2 15
16 M f i f r f f r f f f r r r 5 0 7 1 8 62
17 F d d f r f i f f r f f r i 3 2 6 2 8 62
18 F r r f r f r f r f d r r f 7 1 5 0 5 38
19 M r r f r f r f r r r r f r 9 0 4 0 4 31
20 F i r i r r i r r i d f r i 6 1 1 5 6 46
21 F d i i r r i i f r i r r i 5 1 1 6 7 54
22 M r r r r r r r d r r r r r 12 1 0 0 0 0
23 M d i i i r i r f r d f f r 4 2 3 4 7 54
24 F r r i r r r r r i i i i i 7 0 0 6 6 46
25 F r r f r r r r r r r r r f 11 0 2 0 2 15
Antal rigtige 8 12 1 22 10 8 13 10 17 10 12 12 5
Antal delvis rigtige 9 3 1 0 2 3 0 1 0 10 1 0 0
Antal forkerte 7 3 15 2 13 8 11 9 5 3 11 12 14
Antal ubesvarede 1 7 8 1 0 6 1 5 3 2 1 1 6
Antal kvinder 14
Antal mænd 11
Del 1, side 95 af 128
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Bilag C15
 Første opfølgende opgavesæt
Vurder spørgsmålene nedenfor og angiv dit svar, hvor svarmulighederne er Ja og Nej
Er 5x 1
5x 2
1
2
 ?
Er 4 3x
5 3x
4
5
 ?
Er 7x 3
6x 3
7
6
 ?
Er 2 5x
2 8x
5
8
 ? Det forventes, at disse opgaver vil blive løst forkert - dvs. at der vil blive svaret Ja.
Reducer brøkerne nedenfor
x 2( )2 4x
x2 3
10 2x
x 1( )2 x2
x 2( ) x 2( )
x2 5 Det forventes, at den reduktion, der involverer kvadratsætningerne, sker korrekt, menat der så forkortes forkert, som i ovenstående opgavetype.
Løs ligningerne nedenfor
1
2
3
4
 2 x
2
x
8
x 2
x 1
2
x 1
3
 2 Det forventes, at eleverne kan klare de første to ligninger.
Del 1, side 103 af 128
Bilag C15
 Andet opfølgende opgavesæt
Spørgsmål i denne gruppe tester for opfattelsen af en brøk som en del af et hele
Hvilken brøk viser tegningen?
 
Hvilken brøk viser tegningen?
 
Skraver i firkanten, så det skraverede felt svarer til 1/3.
  
Spørgsmål i denne gruppe tester for opfattelsen af en brøk som et punkt på en tallinje
Angiv for hvert punkt, om de er placeret korrekt på tallinjen nedenfor
Del 1, side 104 af 128
Bilag C15
Indsæt følgende brøker på tallinjen nedenfor 1
2
3
4
1
6
5
6
17
16
2
3
Er 
1
3
 større end 
1
6
?
Spørgsmål i denne gruppe tester for opfattelsen af en brøk som et decimaltal
Sæt tallene til højre i rækkefølge 1
9
1
8
0.25
3
4
1
5
4
8
1
Er 0.6
6
10
 ?
Er 
2
3
0.25  ?
Spørgsmål i denne gruppe tester for evnen til at operere på en brøk
Udregn 
1
2
1
4
 Udregn 3
4
2
5
 Udregn 2 3
7

Udregn 
1
2
2 Udregn 
1
3
4
Spørgsmål i denne gruppe tester for opfattelsen af en brøk som et forhold
Hvad er forholdet mellem siderne i de to nedenfor viste ensvinklede trekanter?
 
Del 1, side 105 af 128
Bilag C15
 Tredje opfølgende opgavesæt
Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk givet af heltal
Udregn 2
1
3
 Udregn 2
5
3
Det forventes, at
eleverne vil klare disse
opgaver rimeligt godt.Udregn 
2
1
3
6
 Udregn 7
4
1
3

Udregn 
4
10
1
5
 Udregn 1
2
4
5
 Udregn 3
2
3
4
 Udregn 2
5
1
7

Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at forlænge eller forkorte en brøk givet af heltal eller
bogstaver Det forventes, at eleverne
også vil klare disse
opgaver rimeligt godt.
Forlæng 
2
9
 med 2 Forlæng 
3
7
 med 4 Forlæng 
a
b
 med -2
Forkort 
6
9
 med 3 Forkort 
12
3
 med 3 Forkort 
3
2
 med 3 Forkort 
a
b
 med b Forkort 
n
m
 med p
Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk bestående af heltal
Ditto her, men den sidste
opgave vil sikkert volde
vanskeligheder.
Reducer 
5 1
5 2 Reducer 
4 3
5 3 Reducer 
7 3
9 1 Reducer 
8 1
3
3
2

Bemærk ordvalget, der skal lægge op til næste gruppe spørgsmål, der er en gammel kending. 
Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk, hvor tæller og nævner består af
flere led, og hvor x optræder i både tæller og nævner
Forventningen er her, at
eleverne forkorter forkert.Reducer 
7x 3
7x 3 Reducer 
5x 1
5x 2 Reducer 
3 3x
5 3x
Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk bestående af heltal
Formodentlig vil eleverne
ikke klare disse
opgaver, ligesom de
næste, hvor der regnes
på bogstaver.
Udregn 
1
2
4
Udregn 
6
4
3
Udregn 
5
4
7
Udregn 
3
2
4
5
Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk bestående af bogstaver
Reducer 
a
b
c
Reducer 
a
a
b
Reducer 
c
d
d
Reducer 
a
a
b
Reducer 
a
b
b
a
Reducer 
a
b
a
b
Del 1, side 106 af 128
Bilag C15
Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at løse ligninger af forskellig type, se eventuelt
nedenfor
Løs ligningen 5 x 10 Løs ligningen x
4
3
4
 Løs ligningen 6x 5x 2
Løs ligningen 3x
x
3
6 Løs 8 x 4 x 4 Løs ligningen 1
2
x 2x 3 Løs 11
x
22
Eleverne burde kunne klare de fleste af disse.
Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at omskrive mellem brøker og decimaltal
Omskriv brøkerne til decimaltal 6
20
1
5
6
50
Hvis resultaterne fra sidste opfølgende test holder, vil eleverne ikke klare sig her.
Del 1, side 107 af 128
Bilag C15
 Test efter interventionen
Nedenstående spørgsmål er udvalgt fra opfølgende test nummer 3, da det er disse opgaver, som eleverne
ikke har løst korrekt.
Gruppe 1: Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at forlænge eller forkorte en brøk givet af
heltal eller bogstaver
Forkort 
3
2
 med 3 Forkort 
a
b
 med b
Gruppe 2: Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk bestående af heltal
Reducer 
5 1
5 2 Reducer 
4 3
5 3 Reducer 
7 3
9 1 Reducer 
8 1
3
3
2

Gruppe 3: Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk, hvor tæller og
nævner består af flere led, og hvor x optræder i både tæller og nævner
Reducer 
7x 3
7x 3 Reducer 
5x 1
5x 2 Reducer 
3 3x
5 3x
Er 
5x 1
5x 2
1
2

?
Er 
4 3x
5 3x
4
5

?
Er 
7x 3
6x 3
7
6

?
Er 
2 5x
2 8x
5
8

?
Gruppe 4: Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk bestående af heltal
Udregn 
1
2
4
Udregn 
6
4
3
Udregn 
5
4
7
Udregn 
3
2
4
5
Gruppe 5: Spørgsmål i denne gruppe tester for elevernes evne til at operere på en brøk bestående af
bogstaver
Reducer 
a
b
c
Reducer 
a
a
b
Reducer 
c
d
d
Reducer 
a
b
b
a
Reducer 
a
b
a
b
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 Test efter interventionen
Husk at gøre som opgaven beder om. Hvis du er i tvivl om, hvad opgaven går ud på, så må du gerne
spørge. Husk at argumentere for din løsning - det er altså ikke tilstrækkeligt blot at angive et svar, så
medtag eventuelle mellemregninger.
Udregn 
1
2
4
Reducer 
a
b
c
Reducer 
5 1
5 2
Er 
5x 1
5x 2
1
2
 ? Besvar med et "Ja" eller "Nej" og husk at argumentere :-).
Forkort 
3
2
 med 3
Reducer 
7x 3
7x 3
Udregn 
6
4
3
Reducer 
a
a
b
Reducer 
4 3
5 3
Er 
4 3x
5 3x
4
5
 ? Besvar med et "Ja" eller "Nej" og husk at argumentere :-).
Forkort 
a
b
 med b
Reducer 
5x 1
5x 2
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Udregn 
5
4
7
Reducer 
c
d
d
Reducer 
7 3
9 1
Er 
7x 3
6x 3
7
6
 ? Besvar med et "Ja" eller "Nej" og husk at argumentere :-).
Udregn 
3
2
4
5
Reducer 
3 3x
5 3x
Reducer 
8 1
3
3
2

Reducer 
a
b
b
a
Er 
2 5x
2 8x
5
8
 ? Besvar med et "Ja" eller "Nej" og husk at argumentere :-).
Tusind tak for hjælpen!!!
Sten Bregnhoved
Reducer 
a
b
a
b
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Intervention 1, udfyldt af 
Instruktion 1 
Læs nedenstående afsnit ”Om rationale tal” med henblik på at forstå på egen hånd i første omgang. Tag 
noter på det udleverede stykke papir. Husk at skrive navn på papiret. 
Om rationale tal 
Et rationelt tal er et tal, der kan udtrykkes ved en brøk, en endelig decimalbrøk eller en periodisk 
decimalbrøk. Eksempler på sådanne tre tal kunne for eksempel være: 
2
3
 ; 2,75 eller 0,6¯ . Her betyder stregen 
over 6-tallet, at 6-tallet gentages uendeligt mange gange - altså 0,6666666… Bemærk at brøken 
2
3
 og det 
periodiske decimaltal 0,6¯  faktisk er to forskellige måder at skrive præcis det samme tal på. 
Da rationale tal og dermed brøker indgår i mange sammenhænge i forbindelse med løsning af opgaver og 
ved beviser inden for matematikken selv, er det absolut ønskværdigt at mestre dem, ligesom udviklingen af 
hjernen faktisk vil have et bedre fundament at bygge på . 
Nu viser det sig så, at de rationale tal faktisk kan opdeles i seks forskellige kategorier eller grupper, selvom 
de jo ”bare” er brøker, og forskningen viser, at man for at få en bedre forståelse for brøker i det hele taget 
skal arbejde med alle seks måder at skrive et rationelt tal på - altså de seks repræsentationer. Det er det, vi 
vil gøre i det kommende modul . Som eksempel gives her et rationalt tal, som så repræsenteres på de 
forskellige måder nedenfor. Tallet er 
3
4
. 
1) Tallet 
3
4
 kan opfattes som en del af et hele: Altså hvor stor en brøkdel af et hele der er tale om. I denne 
type opgaver indgår ofte cirkeldiagrammer, skraverede arealer, små eventuelt farvede cirkler eller lignende. 
Tallet kan altså repræsenteres ved fx:  
          OOOOOOOOOOOO  eller  
Her er 
9
12
 åbenbart lig med 
3
4
.     
 
    Bemærk også her, at 
6
8
 må være lig med 
3
4
. 
Husk endelig, at en uægte brøk er en brøk, hvor tæller er større end nævner. Vi kan derfor have, at brøken 
5
4
=
4
4
+
1
4
 kan illustreres ved OOOO  OOOO. Vi skal også huske at 
3
4
=
3∙25
4∙25
=
75
100
= 75 %. 
2) Tallet ¾ kan også repræsenteres ved et decimaltal: Her kan vi altså omskrive 
3
4
 til 0,75. 
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3) Tallet ¾ kan også repræsenteres som et punkt på en tallinje, hvilket kunne se således ud: 
Bemærk i dette tilfælde, at man kan opfatte 
3
4
 som 3 ∙
1
4
. 
4) Tallet 
3
4
 kan også opfattes som et tal, der gør noget større eller mindre, som vi fx kender det fra de 
ensvinklede trekanter. I eksemplet nedenfor er de to trekanter ligedannede og ensvinklede, og trekanten til 
venstre er blevet til ved at gange alle sider på trekanten til højre med 
3
4
. For at få den nye figur har vi altså 
først ganget eller forlænget med 3 og så divideret eller forkortet med 4. Man siger, at vi har brugt brøken 
som operator. 
  
 
 
 
 
 
 
 
5) Tallet 
3
4
 kan også opfattes som et forhold mellem to forskellige mængder - fx: 
 Forholdet mellem antallet af piger og drenge i en klasse: 
𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑝𝑖𝑔𝑒𝑟
𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑟𝑒𝑛𝑔𝑒
=
3
4
,  
 forholdet mellem rumfanget af frugtjuice og vand i en læskedrik: 
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑎𝑓 𝑗𝑢𝑖𝑐𝑒
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑎𝑓 𝑣𝑎𝑛𝑑
=
3
4
,  
 eller slet og ret forholdet mellem de ensliggende sider i trekanterne ovenfor. Da vi har vist, at 
forholdet mellem ensliggende sider i ensvinklede trekanter er konstant, kan vi altså sige om 
ovenstående, at forholdet mellem ensliggende sider er 
3
4
. 
6) Endelig kan tallet 
3
4
 opfattes som en kvotient - altså det tal vi ville få, hvis vi udførte divisionen 3 ÷ 4. Skal 
man dele 3 pizzaer mellem 4 personer, vil hver person jo få 
3
4
 pizza. Faktisk er kvotienten løsningen til den 
ligning, der løser ovenstående problem med pizzaerne: 3 = 4 ∙ 𝑥. 
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Instruktion 2 
Ok - vi har nu set, at tallet 
3
4
 kan antage mindst seks forskellige betydninger. Nu skal vi til at arbejde for alvor, 
så vi kan få en god føling med sagerne . Løs opgaverne nedenfor på egen hånd i første omgang. Husk at 
dokumentere arbejdet på det udleverede stykke papir. 
Opgave 1 
a) Angiv brøkdelene som de røde cirkler udgør 
OOOOO  OOOOOO  OOOOOOOOO 
 
b) Farv cirklerne svarende til brøkdelene: 
1
6
,
11
20
,   
10
14
 
OOOOOO  OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO OOOOOOO 
c) Nedenfor er hver gruppe af cirkler én hel. Angiv de uægte brøker som de røde cirkler udgør   
OOOOOOO  OOOOOOO OOOO  OOOO  OOOOOOOO  OOOOOOOO 
d) Nedenfor er hver gruppe af cirkler én hel. Farv cirklerne svarende til brøkerne 110 %,   
9
7
,   0,5 
OOOOOOOOOO  OOOOOOOOOO OOOOOOO  OOOOOOO  OO OO 
Opgave 2 
Man kan omregne fra en brøk til det tilsvarende decimaltal ved blot at gennemføre divisionen. Hvis 
divisionen går op, får vi et endeligt decimaltal, og hvis det ikke går op, får vi et periodisk decimaltal. Det er 
også muligt at omregne ethvert endeligt eller periodisk decimal til en brøk. Normalt vil vi gøre dette i 
hånden, men her benytter vi blot Maple. I denne opgave skal vi omskrive decimaltal til brøker og brøker til 
decimaltal. Når der skal omskrives fra en brøk til et decimaltal, tastes brøken i Maple, der højreklikkes på den 
og vælges Approximate 20 eller lignende. Når der skal omskrives fra et decimaltal til en brøk, tastes tallet, 
der højreklikkes på det og vælges Conversions, Rational. Omskriv følgende tal (der er plads nedenunder): 
-1/4; 2/5; 0,11; +1.1; -0,3; 11/8; 3/3; 5/-6; 6/7; 0.45 - find gerne selv på flere. 
 
 
 
 
Opgave 3 
a) Begynd med at indføre alle tallene ovenfor til tallinjen nedenfor. Skriv både brøken og det 
tilsvarende decimaltal ud for de enkelte punkter. 
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b) Betragt brøkerne, som er på tallinjen mellem -1 og 0, mellem 0 og 1 samt i intervallet hvor 
decimaltallet er større end 1 - hvad kan du sige om tæller og nævner? Hvis du ikke kan finde en 
lighed, så prøv at indsætte nogle flere tal med tilhørende brøker. Skriv dit svar her: 
 
 
c) Sammenlign nu følgende tal - sæt ring om det største tal: 
 0.25 og ¼; 1/3 og 0,3¯ ; 1/3 og 0,3; 1/3 og 0,33; 1/3 og 0,333; 5/4 og 1,25. 
d) Hvor mange tal er der egentlig på hele tallinjen, hvor tæt ligger de, og hvor mange er der mellem fx 0 
og 1, eller mellem 0,9 og 1 eller mellem 0,99 og 1? Er der både brøker og decimaltal? 
Opgave 4 
a) Antag nu, at du havde nogle småkager med i skole i går, og at du delte disse med nogle venner. I dag 
har du flere småkager med, og der er grundet sygdom færre venner at dele med. Får vennerne i dag 
flere småkager, færre småkager eller det samme antal, som de fik i går? 
b) Skemaet nedenfor viser de ni kombinationer, der er antallet af småkager per person, idet antallet af 
småkager, du medbringer, kan være det samme, kan være færre eller flere, ligesom antallet af 
venner, som du deler med, kan være det samme, færre eller flere. Din opgave er nu at udfylde 
skemaet! Angiv et ”0” i skemaet, hvis kombinationen af småkager og venner giver det samme antal 
som i går, angiv med et ”+”, hvis der er flere småkager per person, og angiv med et ”-”, hvis der er 
færre småkager per person. Resultatet fra opgave 4a) er allerede indsat . 
Ændringer i antallet af 
småkager 
Ændringer i antallet af venner 
Stiger Er uændret Falder 
Stiger   + 
Er uændret    
Falder    
 
Opgave 5 
10 mand skal dele 5 pizzaer. Hvor meget får de hver især?  
7 piger skal dele 12 flødeboller. Kan de det ? 
I en opskrift på saftevand skal der bruges 2 liter vand og en halv kop sukker. Hvis man vil lave 6 liter 
saftevand, hvor meget sukker skal der så bruges? 
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Tre håndværkere skal reparere et hus, og reparationen tager fire dage. Hvor lang tid tager reparationen, hvis 
der kommer fire håndværkere i stedet for tre? 
Opgave 6 
a) Find 2/3 af 17 
b) Find 30 % af 9 
c) Find 25 % af 110 
d) Find 100 % af 25 
e) Find 11/10 af 2 
f) ¼ af 6 
Opgave 7 
Overvej hvilke former for repræsentationer, du har arbejdet med i de forskellige opgaver ovenfor. Skriv det 
ned og forbered en argumentation, hvis nu din makker ikke er enig! 
Opgave 8 
Nu kommer en svær én! Forsøg at beskrive med ord, hvilken funktion en tæller og en nævner har i en brøk - 
altså hvad en tæller og en nævner i en brøk egentlig er eller angiver . 
Instruktion 3 
Nu er det tid til, at du med din makker skal løbe alle opgaverne igennem igen. Det er meget vigtigt, at I i 
denne fase bliver enige om, hvad de rigtige svar er, og ikke mindst hvorfor I synes det. Skriv jeres svar på et 
nyt stykke papir, så vi kan se en eventuel udvikling. Husk at skrive makkerparrets navne på papirets forside. 
Sidste instruktion 
Nu skal I samles i gruppen bestående af de to makkerpar, og så skal I igen løbe opgaverne igennem og blive 
enige om løsningerne på opgaverne. Igen gælder, at I skal nedskrive det, som I bliver enige om, på et nyt 
stykke papir. Vi afslutter modulet med en fremlæggelse, hvori alle skal deltage - I bestemmer selv hvem, der 
tager hvilke opgaver. 
 
God fornøjelse!!! 
Sten Bregnhoved 
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Intervention 2, udfyldt af 
Instruktion 1 
Læs nedenstående afsnit ”Om brug af brøker” med henblik på at få en idé om, hvorfor vi arbejder, som vi gør. 
Om brug af brøker 
Vi har i sidste modul arbejdet med de seks forskellige repræsentationsformer, som en brøk kan antage. I dette 
modul skal vi arbejde med nogle af de regler, der tillader os at manipulere brøkerne. Målet er, at vi kan løse 
ligninger, som indeholder brøker i én eller anden forstand, hvorved vi bliver sikrere i en problemløsnings- eller 
eksamenssituation . 
Teorien bag dette moduls arbejde er, at en elev, der har et forkert begrebsbillede (for eksempel om hvordan 
man kan dividere en brøk med en brøk), bedst får rettet sin misopfattelse ved selv at opdage, at der er noget 
galt. Dette kompliceres en smule af, at man jo tror, at man gør det rigtige, så hvordan finder man så ud af, at 
der er noget galt? Jo, vi arbejder med brøkerne i de forskellige repræsentationsformer og ser, om vi så ikke kan 
få skabt en situation, som får os til at indse, hvordan vi skal gøre. 
Bemærk i øvrigt, at der kan være mange mere eller mindre gode årsager til, at man besidder en forkert 
opfattelse - det vigtige i denne situation er, at I har valgt at gøre noget ved det, hvilket jeg kun kan respektere 
jer for. 
Instruktion 2 
Ok - vi har nu en ide om, hvorfor vi sidder her. Løs opgaverne nedenfor på egen hånd i første omgang. Husk at 
dokumentere arbejdet på nærværende stykke papir, der skal udstyres med navn på forsiden. 
Opgave 1 
a) Indtegn brøkerne 
1
2
,    
1
4
,    
1
5
 på tallinjen nedenfor. Find og marker den halve afstand mellem 0 og brøk. 
 
 
 
b) Omregn brøkerne 
1
2
,    
1
4
,    
1
5
 til decimaltal. Find det halve af decimaltallet. 
 
c) Indtegn brøkerne 
1
2
,    
1
4
,    
1
5
 i figurerne nedenfor. Find det halve af hver figur og skriv det nedenfor. Du 
vælger selv hvilken figur, du vil bruge til hvilken brøk. 
 
          
 
     OOOOOOOO 
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d) Ovenfor har vi fundet det halve, hvilket svarer til at dele med to eller gange med en halv. Udregn 
derfor: 
 
1
2
∙
1
2
,    
1
2
∙
1
4
,    
1
2
∙
1
5
. Kontroller at du får det samme som i de tre forrige opgaver. 
 
 
 
e) Løs som brøk: 
1
2
2
,    
1
4
2
,    
1
5
2
 og kontroller, om dit resultat passer med de fire foregående opgaver. 
 
 
Opgave 2 
a) I opgave 1 har vi divideret en brøk med et tal - dvs. 
𝑎
𝑏
𝑐
. Denne brøk kan skrives kortere, hvis vi forsøger 
at finde en regel på basis af vores resultater fra opgave 1. Opstil reglen. 
 
b) Verificer nu reglen ved at bruge den på de tre delopgaver fra opgave 1: 
1
2
2
,    
1
4
2
,    
1
5
2
. 
 
 
c) Benyt reglen ved at løse følgende, nye opgaver: 
1
7
2
,    
1
13
3
,    
2
3
4
. 
 
 
d) Benyt reglen ved at løse disse opgaver: Hvad er 
𝑎
𝑏
𝑐
, når: a=3, b=2, c=4;    a=1, b=1, c=2;    a=3, b=3, c=3. 
 
  
 
Opgave 3 
a) Indtegn heltallene 1, 2 og 3 på tallinjen nedenfor. Find også brøkerne 
1
2
,    
1
4
,    
1
5
 og tæl hvor mange af 
hver brøk, der skal bruges for at ”dække” hele vejen fra 0 til de enkelte heltal. 
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b) Omregn brøkerne 
1
2
,    
1
4
,    
1
5
 til decimaltal.  
Bestem ved hjælp af decimaltallene: 
1
1
2
,    
2
1
2
,    
3
1
2
,    
1
1
4
,    
2
1
4
,    
3
1
4
,    
1
1
5
,    
2
1
5
,    
3
1
5
. 
 
 
 
c) Benyt figurerne nedenfor til at finde ud af, hvad divisionen ved hver figur giver:  
 
 
    
     Figur 2: 𝟐𝟏
𝟓
 
 
 
  OOOOOOOO     OOOOOOOO     OOOOOOOO   
   Figur 3: 𝟑𝟏
𝟒
 
d) At dividere med en halv svarer til at gange med to. Udregn derfor 
1
1
2
,    
2
1
2
,    
3
1
2
 ved at gange tælleren 
med to i stedet for at dividere med en halv. Kontroller at du får det samme som i de tre forrige 
opgaver. 
 
 
 
e) Løs nu ved brøkregning de resterende opgaver: 
1
1
4
,    
2
1
4
,    
3
1
4
,    
1
1
5
,    
2
1
5
,    
3
1
5
 og kontroller, om dit resultat 
passer med de tre første delopgaver i nærværende opgave 3. 
 
 
 
Opgave 4 
a) I opgave 3 har vi divideret et tal med en brøk - dvs. 
𝑎
𝑏
𝑐
. Denne brøk kan skrives kortere, hvis vi forsøger 
at finde en regel på basis af vores resultater fra opgave 3. Opstil reglen. 
 
          
          
Figur 1: 
𝟏
𝟏
𝟒
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b) Verificer nu reglen ved at bruge den på de tre delopgaver fra opgave 1: 
1
1
2
,    
2
1
2
,    
3
1
2
. 
 
 
c) Benyt reglen ved at løse følgende, nye opgaver: 
16
1
8
,    
3
1
7
,    
4
2
5
. 
 
 
d) Benyt reglen ved at løse disse opgaver: Hvad er 
𝑎
𝑏
𝑐
, når: a=3, b=2, c=4;    a=1, b=1, c=2;    a=3, b=3, c=3. 
 
Opgave 5 
Endelig skal vi kigge lidt på en brøk divideret med en brøk - lad os se, om det nu ikke går endda, selvom det kan 
lyde svært. I opfordres til at tegne tallinjer, figurer og benytte overskuelige taleksempler, hvis det kniber med 
at følge argumentationen. 
Vi har i de foregående opgaver arbejdet med et tal divideret med en brøk, så hvis vi i dette nye område blot 
betragter tællerens brøk som et tal (hvad det jo er), så må vores regel fra tidligere jo kunne finde anvendelse. 
Reglen lød: 
𝑎
𝑏
𝑐
=
𝑎∙𝑐
𝑏
.  
Her skal vi arbejde med udtryk i stil med 
𝑑
𝑒
𝑏
𝑐
, så hvis vi opfatter 
𝑑
𝑒
 som tallet a i reglen umiddelbart ovenfor, så får 
vi altså 
𝑑
𝑒
𝑏
𝑐
=
𝑎
𝑏
𝑐
=
𝑎∙𝑐
𝑏
=
𝑑
𝑒
∙𝑐
𝑏
=
𝑑∙𝑐
𝑒
𝑏
. Vi bemærker nu, at dette jo blot er en brøk divideret med et heltal, og det har 
vi jo også arbejdet med - der fandt vi reglen: 
𝑎
𝑏
𝑐
=
𝑎
𝑏∙𝑐
, og anvender vi denne regel på udtrykket fra tidligere, får 
vi: 
𝑑∙𝑐
𝑒
𝑏
=
𝑑∙𝑐
𝑏∙𝑒
. 
Vi kan altså konkludere, at der gælder følgende, hvis vi har en brøk, der skal divideres med en brøk: 
𝑑
𝑒
𝑏
𝑐
=
𝑑 ∙ 𝑐
𝑏 ∙ 𝑒
 
a) Benyt reglen til at løse disse opgaver: 
1
2
1
4
,   
1
3
1
5
,   
2
3
4
7
,   
3
4
1
4
,   
2
2
4
4
,   
2
3
2
3
. 
 
 
b) Nogle af brøkerne ovenfor blev måske et. Kan de det? 
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c) Hvornår er en brøk 1? Hvad gælder for tæller og nævner i påkommende tilfælde? Hvor skal tæller og 
nævner være på tallinjen, hvis brøken skal give 1? 
 
d) Kan en brøk blive 0? 
 
e) Hvad skal der til for, at en brøk kan blive 0? 
 
 
Opgave 6 
Den sidste opgave handler om forkortning af brøker. Begynd med at betragte dette udtryk: 
5∙𝑥+1
5∙𝑥−2
. 
a) Indgår der et lighedstegn i udtrykket (Svar blot Ja eller Nej)? 
b) Er det en ligning (Svar blot Ja eller Nej)? 
c) Prøv om muligt at forkorte brøken - skriv din argumentation og dit resultat herunder. 
 
 
d) Sæt x til 2. Beregn nu tællerens værdi og beregn herefter nævnerens værdi. Hvad bliver brøkens værdi 
nu? Passer det med dit resultat fra tidligere? 
e) Gentag med følgende brøker: 
2∙𝑥+3
2∙𝑥+4
,   
5+𝑥
5−2∙𝑥
,   
3−7∙𝑥
3−2∙𝑥
,   
5−2∙𝑥
2−2∙𝑥
. 
 
 
 
f) Hvad kan vi konkludere i forhold til forkortning af de viste typer af brøker? 
 
Instruktion 3 
Nu er det tid til, at du med din makker skal løbe alle opgaverne igennem igen. Det er meget vigtigt, at I i denne 
fase bliver enige om, hvad de rigtige svar er, og ikke mindst hvorfor I synes det. Skriv de svar ned, som I har 
været uenige om, så vi kan se en eventuel udvikling. Benyt den nys udleverede udskrift af nærværende 
dokument. Husk at skrive makkerparrets navne på papirets forside. 
Sidste instruktion 
Nu skal I samles i gruppen bestående af de to makkerpar, og så skal I igen løbe opgaverne igennem og blive 
enige om løsningerne på opgaverne. Igen gælder, at I skal nedskrive det, som I bliver enige om, på en ny udskift 
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- husk at skrive navn på. Vi afslutter modulet med en fremlæggelse, hvori alle skal deltage - I bestemmer selv 
hvem, der tager hvilke opgaver. 
 
God fornøjelse!!! 
Sten Bregnhoved 
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57 spørgsmål fra Professoren
1. Giv et andet udtryk for 1 12 :
2. Giv et andet udtryk for 3 23 :
3. Betyder a2 det samme som 2a? Ja: Nej: Kan ikke svare:
4. Er 3a = a3? Ja: Nej: Kan ikke svare:
5. Betyder 4b det samme som 4 + b? Ja: Nej: Kan ikke svare:
6. Hvad er a
b
· b
a
? (Hvor hverken a eller b er 0.)
7. Er tallet −a positivt eller negativt, eller kan det ikke afgøres?
Positivt: Negativt: Kan ikke afgøres:
8. Hvor meget er 110% af 85?
9. En vare koster inklusive 25% moms 150 kr. Hvor stor en procentdel
af de 150 kr. udgør momsen?
10. Hvad er 3√
2
·
√
2
3 ?
11. Hvilket tal er størst: 59 eller 0,6?
12. Hvad er
c/d
c
?
13. Hvilket tal er størst: 133 eller
13
4 ?
14. Hvad er 0 · x?
15. Hvad er 0 + x?
Hvad er x− x?
Hvad er a+ b− a− b?
Hvad er a+ b− (a− b)?
1
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16. Hvad er a
5
a5
? (Hvor a ikke er 0.)
17. Findes der nogen værdier af a, således at a2 = 2a? Ja: Nej: Kan
ikke svare:
18. Findes der nogen værdier af b, således at 4b = 4 + b? Ja: Nej:
Kan ikke svare:
19. Om tallene k og s ved vi, at 45 · k = s. Isolér k:
20. Hvad er løsningen/løsningerne til ligningen 3x− x = 2x?
21. Hvad kan du sige om de to tal c og d når: 7c + 22 = 109 og
7d+ 22 = 109?
22. Hvad kan du med ord sige om sammenhængen mellem x og y når
y = x+ 5?
23. Er f(x) = x2−x og g(x) = x(x−1) lig hinanden eller er de forskel-
lige? Lig hinanden: Forskellige:
24. Hvis f(x) = 5 for alle x, er f så en funktion? Ja: Nej: Kan ikke
svare:
25. Er x = 0 en løsning til ligningen 3x−x = 2x? Ja: Nej: Kan ikke
svare:
26. Afrund 148,72+51,351 til et helt tal:
27. Hvilke af følgende brøker er lig hinanden: 14 ,
4
16 ,
4
12 ,
2
8 .
28. Opskriv 320 som decimaltal:
29. Hvilken er sødest: En blanding af 2 teskefulde sukker og 6 teskefulde
citronsaft eller en blanding af 8 teskefulde sukker og 24 teskefulde
citronsaft? Den første: Den anden: Lige søde:
30. Hvilket tal er størst: 0,32 eller 0,315?
31. Hvis P er antal professorer og S er antal studerende, hvad udtrykker
følgende ligning da om sammenhængen mellem antallet af profes-
sorer og antallet af studerende: 6 · P = S?
2
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32. Hvornår er de to udtryk a+ b− c og a− b+ c lig hinanden?
33. Løs ligningen: x = 1.
Løs ligningen: (x− 3)(x− 5) = 0.
34. Bestem n når: 4 + n− 2 + 5 = 11 + 3 + 5.
35. Løs ligningen: 3x+ 20 = x+ 64.
Løs ligningen: 7x− 3 = 13x+ 15.
Er x = 10 en løsning til ligningen: 7x− 3 = 13x+ 15?
36. Løs ligningen: −6x = 24.
Løs ligningen: 6x = 24.
37. For hvilke x gælder: 38x+ 72 = 38x?
38. Er 110 og 0, 1 det samme? Ja: Nej: Kan ikke svare:
39. Er 14 og 0, 4 det samme? Ja: Nej: Kan ikke svare:
40. Ligger 911 mellem 1,0 og 1,2? Ja: Nej: Kan ikke svare:
41. Hvor mange decimaltal er der mellem 27 og
3
7?
42. Hvor mange brøker er der mellem 0,65 og 0,66?
43. Opskriv
1/2
1/4
og 2, 14, 1 som sædvanlige brøker:
44. Hvad er arealet af et rektangel med siderne s og 1
s
(med s > 0)?
Hvad er omkredsen?
45. I et koordinatsystem er punkterne med koordinaterne (2,−7) og
(7,−2) endepunkterne af et linjestykke. Hvad er koordinaterne for
linjestykkets midtpunkt?
46. I et koordinatsystem går der en ret linje gennem punkterne (0, 0)
og (1, 3). Opskriv en forskrift for denne linje:
3
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47. Hvilke af figurerne A, B, C, D, E og F forestiller funktioner?
Fig. A: En funktion: Ikke en funktion: Kan ikke svare:
Fig. B: En funktion: Ikke en funktion: Kan ikke svare:
Fig. C: En funktion: Ikke en funktion: Kan ikke svare:
Fig. D: En funktion: Ikke en funktion: Kan ikke svare:
Fig. E: En funktion: Ikke en funktion: Kan ikke svare:
Fig. F: En funktion: Ikke en funktion: Kan ikke svare:
Hvis du har svaret ’Ikke en funktion’ til en eller flere af figurerne,
forklar da hvorfor der ikke er tale om en funktion:
4
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48. Hvilke hele tal er der mellem −2 og 3,5?
49. Findes der et største tal a som opfylder: 2 ≤ a < 4? Ja: Nej:
Kan ikke svare:
50. Hvis a = b er så b = a? Ja: Nej: Kan ikke svare:
51. Hvis a < b er så b < a? Ja: Nej: Kan ikke svare:
52. Hvis a < b er så b > a? Ja: Nej: Kan ikke svare:
53. Er a− 1
b+ 1 =
a
b
− 1? Ja: Nej: Kan ikke svare:
54. Hvad er a · (−1)
b · (−1) ?
55. Er a+ 3
a+ 4 =
3
4? Ja: Nej: Kan ikke svare:
56. Er a− 1
b− 1 =
a
b
? Ja: Nej: Kan ikke svare:
57. Hvad er 3x− 1−3x+ 1?
5
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1. 1.5  De fleste elever vil identificere dette korrekt 
 
2.    Det blandede tal bliver for kompliceret at overskue 
3. NEJ  De ved godt at dette er 2 forskellige ting 
4. Kan ikke svare: Spørgsmålet er om de forstår skrivemåden 
NEJ:  Frygt for at de vil se det som a opløftet i 3 
5. NEJ  Det ved de godt 
6. 0  Samme fejl alle årgange 
7. Negativt Fordi fortegnet er – foran a 
8. 95  Fordi eleverne vil lægge 10 til de 85 idet er er 110% og 100 procent er 85 
9. 25%  De ved ikke hvad de ellers skal stille op med opgaven 
10. Kan ikke svare Kvrod 2 forvirrer eleverne 
0  samme fejl som i sp 6 
1  Da det er mere overskueligt med tal 
11. Gæt  De vil ikke kunne omsætte decimal til brøk og det samme omvendt 
12. d  Da c og c går ud med hinanden 
13.   Eleverne har en ide om at 1/3 er større end ¼ 
14. 0  Det ved de godt 
15. de første 3 korrekt men ikke den sidste her vil svaret være 0, idet de ikke kan ophæve parentes 
16. 0 eller 1De kan muligvis bruge reglen a^(n-m).  
17. Korrekt svar Enten ved at løse ligning eller ved at indsætte tal i ligningen 
18. Forkert svar De vil igen sætte tal ind i stedet for at løse ligningen (Der står ikke nogen  
steder at de skal løse en ligning) 
19. korrekt svar De ved hvad de skal her 
20. 0  Idet Der vil stå 2x=2x og de vil prøve at samle x på en side hvilket så vil blive at  
0=0, og de har ikke begreb om løsningsmængder 
21. Forkert De ved ikke hvordan de skal gribe opgaven an 
22. Vil se det som en ret linje, hvor de vil udtale sig om hældning og skæring med y akse 
23. Det vil de kunne De kan godt gange ind i parentes 
NEJ  Da det er tydeligt at der står 2 forskellige udtryk 
24. NEJ  Idet der ikke optræder noget x 
JA  De kender y=k 
25. Korrekt De vil sætte 0 ind på x’s plads 
26. Korrekt  De har haft en del om hele tal i folkeskolen 
27. Delvis korrekt De vil måske lave den første og så tænker de ikke over at der måske er flere  
som er lig hinanden 
28. Forkert De ved ikke hvad de skal gøre med denne 
29. Korrekt De kan godt se forholdet 
30. Korrekt 
31. Forkert De skal læse en tekst først og blander rundet på begreberne, der er 6 gange  
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flere prof end studerende 
32. Forkert Der er for mange variable/symboler 
33. Korrekt Løsningen vil blive angivet korrekt, men det er mere instrumentelt 
Forkert De vil gange parentesen ud og gå i stå 
34. Korrekt Simpel ligningsløsning 
35. Korrekt  Den sidste vil de svare på med inspektion og ikke ved at se på resultatet i  
forrige opgave 
36. Korrekt De kan de godt 
37. Forkert De ved ikke hvad de skal gøre når de finder ud af at 0x=-72 
38. Korrekt  
39. Korrekt 
40. Korrekt 
41. forkert De kan ikke se uendelighedsbegrebet 
42. forkert Samme som 41 
43. 2/4 den anden er en fin brøk i forvejen: De ved ikke hvad en sædvanlig brøk er 
44. Delvist korrekt  De ved godt at de skal gange siderne sammen, omkredsen kan de ikke  
huske 
45. Korrekt   Det kan de godt huske 
46. Delvist   De kan godt finde hældningen på linjen, men b kan knibe. De ved godt at  
det er skæring på y-akse, men er ikke helt sikre på hvordan man  
matematisk skal finde b 
47.                                            Fig A, Hopper i med begge ben, fig b,c,d korrekt, e og F, bliver de i tvivl 
48. Korrekt   Et helt tal burde sige dem noget 
49. Forkert   Tror ikke de forstår ordlyden af opgaven. Findes der et “Største” tal  
50. Korrekt   Det burde give mening for dem 
51. Korrekt      
52. Korrekt 
53. Forkert   De vil prøve at løse ligningen, men vil ikke komme igennem 
54. Korrekt/forkert  De vil syntes at stykket ser underligt ud og vil muligvis springe det over 
55. Korrekt   En middelelev burde kunne dette 
56. Korrekt   Samme som 55 
57. Forkert   De kan ikke sætte udenfor parentes og ser derfor ikke pointen i opgaven 
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Forord 
Nærværende rapport er udarbejdet på andet semester på matematikvejlederuddannelsen på RUC i 
perioden januar 2015 til maj 2015. På andet semester var emnet ræsonnementer og bevisførelse i 
matematik. Rapporten indledes med en problemformulering, der følges af det anvendte teorigrundlag, 
inden matematikvejledningens tre faser detektion, diagnose og intervention beskrives, hvorefter der 
konkluderes. Den del af litteraturstudiet, der ikke indgår direkte i rapporten er placeret i et appendiks. 
Bilagene til denne rapport navngives med A2x, B2y, C2z og D2t, hvor A, B, C og D betyder, at det kommer 
fra henholdsvis Jacob, Signe, Sten eller er fælles, 2 betyder, at det hidrører fra 2. semesterrapporten, og x, 
y, z og t er de fortløbende numre, som anvendes i hver gruppe af bilag.  
Rapporten er forfattet af Jacob Bendtsen fra Hillerød htx, Signe Andersen fra Egedal Gymnasium og HF 
samt Sten Bregnhoved fra Helsingør Gymnasium. Vejledere på projektet har været Uffe Thomas Jankvist, 
Aarhus Universitet, og Mogens Niss, Roskilde Universitet.
 
Del 2, side 1 af 272 
Indledning 
Bevisførelse er for os som undervisere en naturlig del af matematikken, og vi bruger mange ressourcer på 
at arbejde med beviser. Baggrunden for dette er dels, at eleverne skal opnå en indsigt i matematikkens 
dybere væsen, hvilket, ud over den tilfredsstillelse dét kan give, og som kan virke motiverende i sig selv, 
også ses som et studieforberedende tiltag, og dels at eleverne skal forstå, hvorfor en given sammenhæng 
eller teknik er, som den er, og hvorfor den kan være en hjælp i en problemløsningssituation. Tillige er en 
indsigt i matematikken en nødvendighed for, at eleverne kan vælge den mest hensigtsmæssige måde at 
angribe et givent problem på. 
Imidlertid kan vi både i den ordinære undervisning og ikke mindst ved den mundtlige eksamen, hvor der 
altid indgår krav om bevisførelse eller andet ræsonnement, konstatere, at for mange elever ikke kan løse 
opgaven tilfredsstillende. Eleverne er oftest ikke i stand til at kunne ræsonnere sig fra nogle givne 
præmisser til den endelige sætning eller at argumentere for en given sammenhæng selv ud fra et grafisk 
billede - det vil sige med forholdsvis små krav til formel matematik -, og eleverne klager ofte over, at de 
”ikke kan huske det hele udenad”, hvilket indikerer, at de i mange tilfælde tror, at et bevis skal huskes - ikke 
forstås.  
Eleverne har også svært ved at bruge det præcise, matematiske sprog, som i stedet bliver erstattet med 
dagligdags begreber, så som ”Jeg flytter x’erne over på den anden side af ligningen” eller ”Jeg sætter denne 
her over denne her”, med reference til division. Problemerne med sproget gør sig ikke kun gældende i 
mundtlig sammenhæng, men i den grad også når det drejer sig om at kunne gøre sig forståelig skriftligt. 
Flere og flere skriftlige opgaver lægger op til, at eleverne skal give forklaringer til deres beregninger eller til 
et bevis. Eleverne har her svært ved at se en sammenhæng mellem beregninger og forklaringer, givetvis 
fordi de ikke kan se logikken og de forskellige trin, som leder frem til det endelige svar eller bevis. 
Vi oplever således nogle elever, som dels har svært ved at ræsonnere, som dels ikke har den absolut mest 
effektive måde at arbejde på, og som endelig eller måske netop derfor kan have en tilgang til 
matematikken, som kan forpurre deres lyst til at arbejde med det, der er sværest for dem i matematikken: 
Bevisførelse. På basis af ovenstående analyse opstilles hermed følgende problemformulering. 
Problemformulering  
 I hvilket omfang er vanskeligheder i forhold til logik den primære snublesten i relation til elevernes 
tilegnelse af ræsonnementskompetencen? 
 I hvor høj grad er elevernes matematikforestillinger en hindring for deres tilegnelse af 
ræsonnementskompetencen? 
 Hvad vil en intervention i form af en diskussion i klassen, hvor elevernes bud på et givent bevis 
tages op, så rigtige og forkerte argumenter kan blive vendt, og hvor eleverne sættes i en situation, 
hvor de får et behov for at føre et bevis, betyde for elevernes forståelse af et bevis? 
 I hvilken udstrækning vil en klasserumsbaseret intervention, hvor eleverne arbejder med forskellige 
bevistyper, kunne hjælpe på elevernes forståelse af, hvad et bevis er? 
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Teorigrundlag 
I det følgende afsnit præsenteres den teori, som vi har anvendt i forbindelse med vores diagnose- og 
interventionsfaser, idet det dog skal bemærkes, at der i litteraturstudiet har været et relativt stort 
sammenfald, for så vidt angår modeller og opfattelser af beviser, bevisers funktion og bevisførelse i det 
hele taget, at en mindre del af teorigrundlaget også er at finde i appendiks. 
Om den didaktiske kontrakt 
I Brousseau (1997) spiller den didaktiske kontrakt en central rolle i analysen og konstruktionen af 
undervisningssituationer i forhold til læring af matematik, og den kan defineres som den forventning, 
læreren har til sin elev, og som eleven har til sin lærer. Det drejer sig blandt andet om, hvordan man læser 
lektier, hvordan man opfører sig, hvordan opgaverne besvares, men ikke mindst om hvilke tanker eleverne 
har om lærerens forventninger til dem, deres besvarelser og meget andet.  
Hvis man har den holdning, at læring er en ændring i den viden, en lærende besidder i forvejen, og at 
denne ændring skal ske som en resultat af den lærende selv, er det hermed underviserens opgave at skabe 
en læringssituation, hvor den lærendes ”første” svar på en opgave ikke er det ønskede svar, idet der jo så 
ikke sker en læring, fordi den lærende allerede kendte svaret.  
Der redegøres for, at man taler om to principielt forskellige situationer og yderpunkter: En situation, hvor 
en lærer fortæller og formidler alt det, som en elev skal lære, og en situation, hvor det er eleven selv, der 
lærer på egen hånd. Begrebet devolution, der kan oversættes med overlevering, hvori det ligger, at eleven 
så at sige overtager ansvaret og lysten til at løse et givent problem for sin egen skyld, benyttes til at 
argumentere for, at undervisningen skal foregå således, at en elev oplever et behov for at løse det 
pågældende problem, og at eleven kan se problemet som et universelt problem, således at 
problemløsningsteknikken kan anvendes i alle andre situationer, der er forskellige fra læringssituationen, 
idet der skelnes mellem en didaktisk situation (den klassiske læringssituation) og en adidaktisk situation, 
hvor det er lykkedes for læreren at skjule hensigten og målet med læringssituationen, og eleverne lærer på 
trods af dette. 
Der følger et eksempel, hvor et spil går ud på, at eleverne skal gætte på antallet af klodser i en klasse, og 
derved skal eleven lære at subtrahere. Spillet er da midlet til, at overleveringen sker, og når og hvis det 
lykkes, har vi en adidaktisk situation.  
Idet formålet med læringssituationen er at bringe mening i viden, påpeges det, at det er vanskeligt at vide 
præcis, hvad eleverne har dannet af mening og hvilken implicit forhandlet didaktisk kontrakt, der måtte 
være til stede mellem en underviser og en klasse, hvilket bliver særdeles tydeligt, hvis der for eksempel 
skiftes lærer, og at det er nødvendigt at inddrage epistemologiske forhold for at forstå, hvorledes 
didaktiske aktiviteter håndteres over tid. For eksempel vil en lærer samtidig med, at der undervises i ”noget 
viden” (rent konkret), påvirke eleverne i forhold til, hvorledes denne viden bruges og bringes i spil. Denne 
epistemologiske rolle er svær at identificere, antage og kontrollere, og samtidig er den tilsyneladende vigtig 
i forhold til kvaliteten af den opnåede viden (det sidste forhold synes ikke at være underbygget i den 
resterende del af artiklen).   
For at demonstrere denne dualitet i lærerens erkendelsesmæssige rolle, bliver der i det følgende taget 
udgangspunkt i måling, idet dette felt indgår i en stor del af det matematiske arbejde i folkeskolen. Da der 
 
Del 2, side 3 af 272 
altid er en begrænset målenøjagtighed, og et måletal kan antage alle værdier i et givent interval, må 
læreren bruge data, der er diskrete, eller som ikke er virkelige for eksempel, og læreren føler sig tvunget til 
at undgå at komme ind på sammenhængen mellem måledata og de fysiske størrelser, de repræsenterer, 
hvilket medfører en epistemologisk rolle, der er falsk. Først når eleverne har lært om differentialregning og 
meget andet godt, kan det sande billede blive introduceret. 
Det er en interessant pointe, at den manglende konsensus mellem målinger i virkelighedens verden og 
beregninger i matematikuniverset har affødt pædagogiske strømninger, som ”hands on-aktiviteter giver en 
bedre forståelse”, når dette i virkeligheden har den modsatte effekt, idet følgen af den manglende 
sammenhæng tværtimod medfører, at teori blandt nogle ses som en størrelse, der kan tilpasses den 
virkelig, der opfattes (men altså opfattes forkert eller begrænset). 
Artiklen går videre ved at komme med et bud på, hvordan vi så gennemfører målingerne, hvilket ikke skal 
berøres her. 
Tydelige eksempler på (uheldige) didaktiske kontrakter og deres effekt ses i EMS (2012), hvor fire 
situationer bliver præsenteret: I eksemplet med kaptajnens alder, bliver den opgave, at et skibs kaptajns 
alder skal bestemmes, stillet, og der gives følgende oplysninger: Der er 26 får og 10 geder om bord på 
skibet. 76 ud af 97 elever beregnede da kaptajnens alder ved en kombination af forskellige operationer på 
disse to tal, idet det var forventningen, at de tal, der skal bruges til løsningen af opgaven, var blevet givet.   
I et andet eksempel lærte elever at subtrahere to tal ved en given algoritme. I en opgave stillet nogle uger 
senere blev de da bedt om at subtrahere to tal i tre forskellige opgaver. 16 ud af 19 elever benyttede 
algoritmen, selvom den var mere besværlig end blot at bestemme differencen direkte (den konkrete 
opgave var at bestemme 999-111).  
Et tredje eksempel omhandler ligninger, hvori der indgik blandede tal, hvilke eleverne i den pågældende 
klasse havde arbejdet med for længe siden. Idet elevernes forventning baseret på deres erfaringer med den 
pågældende lærer var, at vedkommende normalt altid refererede til tidligere gennemgået stof, og da dette 
netop ikke skete i dette tilfælde, blev de blandede tal altså opfattet som produkter af heltal og brøker. 
Det sidste eksempel går på nogle ligninger, som skulle løses – imidlertid var løsningsmængden tom, hvilket 
disse elever åbenbart ikke var vant til fra tidligere. 
Fælles for ovenstående eksempler er, at eleverne ikke tænker på opgavens ordlyd, men handler i tråd med 
deres opfattelse af den didaktiske kontrakt, som i øvrigt er meget klasseafhængig – i. e. der er stor forskel 
på den didaktiske kontrakt fra klasse til klasse og lærer til lærer. 
Endelig skal det kort beskrives, at der er nogle paradokser i forhold til den didaktiske kontrakt: Problemet 
er, at enhver hjælp, læreren giver, mindsker elevens usikkerhed, hvorved betingelserne for læring bliver 
ringere (jævnfør begyndelse af dette afsnit), ligesom det faktisk er svært at gennemføre en overlevering, 
når eleverne ikke forstår, det, der tales om, da de jo ikke har opnået en viden om det pågældende område 
endnu. Endelig nævnes, at eleverne også står med et paradoks, idet eleverne ved (tror), at lærerne har en 
(den korrekte) løsning, hvorfor den (dårlige) didaktiske kontrakt medfører, at eleverne ikke selv engagerer 
sig i den matematiske substans. Således må den didaktiske kontrakt brydes, hvis eleverne skal lære i 
henhold til ovenstående.  
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Kommentar til ovenstående: Bemærk dog, at kontrakten jo godt kan være af en sådan beskaffenhed, at 
eleverne selv skal bemægtige sig et problems løsning, og da skal kontrakten ikke brydes. Faktisk er det jo 
netop det, der sker i stor udtrækning, men det er altid en balance i forhold til tid og motivation. 
Om matematikforestillinger 
I Op‘t Eynde et. al. (2002) beskrives matematikforestillinger – dvs. opfattelser af, hvad matematik er, og 
hvordan det bør bedrives.  
Læring er en social aktivitet, og det er derfor nødvendigt at have et kendskab til de begreber og regler, der 
gælder i de forskellige sociale kontekster. Således er læringen ikke blot aktiviteter, som kræver brug af 
kognitiv og meta-kognitiv viden og strategier, det er også de konative (som har med vilje at gøre) og 
affektive (som har med følelserne at gøre) faktorer, som fx motivation og selvsikkerhed. Alt dette samler sig 
en såkaldt matematisk disposition, som består af fem forskellige elementer: 
1. En tilgængelig vidensbase i forhold til matematikken 
2. En veludviklet heuristisk metode, så man effektivt kan søge efter løsninger 
3. En metaviden - dels kognitivt og dels om ens motivation og følelser med henblik på at forbedre 
evnen til at udføre et bevidst valg af handlinger (en volition) 
4. Selvregulerende evner, så man kan agere på ovennævnte punkt 
5. Matematikforestillinger - i forhold til matematikken, selvet og klasserummet 
Pointen er her, at de studerende først, hvis de besidder alle fem elementer, er i stand at være gode 
problemløsere, og at der er en del nyere forskning, der peger på, at særligt matematikforestillingerne er 
vigtige. På trods af dette er der endnu ikke opstillet en teori, som samler alle mulige typer af forestillinger, 
hvilket forfatterne af denne artikel da forsøger, og de lægger ud med at definere, hvad elevers 
matematikforestillinger egentlig er, nemlig (i en dansk oversættelse fra artiklen) de implicitte eller 
eksplicitte, subjektive opfattelser, som eleverne anser for at være sande, og som påvirker deres 
matematiske læring og problemløsning. 
Herefter refereres en undersøgelse af mulighederne for en kategorisering af de forskellige 
matematikforestillinger på basis af de seneste tyve års forskning, hvis resultat ses på figuren1 nedenfor. 
                                                          
1 p. 19, Op’t Eynde et. al. (2002) 
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Imidlertid er der ikke nødvendigvis det samme indhold i de grupper af forestillinger, der ellers er navngivet 
ens, hvorfor det konkluderes, at vi har behov for en model, der definerer forestillingerne, og som kan 
forklare, hvilken effekt de forskellige matematikforestillinger har på elevers evne til at lære matematik. 
I dette arbejde er det meget vigtigt, at der skelnes mellem viden og forestilling, hvorfor der gennemføres 
en analyse af, hvad matematikforestillinger egentlig er.  
Forestillinger funderes i de sociale kontekster, vi færdes i. I første omgang tror vi på alt, vi hører, og 
efterhånden som vores andre forestillinger og viden bygges op, kan vi i anden fase begynde at tvivle og 
bevidst ændre vores mening om dette eller hint. Hermed er alle forestillinger nærmest unikke, da ingen jo 
udvikler sig ens, og dermed er en respons på hvad som helst også forskellig fra person til person. Det er 
værd at bemærke, at viden og forestillinger altid arbejder sammen - skal man for eksempel løse et problem, 
så benytter man sin viden og en forestilling om, hvad man skal gøre, uanset om denne forestilling er sand 
eller ej. Forestillingen behøver altså ikke at være sand, idet den er sand for Jeg’et, der besidder 
forestillingen, og andres mening om sandheden er derfor uvæsentlig. Viden derimod skal være sandt - det 
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vil sige, at et udsagn skal vurderes som sandt ud fra nogle socialt accepterede, videnskabelige kriterier -, så 
fra en epistemologisk synsvinkel er forestillingerne en individuel struktur, medens viden er en social 
struktur. 
Forestillinger er som viden organiseret i klynger, og de er situations- og kontekstafhængige, så det, vi hører, 
opfatter og forstår (og i nogen grad husker!), afhænger altså af situationen, vores viden og de øvrige 
forestillinger. Der refereres nu til Green (1971), der diskuterer tre dimensioner af forestillingssystemer: 
Organiseringen i klynger betyder, at forestillingerne i nogen grad holdes isolerede fra hinanden, så 
konfliktende forestillinger kan sameksistere (ganske som i tilfældet med forkerte eller ufuldstændige 
begrebsbilleder fra sidste semester). Yderligere er nogle forestillinger mere psykologisk centrale, end andre 
forestillinger, så hvis den subjektive rationalitet eller kvasi-logikken som følge af inkompatibilitet mellem 
forestillinger ændrer en central forestilling baseret på psykologiske årsager (i modsætning til 
videnssystemer, hvor ændringer sker af logiske årsager), vil det have en større effekt, end hvis det er mere 
perifere forestillinger, der ændres.  
Det konkluderes altså, at matematikforestillinger først og fremmest er en social konstruktion. Dernæst, at 
viden og forestillinger interagerer ganske tæt, og endelig, at der er principiel forskel på hvordan videns- og 
forestillingssystemer er opbygget – fx er ændringer i forestillingssystemer psykologisk drevet, medens 
ændringer i videnssystemer er logisk drevet. Endelig forholder det sig sådan, at forestillingssystemerne er 
et middel til at beskytte selv’et og til at fremme dets behov og mål.  
En forestilling om et objekt dannes således i forening af selv’et, konteksten og objektet selv - i forhold til 
matematikundervisning, er konteksten således klassen og klasserummet, selv’et eleven og objektet 
matematikundervisningen, som der fremgår af nedenstående figur2.  
 
Baseret på ovenstående redefineres nu matematiske forestillinger til (i endnu en dansk oversættelse) de 
implicitte eller eksplicitte, subjektive opfattelser, som eleverne anser for at være sande om 
matematikundervisning, om dem selv som matematikere og om konteksten i matematikklassen. Disse 
forestillinger påvirker i tæt sammenhæng med hinanden og med elevernes forudgående erhvervede viden 
deres matematiske læring og problemløsning i klassen. 
Ligeledes blev en kategorisering af matematikforestillinger gennemført, og resultatet ses på figuren3 
nedenfor. 
                                                          
2 Op’t Eynde et. al. (2002), p. 27 
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I konklusionen betones det, at den opstillede model bør blive bekræftet af yderligere forskning, og at der 
ligger en stor opgave i at komme til en dybere forståelse af, hvorledes matematikforestillinger påvirker 
læring og problemløsning. 
I Schoenfeld (1992) lister han en række typiske forestillinger, som studerende har om matematik, se 
nedenfor: 
 
Elever med disse forestillinger vil ofte hurtigt give op, i forsøg på at løse matematiske problemer, også 
problemer de sagtens kunne have løst. 
Derudover nævner han underviserens forestillinger. Disse påvirker i høj grad hvordan underviseren vælger 
at planlægge og udføre sin undervisning.  Sociale forestillinger nævnes også, som han inddeler i tre 
                                                                                                                                                                                                
3 Op’t Eynde et. al. (2002), p. 27 
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grupper, forestillinger om hvad der er muligt (f.eks. hvad børn er i stand til at lære af matematik i 
forskellige aldersgrupper), forestillinger om hvad der er ønskeligt (hvad børn bør lære) og forestillinger om 
hvilken metode der er bedst at undervise efter.  
Om forskellige opfattelser af et bevis 
I Duval (2007) beskriver Duval, hvordan beviser er en væsentlig del af matematikken, og hvorfor eleverne 
konstant har svært ved at forstå dem. Udgangspunktet er, at eleverne ganske enkelt ikke ved, hvordan et 
bevis ”virker”. Således beskrives først hvorledes ræsonnement fungerer rent kognitivt og dette forholds 
konsekvenser for den didaktiske opgave, der ligger i at lære nogen at bevise, og endelig peges på de 
forhold, som efter forfatterens mening er nødvendige for at gøre eleverne i stand til at bevise.  
Ethvert ræsonnement indeholder udsagn, og et udsagns betydning defineres af udsagnets indhold, værdi 
og dets status i relation til de øvrige udsagn i ræsonnementet. Et udsagns betydning defineres i forhold til 
tre interne komponenter: Den semantiske dimension qua udsagnets indhold, den vidensmæssige 
dimension qua den epistemiske værdi, som har at gøre med vores holdning til udsagnet baseret på vores 
viden (er det selvsagt, sandsynligt, muligt, umuligt?) og den logiske dimension qua udsagnets 
sandhedsværdi (er udsagnet sandt, falsk?). Det er vigtigt, at der skelnes mellem den epistemiske værdi og 
sandhedværdien, da ethvert bevis netop overbeviser og dermed ændres den epistemiske værdi - 
eksempelvis kan man mene, at en sætning er sandsynlig, og da vil et ræsonnement med den logiske værdi 
sand ændre den epistemiske værdi til nødvendig - det kan altså ikke være anderledes. 
I denne forbindelse er der to karakteristikker eller egenskaber, som må tages i betragtning: Medens den 
logiske værdi sand kan forbindes med forskellige epistemiske værdier i botanik, historie eller lignende (man 
kan for eksempel antage, at noget er sandt baseret på vidnesbyrd), kan sand i matematik kun forbindes 
med den epistemiske værdi nødvendig - dette er altså noget rent erkendelsemæssigt eller epistemologisk. 
Det andet forhold drejer sig om noget kognitivt, idet epistemiske værdier normalt hænger sammen med 
udsagnets indhold, men i matematik er det statussen af udsagnet - altså dets sammenhæng med de øvrige 
udsagn i et ræsonnement, som har betydning. 
Således er ræsonnement en logisk sammenkædning af udsagn, og for at forstå ræsonnementet må vi forstå 
de funktionelle forskelle mellem de udsagn, som ræsonnementet indeholder. Med termen status som 
nævnt ovenfor er der altså tale om de forskellige funktioner, et udsagn kan antage i et bevis (hypotese, 
sætning, forudsætning, påstand, konklusion etcetera). Status opdeles yderligere i operativ status, som 
eksemplificeret ovenfor, og teoretisk status, som er på et højere niveau, og som indbefatter blandt andet 
teoremer, definitioner med videre, se figuren4 nedenfor for hele Duvals model. 
                                                          
4 Duval (2007), p.144 
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Ifølge Duval er det manglen på fokus i forhold til den operative status, som er problemet i relation til at 
lære elever at bevise. 
Ethvert deduktivt ræsonnement kan nemlig opdeles i deduktive trin, hvor hvert udsagn har statussen 
forudsætning, konklusion eller tredje udsagn, og hvor forbindelsen mellem flere trin da sker ved indholdet i 
det tredje udsagn, der så har forskellige status i de overlappende trin, se figuren5 nedenfor. 
                                                          
5 Duval (2007), p.142 
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Duval ser sproget som en vigtig del af det at lære matematik, og han peger på, at man kun gennem det 
talte sprog kan blive bevidst om, hvad et bevis fordrer, og hvad et bevis er. Dette skyldes, at et 
ræsonnement i det talte sprog kræver, at man tager stilling til status og epistemisk værdi af alle udsagn, og 
dette er i modsætning til den anvendte matematik, hvor status og værdi ikke har nogen betydning, hvorfor 
denne gren af matematikken er lettere. 
Duval mener, at de kognitive processer, som kan lære en elev at bevise, afhænger af en dobbelt 
bevidsthed, som dels omhandler bevidstheden om forskellen på gyldig og ugyldig ræsonnement, og dels 
berører bevidstheden om, hvordan deduktionstrinene beskrevet tidligere organiseres, idet problemet 
omkring den første bevidsthed ifølge Duval handler om, at man oplever flere forskellige ræsonnementer, 
som bare ikke holder i matematik (forhold som man kan se med det blotte øje, og som i andre vidensfelter 
således ses som sande, forhold, som man bliver overbevist om på grund af flertallets holdninger, og det at 
man tror noget er sandt, fordi man er bundet af en tidligere anvendt eller anvist metode), medens 
problemet med den anden bevidsthed ligger i, at der er ganske mange mulige typer af fejl, se figuren6 
nedenfor. Det er tanken, at bevidstheden om disse forhold vil hjælpe eleverne med at forstå, hvad et bevis 
egentlig er. 
                                                          
6 Duval (2007), p. 150 
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Endelig kommer vi frem til sagens kerne: Hvordan lærer vi eleverne at føre et bevis? Normalt arbejdes med 
forskellige bevistyper, og et givent forhold vises på flere forskellige måder, men man skal i dette tilfælde 
være opmærksom på, at der kræves flere forskellige ting af eleverne: Fx skal eleverne, hvis de skal vise en 
sætning på flere forskellige måder, være i stand til at skifte registre, og det er som bekendt vanskeligt for de 
fleste elever, der oplever de forskellige registre som isolerede fra hinanden (helt i tråd med sidste 
semesters arbejde, der jo også involverede Duval).  
Anbefalingen er, at der skal arbejdes med sproget, og at bevisførelsen deles op i tre trin, hvor der første trin 
sker en undersøgelse af et givent forhold, i andet trin en deduktion og i det tredje trin benyttes så sproget 
til at forklare, hvori deduktionen består (dette er bestemt ikke ulig Aliberts videnskabelige debatter). Sker 
der fejl, så skal der være fokus på at afhjælpe fejl, som har at gøre med gyldigheden af ræsonnementet - 
altså med forveksling af status, eller at man ikke sondrer mellem en forudsætning og en konklusion, idet 
dette er et forhold, der gælder alle beviser. 
Om facetter i bevisforståelse 
I Lin & Yang 2007 beskriver Lin & Yang blandt andet fem facetter, som de benytter i deres model for, 
hvorledes et bevis læses7. Det bemærkes indledningsvist, at argumentation med henblik på at overbevise er 
helt anderledes i matematik end ”normal” argumentation med samme formål, idet et matematisk bevis jo 
bygger på aksiomer, definitioner og logisk udledning herfra, medens generel argumentation kan overbevise 
andre med en lang række andre virkemidler. Det konkluderes, at matematik (også her) har en særstatus, 
                                                          
7 Egentligt handler artiklen om geometriske beviser. Vi har dog tilladt os at generalisere modellen til 
bevisførelse i bred forstand. 
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som fortjener speciel opmærksomhed, og at en forudsætning for at kunne forstå et bevis er, at man kan 
læse det, hvorfor de førnævnte facetter ses at være af væsentlig betydning. 
Læsning indbefatter generelt det, at man forstår betydningen af de enkelte ord, fraser og sætninger, og at 
disse da efter afkodning af eventuelt implicit indhold sættes i sammenhæng med hinanden og den øvrige 
tekst, så der skabes forståelse for en teksts overordnede tema, der yderligere skal integreres med den 
forhåndsviden, man måtte have om emnet. I et forsøg på at transformere dette til matematik, foreslår Lin 
& Yang en model, der har fire niveauer for forståelse og fem facetter, der ”forbinder” niveauerne, se 
figuren nedenfor. 
 
I egen danske oversættelse gælder, at forståelse på overfladeniveau karakteriseres som forståelse uden 
analyse af de enkelte elementer (forudsætninger, konklusioner eller egenskaber) i beviset - altså ”det man 
ved” eller opfatter, uden at man tænker nærmere over det, man trækker på sine erfaringer -, forståelse på 
det næste niveau, niveauet for genkendelse af elementer, karakteriseres derved, at man kan genkende de 
implicit anvendte forudsætninger, konklusioner eller egenskaber, der måtte indgå, forståelse på det tredje 
niveau, niveauet for sammenkædning af elementer, kan kendetegnes ved, at man forstår den logiske 
forbindelse mellem forudsætninger, konklusioner eller egenskaber, og at man forstår, at hjælpefigurer 
benyttes som reference i beviset, medens forståelse på det sidste niveau, niveauet for indkapsling, kan 
genkendes ved, at forståelsen for sætningen, dens forudsætninger og bevis nu bliver så god, at det bliver et 
hele, der sættes i relation til andre lignende begreber (helt i tråd med Sfard 1991 fra sidste semester, hvor 
vi ville tale om reificering). 
De fem facetter, som ligger mellem de fire forståelsesniveauer, beskrives med deres operationelle 
definition i det følgende: 
1. Grundlæggende viden, hvori der ligger det, at man kan læse og forstå sætningen og dens 
forudsætninger (herunder de matematiske symboler, der måtte indgå), at man kan genkende 
betydningen af et symbol i en figur, og at man kan genkende og forklare betydningen af en 
egenskab. 
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2. Logisk status, hvori der ligger, at man kan se, når en forudsætning anvendes, at man kan vurdere 
den logiske rækkefølge af de enkelte udsagn, og at man kan genkende, de egenskaber, der er 
blevet anvendt i beviset. Denne facet ses at være i overensstemmelse med Duval (2007). 
3. Overordnet struktur, hvori ligger, at man kan identificere vigtige forudsætninger, konklusioner, 
idéer og procedurer i et bevis - for eksempel at man kan se, at man viser ét forhold ved at 
gennemføre et bevis for to andre forhold, som så leder til det ønskede. Denne facet ses også at 
være i overensstemmelse med Duval (2007). 
4. Generalisering, der går ud på, at man kan identificere, hvad man rent faktisk har bevist, og at man 
kan vurdere bevisets korrekthed. 
5. Endelig har vi anvendelse, der operationaliseres ved, at man er i stand til at identificere forskellige 
forudsætninger og anvende sætningen - både i den anvendte matematik, men også i den rene 
matematik, hvor sætningen kan indgå i forbindelse med et andet bevis. 
I selve studiet, som Lin & Yang gennemførte, blev 223 9. klasse- og 378 10. klasseelever testet i forhold til 
deres læseforståelse af et geometrisk bevis, og resultatet blev da kategoriseret efter de tidligere omtalte 
vidensniveauer. Her viste det sig, at nogle elever sprang over niveauerne med genkendelse og 
sammenkædning af elementer - de gik altså direkte fra overfladeniveauet til indkapslingsniveauet, hvilket 
ses at hænge ganske godt sammen med de tanker, som Skemp (1976) har fremsat i forhold til instrumentel 
forståelse, hvor man kan bruge en given regel eller sætning, men hvor man ikke ved, hvorfra den er 
kommet, medens andre elever gik gennem alle niveauer og dermed havde en mere relationel forståelse. 
Forfatterne bemærker dog, at nogle elever ganske enkelt lærer beviser ved først at anvende den 
pågældende sætning og derefter går tilbage til genkendelse og sammenkædning af elementer for 
herigennem at komme til den dybere forståelse, således som den krummede pil på nedenstående figur, der 
illustrerer de to veje til forståelse, viser. 
 
For at tilgodese de to forskellige læringsstile, som figuren ovenfor er eksponent for, anbefales det, at man 
både arbejder med at analysere beviser trin for trin og har en mere anvendelsesorienteret tilgang til 
bevisprocessen (red.: Sidstnævnte ser vi for eksempel i gennemførelsen af en videnskabelig debat, jævnfør 
Alibert (1988)).  
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I øvrigt var det 18,8 % af 9. klasse- og 36,5 % af 10. klasseeleverne, der forstod at læse hele beviset, hvilket 
skønnes at være et bedre resultat end det, elever i andre studier har fået i relation til at skulle konstruere 
beviser (red:, der da også må være en sværere opgave.). 
Om videnskabelige debatter 
Alibert (1988) 
Problemstilling:  
 Mange første års universitets studerende prøver ikke at skabe en mening/forståelse af 
matematikken. I stedet handler det kun for dem om at kunne skrive det som læreren skriver.  
 Eleverne ser ikke bevisførelse som et stærkt værktøj i.  Beviset ses som en unødvendig ting, der 
ikke er behov for.   
 Der ses ikke på faget på samme måde som eks fysik, hvor man skal løse ”virkelige” problemstilling  
Eks vil elever til spørgsmålet ”Hvad betyder matematik for dig” svare.  Matematik bruges i fysik og 
kemi, Man skal kunne matematik for at få sin uddannelse.  
Der skal altså gøres noget for at ændre elevens holdning til de ovenstående ting. Der foreslås derfor en 
metode til dette som bygger på følgende ideer 
 Den studerende danner sin egen viden gennem interaktion, konflikter og re tænkning, hvor både 
den matematiske viden, andre elever og problemer er involveret (Læringsmiljøet).  
Det er læreren som står for denne interaktion og som tager de vigtige beslutninger 
 Denne viden sidder bedre fast når den er etableret og bruges i flere sammenhæng 
 Eleverne skal udvikle et behov for at bruge beviser (Balacheff 1982). Her kigges på modstrider og 
hvordan disse kan gøres mere præcise. 
 Hvilke forskellige systemer af repræsentation har man i matematikken og hvordan læres matematik  
 Begrebet skal give en særlig mening for den studerende 
I stedet for at læreren gennemgår teori fordi det står i lærerplanen og igen og igen gennemgår de samme 
kedelige opgaver, så vil det give bedre mening hvis man giver eleven virkelige problemstillinger eks. 
indenfor fysikken. Dette vil kunne hjælpe eleven med at få en dybere forståelse af matematikken. 
Opsætning af debatten 
 Læreren indleder og organiserer produktionen af videnskabelige påstande fremsat af de 
studerende og skriver disse på tavlen uden nogen snak om at disse er korrekt eller ej 
 Påstandene gives til de studerende til videre overvejelser og diskussion. Der skal stemmes i klassen 
vedr. om påstanden er sand eller falsk. Eleven skal argumentere for sin holdning på en måde som 
enten kunne være, et videnskabeligt argument, et bevis eller et mod eksempel. 
 De påstande som kan valideres, bliver til teoremer. Dem som ikke kan bliver til falske påstande   
Overvejelser vedr. debatten 
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 Der er en høj grad af usikkerhed i læringsprocessen. Usikkerhed i relation til viden skal bundfælde i 
en påstand og specielt i gyldigheden af denne. Den studerende kan kun se grunden til et bevis hvis 
den er en tvivl om den fremsatte påstand.   
 Når eleven skal præsentere et bevis for påstanden, må man skelne mellem to forskellige typer, 
nemlig et bevis som skal overbevise(en anden studerene) og et bevis som skal forklare. Den første 
type giver den studerende en dybere forståelse. Det er også denne type de praktisere på dette 
universitet. Han kalder dette for en ”Codidactical situation”. Læreren fremsætter i klasserummet en 
påstand og den studerende prøver at overbevise andre(og ham selv) vedr. om denne givne påstand 
er sand eller falsk. Den studerende ved godt at den fremsatte påstand ikke altid er korrekt og dette 
vil skabe interaktioner og konflikter i deres begrebsbilleder. Den studerende vil derfor få behov for 
at kunne bevise påstanden, for at være sikker på om denne er korrekt eller ej.  
Test resultater 
Ca 100 første års universitets studerende fra Grenoble deltager af gangen. De har matematik, fysik og kemi. 
Efter debatten er eleverne blevet bedt om at svare på nogle spørgsmål, b.la. 
 Når du møder en påstand, føler du dig så,  
o mærkeligt tilpas, fortabt, uden nogle ideer, bekymret, involveret 
 Føler du at du efter debatten forstår et begreb bedre 
o Hvis det er introduceret gennem en påstand 
o Hvis det er introduceret gennem en godt organiseret lektion 
 Hvad betyder matematik for dig 
Analysen deles yderligere op i 4 punkter 
 Hvad er den studerendes evaluering af forandringerne i de normale klasserumsregler 
 Hvad er deres opfattelse af at lære matematik 
 Hvad er deres opfattelse af matematisk viden 
 Hvad er deres holdning til usikkerhed, når de indser nødvendigheden af beviser 
Vigtige findings 
Ca. 30 % af eleverne talte under denne debat. Dette foregik som regel efter at de havde snakket med 
sidemanden. Omkring 75 % af eleverne svarer at de foretrækker denne form for læring ift. traditionel 
læring. Dog vil de ikke undvære den traditionelle metode. Mange siger at debatten er interessant når de 
skal lære nye begreber, men at det så bagefter kræves at læreren giver dem lektioner hvor begreberne 
tydeliggøres.  Deres svar viser tydelig refleksion om det at lære matematik. Det er også gået op for dem at 
fejl spiller en væsentlig rolle, i det at konstruere matematik. Flere mener også at de ikke kan tilegne sig 
matematikken hvis ikke selv de undersøger denne først.  Det er kun ca. 10 % som direkte afviser denne 
undervisningsmetode. De mener ikke at det er tilgængeligt og uden struktur. Det er ikke interessant at 
undersøge en påstand hvis ikke de ved hvor det skal føre hen. Mange mener også at det er svært at kigge 
på en påstand. At kigge på problemet og konstruere et bevis og herefter formulere ideer om sandheden af 
dette.  
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Endeligt skal siges at dette også er en udfordring for læreren, idet denne ikke må give løsningerne for 
hurtigt og at det ikke altid er ham som har svarene. 
Videre brug 
Det bliver yderst interessant at se hvordan vores gymnasie elever reagere overfor denne metode. Kravene 
skal i den grad sættes ned ift. denne elevgruppe. 
Opsamling på teoriafsnittet 
De ting, vi har valgt at ligge fokus på i vores intervention, er følgende:  
1. Vi vil gennemføre en videnskabelig debat i henhold til Alibert. 
2. Vi vil gennemføre en undervisning i forhold til bevistyper med inddragelse af Duval samt Lin & 
Yang. 
Derudover vil vi kigge på elevernes matematikforestillinger i henhold til Schoenfeld og Op’t Eynde samt 
elevernes opfattelse af den didaktiske kontrakt i henhold Brousseau ved at gennemføre nogle 
spørgeskemaundersøgelser. 
Detektionsfasen 
I detektionsfasen indgår detektionstest 2, som vi benytter til at identificere elever med mulige 
vanskeligheder. Testen kan ses på bilag D21, og vores gæt på besvarelser fra en elev i 1. g af denne kan ses i 
bilag D22. Testen omhandler i denne omgang ræsonnementskompetencen, og opgaverne berører derfor et 
bredt spektrum indenfor matematikken, hvor blandt andet argumentation er en væsentlig del, ligesom der 
er rene matematikopgaver samt opgaver udi logik. Der er ligesom sidst benyttet, at hvis eleven har 
besvaret en opgave rigtigt markeres besvarelsen med et r, delvis rigtige besvarelser markeres med et d - fx 
hvis eleven tydeligvis havde forstået noget, men anvendte en forkert notation eller havde en fortegnsfejl - 
og forkerte besvarelser markeres med et f. Hvis en opgave ikke er besvaret, har vi benyttet markeringen i.  
Optællingen har ikke været lige så let som sidste gang, da man ikke på samme måde som sidst blot kunne 
dele opgaverne op i kategorier såsom brøk, ligninger og så videre, hvorefter det var en smal sag at 
konstatere, at eleverne faldt igennem i de samme opgaver. Denne gang handlede det mere om, hvorvidt 
eleverne kunne se logikken eller matematikken i opgaverne og gennemskue beviserne, og der var ingen 
systematik eller sammenhænge, som kunne afsløre problemerne for os i første omgang. Vi valgte derfor at 
sammenligne vores tre skolers besvarelser for at se, om der skulle være fælles træk i elevernes problemer. 
Dette har vi gjort ved tre forskellige optællinger, som kan ses på henholdsvis bilag D23 og D24. I bilag D23 
har vi valgt at inddele spørgsmålene ud fra opgaver med argumentation og opgaver, hvor bevisførelse 
indgår, som vil blive refereret til som inddeling 1. Det ses her, at der er en pæn sammenhæng mellem 
problemerne, forstået på den måde, at det nok er de samme opgaver, som eleverne har vanskeligheder 
med, men i de enkelte opgaver indgår vidt forskelligt matematisk indhold, så vi kunne ikke drage nogen 
slutninger, hvorfor vi forsøgte os med to andre inddelinger: Inddeling 2, som består i, at vi har opgaver, 
hvor argumentation indgår, opgaver, hvor der indgår bevisførelse, og opgaver, som er rent logiske. 
Inddeling 3 går ud på, at vi har opgaver med ren matematik, opgaver med logik og opgaver, hvor matematik 
er blandet sammen med logik. Det fremgår af bilag D24 hvilke opgaver, vi har anset for at være rene 
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matematikopgave med videre. Det var dog først, da vi forlod idéen med at se på de enkelte opgaver og i 
stedet så på opgavetyperne, og hvorledes hele klassen havde klaret disse, at vi fik en forestilling om, hvad vi 
skulle arbejde hen imod - mere om det i de enkelte afsnit fra hver skole. Vi har i denne del benyttet os af 
boksplots. Disse plots indikerer fejlprocenter, forstået på den måde at 0 refererer til ingen fejl og 100 
indikerer, at alt er forkert.  
Hillerød HTX 
Jeg har igen valgt at lave testen med min 2 års klasse, som er en biotek klasse. Klassen kan godt lide 
udfordringer selvom niveauet er meget forskelligt. Klasen skiller sig nok ikke meget ud ift. andre klasser idet 
der er nogle svage i bunden, en stor midtergruppe og så 5-6 gode elever.  
Detektionstesten 
Ud fra det bedste skøn, blev der givet 60 minutter til testen, hvilket viste sig at være for lidt for nogen. Der 
var dog en del som var færdige før tid, men man kan dog ikke regne med at dette er et udtryk for at de er 
helt færdige. Frustration kan også spille ind i billedet her.  Efter testen var færdig spurgte jeg for sjovt ud i 
klassen for at få en hurtig evaluering af testen. Eleverne kunne langt bedre lide denne test ift. 
detektionstest 1, som de mente handlede for meget om første års stof, som de jo havde glemt. I denne test 
skulle de tænke mere over tingene, hvilket de fleste godt kunne lidt. Der blev dog bandet og svovlet over 
”bevis” opgaverne som de ikke kunne se det sjove i. Men generel tilfredshed var der at spore. 
På skemaet i appendiks A21 ses elev besvarelserne. Vi har ligesom sidst valgt at dele spørgsmålene ind i 
forkert, korrekt, delvis korrekt og ikke besvaret. Der vil i det følgende afsnit blive kigget på de spørgsmål 
som har voldt eleverne flest problemer. 
Det første problem man støder på er ved spørgsmål 3. Her har kun 1 person givet en korrekt begrundelse 
for svaret. Det ses dog også at det kun er 2 personer som ikke på nogen måde er i stand til at kunne give en 
fornuftig argumentation og at 15 personer trods alt forsøger sig med alle mulige slags argumentationer. 
Den mest hyppige er besvarelse. ”Der kommer til at stå 2x=2x”. Dette er jo korrekt, men det er bare ikke 
hele sandheden. Eller ”Man kan sætte alle tal ind på x’s plads så passer det” Dette er jo også korrekt, men 
der mangler stadig lidt argumentation for at score fuld point. I forhold til bilag D22(Vores besvarelse på 
testen) så havde vi været opmærksomme på at eleverne ville have svært ved dette, idet mange forsøger sig 
med inspektion. I spørgsmål 5, var vi advaret på forhånd, hvilket igen kan ses i bilag D22. Eleverne ved 
simpelthen ikke hvad et bevis er og de kan på ingen måde selv gå igennem dette for at finde ud af om det 
er sand eller falsk. Heldigvis svarer langt størstedelen korrekt på at alle tal ikke er 0, elles var jeg blevet 
bekymret. Svaret fra 5a, leder også de fleste over til at konkludere at så må beviset være falsk, men dem 
som ikke kan se hoved og hale i dette vælger enten ikke at svare eller prøver at komme med mærkelige 
forklaringer. Der hvor det også som forventet går helt galt er i 5c. Ingen er i stand til at kunne se fejlen i 
beviset. Vi mente i vores besvarelse at et fåtal kunne argumentere korrekt og det må også konkluderes ud 
fra besvarelserne her. Der er afgivet mange forskellige forklaringer. Men fælles for størstedelen er at de 
ikke når til bunds med beviset, men i stedet stopper de og kan ikke komme videre. Flere skriver ”Hvordan 
blev 2a b a   lige pludselig til 2( )a b a a b a     ” Det er altså matematikken de snubler over og ikke 
selve beviset og argumentationen. En anden sjov kommentar. ”Der bliver tilsat tilfældige ting f.eks så 
ganger vi med a. Hvis man bare uden videre må tilsætte random ting til et bevis, ville jeg også kunne bevise 
at alle tal er lig med 0”. Interessant kommentar. Her er det ikke matematikken eller argumentationen som 
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frustrerer eleven, men det at man ”bare” laver, for ham, tilfældige operationer med tingene. Han bliver 
simpelthen mentalt blokeret i selve opstillingen af beviset. I en besvarelse fra min dygtigste elev siger han 
”Man sætter a til 0 og beviser derefter at det er nul. Personen sætter bare det samme ind på begge sider og 
så kan man sætte alle tal ind”. Sådan set har han jo ret, men der er ikke særligt meget argumentation i hans 
beskrivelse. Det er på ingen måde en forklaring som fortæller hvorfor beviset er forkert.  De svage elever 
vælger helt at springe denne opgave over 
I opgave 6 var vi også godt klare over at der ville opstå problemer. Der er her 7 korrekte og 12 forkerte svar. 
Jeg tror at eleverne bliver forvirret idet argumentet er modsat det de plejer at se på. Normalt plejer vi at 
arbejde ud fra den ide om at noget er korrekt og så skal dette bevises og ikke den anden vej. Der er noget 
ødelæggende og destruktivt i denne måde at arbejde på som også Leron(1985) beskriver det. Ingen af 
eleverne har forsøgt sig med inspektion, men har enten svaret ja eller nej. Det er derfor svært ud fra dette 
at se om eleven bare har gættet eller om vedkommende ved det eller ej.   
I opgave 9, er der 16 forkerte besvarelser ud af 19, hvilket vi igen havde forudsagt. Mine elever er aldrig 
blevet præsenteret for specieltilfældet, så det er derfor ikke noget chok for mig at de ikke kan denne 
opgave.  
I opgave 20 stilles eleverne over for en problemstilling som omhandler at kunne skelne mellem implikation 
og bi implikation. Her har vi også sagt at eleverne vil vælge det forkerte svar. Dette problem har jeg heller 
ikke trænet mine elever i, så det er ikke uventet. Hvis man kigger på udtrykket, så står der det samme 
postulat begge steder, men det er bare vendt om. Dette kan mine elever på ingen måde se, hvorfor dette 
ikke skulle være det samme. Af svar fra besvarelserne kan nævnes. ”De siger det samme, de siger det bare i 
forskellige rækkefølge, men det de siger er forkert”. Besvarelsen tyder på at der ikke er forsøgt med at 
sætte tal ind, argumentationen er alene basseret på at de siger det samme. Hvordan man er kommet frem 
til at det er forkert, argumenters der ikke for. Det er meget få argumentationer der er gjort her, så det er 
igen svært at sige om man bare har gættet.  
Opgave 23 omhandler modstrider og er for mange af eleverne rent volapyk. De kan på ingen måde se 
modstriderne i beviset, så den eneste grund til at nogen svarer ja, er fordi det for dem ligner et bevis. Der 
er ligeledes her heller ikke givet nogen forklaringer/argumentationer, heller ikke fra de dygtige elever, så 
det er svært at konkludere noget ud fra opgaven.    
Overordnet må det konkluderes at elevernes besvarelse ikke har overrasket os. 
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Overblik over de 3 optællinger 
 
Ud fra ovenstående boksplot af optælling 1, ses det at klassen samlet set bedst kan lide opgaver med 
argumentation ifht. opgaver med beviser, dette ses ved en lavere fejlprocent, hvor medianen er hhv. 21 % 
og 33 %. Dog er fejlprocenten meget spredt med bevisførelsen idet nedre kvartil er 17 % og øvre er 50 %. I 
argumentationsopgaverne er der ikke den store forskel i nedre og øvre.    
 
Ud fra ovenstående boksplot af anden optælling ses det at de forskellige kompetencer er blevet lidt mere 
udspecificeret. Det ses her at medianer er hhv. 27 %, 33 % og 36 %. Her træder opgaverne med 
argumentation ud fra de andre, men lige som forrige plot er spredningen meget stor. Opgaver med logik 
har ligeledes en stor spredning hvorimod bevisførelsesopgaverne er nogenlunde centrerede Hvis man 
kigger samlet set her, så er opgaverne med argumentation her hvor eleverne har den største fejlprocent. 
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I ovenstående boksplot vises tredje optælling hvor det er blevet helt præciseret hvad der er på spil. 
Medianerne er hhv. 25 %, 33 % og 27 % Det ses at de rene matematik opgaver er de opgaver som klassen 
klarer lettest. Det ses også at hvis vi blander matematik sammen med logik, så er det det som de har 
sværest ved.   
Udvælgelsen 
Ud fra bilag A21 ville man være i stand til at udvælge i hvert fald 2 elever som har store problemer med 
opgaverne nemlig LU og T. Men da eleverne har så forskellige problemer, ville det være mere interessant at 
kigge på et bredere spekter ift. kun de svage elever. Der er derfor blevet udvalgt elev E, som er en af de 
dygtigste elever i klassen, men som har nogle fejl, jeg gerne vil have uddybet, lidt bedre end ud fra testen. 
En anden elev jeg gerne vil kigge lidt mere på, er min absolut svageste elev T, som også deltog i projekt 1. 
Hun er den som har klart flest fejl i testen. Den sidste elev jeg vil kigge på, er en middel elev AM. Fælles for 
disse elever trods klar niveauforskel er at de har nogen af de samme fejl fra testen.  
Egedal Gymnasium og HF 
Klassen der har deltaget er samme klasse som deltog i 1. modul. Det er en 2.g klasse med Matematik A, 
Kemi B og fysik B i studieretningen. Klassen havde, på det tidspunkt hvor detektionstesten blev besvaret, 
lige afsluttet et længere forløb om differentialregning, undervist af en pædagogikumkandidat i klassen. I 
dette forløb havde der været meget lidt fokus på argumentation og bevisførelse, og mere fokus på at løse 
opgaver, specielt metoden til at nå til det rigtige resultat og ikke argumenterne for, hvordan man kom der 
til.  
Forventninger til klassen var de samme som i 1. modul. Jeg havde udset nogle elever jeg vidste, ville klare 
testen dårligt, men der var en stor gruppe, hvis evner inden for dette område jeg ikke kendte meget til. Vi 
har tidligere gennemgået en del beviser, og snakket lidt om forskellige bevistyper, men der var stadig elever 
i klassen som tydeligvis ikke forstod pointerne med beviser og f.eks. i opgaveregning nedskrev hele beviset, 
bare med tal i stedet for det generelle udtryk, for hver enkelt opgave. 
Før testen fik eleverne besked om, i modsætning til 1. modul, at testen ville indgå i bedømmelsen af dem. 
Dette fordi en del af eleverne, specielt den dygtige del af klassen, tog den første detektionstest ret useriøst 
og gik meget hurtigt. Selve testen fik klassen et modul til, dvs. 95 minutter. Nogle elever gik efter ca. 45 
minutter, mens de fleste gik efter omkring en time. Der var fire elever der brugte alle 95 minutter, 
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hovedsageligt dygtige elever. Efter prøven synes eleverne det havde været en langt sjovere test end 
detektionstest 1, og mange af dem ønskede at få flere af den type opgaver, og ville meget gerne arbejde 
mere med logik og beviser. 
Som i detektionstest 1 klarede eleverne sig igen meget forskelligt og svarede rigtigt på mellem 8 og 25 ud af 
32 mulige spørgsmål. I denne test var der dog væsentlig flere forkerte svar. Antallet af rigtige, forkerte og 
ikke besvarede opgaver kan ses på grafen nedenfor.  Hvis man sammenligner med vores forventninger til 
en elevbesvarelse, bilag D22, har mine elever klaret sig noget bedre. Dette var forventeligt da vores bud er 
lavet med en 1.g elev i tankerne, og mine elever er i slutningen af 2.g med matematik på A-niveau.  
 
Viser eleverne nr.  1-27 og hvor mange hhv. rigtige, forkerte og ikke besvarede opgaver de har (delvist rigtige er 
udeladt). 
På grafen ses det tydeligt at der er stor spredning fra de dygtigste til de svageste.  Flest rigtige, med 24 og 
25 rigtige af de 32 delspørgsmål, har de to dygtigste drenge i klassen. Dette var helt forventet, da de 
normalt viser stor interesse for netop beviser og argumentation. 8 og 9 rigtige er det laveste antal rigtige 
givet i testen, som er givet til hhv. den elev der ikke ville medvirke i 1. semester, da han mente han var 
bedre end testen viste og til eleven der blev interviewet i 1. semester.  De viser sig dermed, ikke 
overraskende, igen at være nogle af de svageste i klassen.  
Der var stor forskel på sværhedsgraden af de forskellige opgaver, fra nemme opgaver, hvor kun enkelte 
elever svarede forkert (som opgave 1-4 og 14) til de sværeste opgaver, hvor ingen eller meget få svarede 
rigtigt (opgave 5 c, 9b og 10b). Dette kan ses i figuren nedenfor.  
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Viser hver enkelt opgave og fordelingen af hhv. antal rigtige (blå) og forkerte (røde) besvarelser og antal der ikke 
har svaret (grøn). Igen er delvist rigtige besvarelser udeladt. 
I opgave 5a er der heldigvis kun to der har svaret bekræftende til at alle tal er lig 0. Det er dog to af de 
dygtigste piger der har svaret sådan, hvilket er lidt overraskende. Den ene af dem svarer konsekvent videre, 
at beviset må være rigtigt, mens den anden dog ikke mener at beviset er rigtigt. Der er to andre der svarer 
forkert og fem der ikke svarer, så selv om de godt ved at alle til ikke er lig 0 har nogle stadig svært ved at 
bedømme om beviset så er sandt. Opgave 5c kunne ingen svare på. En del har forsøgt men ingen har 
fundet fejlen i beviset. Deres argumenter er ofte noget vrøvl, nogle mener det kun vises for udvalgte tal, 
nogle mener det kun vises lige netop for det specialtilfælde at a=b, og ikke for alle tal og nogle mener at 
man snyder fordi man bare ganger med 0, og så bliver alt jo 0.  
I opgave 9 har ingen elever luret at der findes en undtagelse, en lodret linje. Nogle svarer rigtigt på 9a, men 
i 9b har de så den forkerte begrundelse, eller mangler en begrundelse.  
Opgave 10b har de fleste elever skrevet en smule rigtigt til, blandet med en omgang sludder og vrøvl. 
Derfor har det været meget svært at angive hvor rigtigt de har svaret på den opgave. 
I opgave 20 svarer de fleste elever at de to udsagn er det samme, men oftest uden forklaring, og hvis der er 
forklaring er det en kommentar om at det bare er det omvendte af hinanden. 
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De tre optællinger 
Resultat fra den første inddeling vi forsøgte at lave ses på boksplottet nedenfor. 
 
Viser boksplot over antal forkerte og ikke besvarede opgaver, i forhold til vores første inddeling i opgaver med 
bevisførelse og argumentation. 
Her ses at der er meget stor spredning i klassen, og at eleverne klarer opgaver bevisførelse lidt bedre end 
opgaver med argumentation. 
Vores andet forsøg på en inddeling af opgaverne ses nedenfor.  
 
Viser boksplot over antal forkerte og ikke besvarede opgaver, i forhold til vores anden inddeling i opgaver med 
logik, bevisførelse og argumentation. 
Her ses at bevisførelse virkelig spreder klassen, mens argumentation er det sværeste.  
Den sidste inddeling vi har forsøgt os med ses på nedenstående figur. Her ses en tendens til at opgaverne 
med ren logik er nemmere for eleverne end de opgaver der er matematik i eller hvor det er blandet. 
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Viser boksplot over antal forkerte og ikke besvarede opgaver, i forhold til vores tredje inddeling i opgaver med 
logik, matematik og logik og matematik. 
 
Udvælgelsen 
Jeg har udvalgt to elever i klassen til interviews ud fra detektionstesten. Den ene elev, nr. 16, er en af de 
fagligt svageste i klassen, med store problemer i matematik. Han er ikke en af dem med færrest rigtige, 
men den med flest forkerte besvarelser. Han har selv udtrykt ønske om at blive bedre og ville gerne deltage 
i interviewet. Den anden elev, nr. 2, er en af de fagligt dygtigste. Hun blev udvalgt af to grunde. Den ene var 
at argumentation og bevisførelse generelt var en udfordring for hele klassen, ikke kun de svageste, så for at 
en kommende klasserumsintervention kunne målrettes bedst muligt var det vigtigt at få input fra den 
bedre del. Den anden grund var at hun havde svaret forkert på nogle interessante spørgsmål som jeg gerne 
ville snakke med hende om. Hun var meget overrasket over at skulle interviewes, nok da de havde fået den 
opfattelse at det var de dårligste der skulle det. Men da hun forstod sammenhængen ville hun gerne 
deltage.   
Tre andre elever havde været oplagte at vælge, da de svarede meget forkert i testen, elev nr. 8, 12 og 15. 
Elev nr. 8 er samme elev som jeg brugte i modul 1. Her havde jeg ikke den store succes med at få ham til at 
deltage, så derfor ville jeg ikke gentage det. Elev nr. 12 klarede sig også dårligt i modul 1’s detektionstest, 
men ønskede den gang ikke at deltage, da han ikke mente han var så dårlig. Igen blev han spurgt om han 
ville være med til interviews, men han havde ikke ændret mening. Den sidste, elev nr. 15, er en meget 
nervøs pige, som slet ikke havde lyst til at blive interviewet, men meget gerne ville deltage i den 
efterfølgende intervention, hvis det var på gruppebasis eller i hele klassen. 
Helsingør Gymnasium   
På 1. semester på matematikvejlederuddannelsen på RUC arbejdede jeg med begrebsdannelse i matematik 
med nogle elever fra min 1. g klasse i en studieretning med matematik A, fysik B og kemi B. Jeg har valgt at 
arbejde videre i denne klasse, da jeg qua arbejdet har fået et nøje kendskab til eleverne, deres 
forudsætninger og måde at tænke på, hvilket jeg ikke har i min anden matematikklasse. 
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For-identifikation af elever 
Med det kendskab, jeg allerede har til eleverne (i modsætning til sidste semester), er det ikke svært at 
forestille sig hvilke elever, der vil klare detektionstesten knap så godt: Jeg forventer, at de elever, der 
”normalt” er svage, også vil klare sig dårligt i detektionstest 2, idet denne både stiller krav til logisk 
udledning og krav til rimelige kompetencer udi algebraisk manipulation, hvilket ikke er svage elevers livret. 
De elever, der normalt er dygtige, burde ikke have store problemer med testen som sådan.  
Min baggrund for at udtale mig om dette forhold ligger blandt andet i min ordinære undervisning, hvor jeg 
arbejder med at udvikle de såkaldte ElevForberedelsesArk eller EFA’er. På EFA’en lader jeg netop som en 
del af elevernes forberedelse til den efterfølgende klassesamtale om et givent emne disse besvare en 
række spørgsmål, kommentere beviser og/eller lader dem oversætte et bevis fra det skrevne sprog til 
matematik, og jeg har også hver gang, vi har haft en samtale om et givent emne, en eller to elever oppe ved 
tavlen for at repetere i det efterfølgende modul. Jeg oplever således en ret klar sammenhæng mellem 
standpunkt og evnen til at deltage i klassesamtalen henholdsvis repetere ved tavlen med et godt resultat.  
Idet eleverne senere skal arbejde med selv at udarbejde en EFA, har jeg medtaget et eksempel på en EFA, 
hvilken kan ses på bilag C21. Det er hensigten, at eleverne i forbindelse med forberedelsen til timerne først 
læser den tekst, der er angivet øverst på første side, og siden forsøger at besvare den udskrevne EFA med 
blyant, tusch eller kuglepen. Bemærk de forskellige skrifttyper, der er anvendt: En fed skrifttype betyder, at 
eleven forventes at besvare et spørgsmål eller udføre en eller anden form for handling; kursiv skrift er ment 
som en hjælp til eleven - enten i form af et bud på begyndelsen til et svar det spørgsmål, der skal besvares, 
eller i forhold til struktur; almindelig skrift er blot en del af brødteksten, der har til hensigt at præcisere eller 
uddybe forskellige forhold. 
Detektionstesten 
Klassen fik i et modul på halvanden time tid til at besvare detektionstest 2. I modsætning til tidligere blev 
klassen oplyst om, at testen indgik som en del af bedømmelsesgrundlaget for deres karakter, men 
selvfølgelig også at det handlede om at forsøge at finde ud af, hvor der var mest behov for at sætte ind, når 
nu vi alle har som mål for undervisningen, at vi skal kunne gennemføre en matematisk bevisførelse for 
dette og hint, og at der er tid til at korrigere for en eventuel dårlig præstation i besvarelsen af 
detektionstest 2.  Som sidste gang blev det selvfølgelig også oplyst, at deres besvarelser indgår i et større 
forskningsprojekt foruden i mit arbejde i forbindelse med uddannelsen til matematikvejleder. Der var 
således alle mulige gode grunde til, at eleverne gjorde deres bedste . 
Optællingen af resultaterne fra detektionstesten ses i bilag C22. Sammenlignes disse resultater med vores 
gæt på elevernes besvarelser fra bilag D22, ses det, at der er rimelig god overensstemmelse, når der 
bortses fra opgave 12, hvor eleverne i højere grad end forventet har gennemskuet, at 𝑓(𝑥) = 0 · 𝑥 − 2 ikke 
er et førstegradspolynomium, og opgaverne 15 og 16, hvor også mange elever har svaret rigtigt, dog uden 
at kunne begrunde korrekt herfor. Endelig har eleverne overrasket meget positivt, idet 16 ud af 18 har 
svaret rigtigt på opgave 21a) og 17 ud af 18 på opgave 21 b), hvilket vi heller ikke havde forventet. Dette 
indikerer, at eleverne faktisk allerede nu besidder en god idé om, hvad et bevis er. 
Som nævnt i indledningen til dette kapitel har vi arbejdet med flere forskellige inddelinger af svarene i 
detektionstesten med henblik på at kunne identificere indsatsområder. På billedet nedenfor ses 
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boksplottet af fejlprocenterne i elevernes besvarelser baseret den første grove inddeling (se eventuelt bilag 
D23). 
 
Det ses, at der i begge grupper er meget stor spredning, at de nedre kvartiler stort set er sammenfaldende, 
ligesom medianen for opgaver med bevisførelse og øvre kvartil for opgaver med argumentation er det, så 
et første bud kunne være, at de opgaver, der indebærer en form for bevisførelse er de opgaver, som 
eleverne har sværest ved. Dog er der jo kun et meget lille antal opgaver i denne kategori, hvilket blandt 
andet var begrundelsen for, at vi ville forsøge os med en anden gruppering (se eventuelt bilag D24). 
Resultatet af den anden inddeling ses på boksplottet nedenfor. 
 
Her ses nu en tydelig forskel på de forskellige opgavetyper: Opgaver, vi har kategoriseret som rene 
logikopgaver, har den laveste fejlprocent og den mindste forskel mellem første og tredje kvartil, der er en 
endnu større spredning (fuld skala!) i opgaver med bevisførelse, hvor medianen i øvrigt er sammenfaldende 
med den nedre kvartil, hvilket er baggrunden for, at medianen ikke kan ses, og en forholdsvis lille spredning 
i opgaver med argumentation. Dette boksplot indikerer igen, at bevisførelse er det, der er sværest for 
eleverne, medens logikrelaterede opgaver egentlig klares ganske godt. Imidlertid er der også her meget få 
opgaver i kategorien med opgaver med bevisførelse, hvorfor vi lavede den i indledningen nævnte sidste 
gruppering (se eventuelt bilag D24 igen), hvis boksplot ses nedenfor. 
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Her er medianen for opgaver med logik sammenfaldende med nedre kvartil. Det vurderes derfor, at 
opgaver med logik trods den største spredning efter denne gruppering formodentlig ikke vil være et 
indsatsområde. Jeg vil dog i diagnosefasen forsøge at få be- eller afkræftet denne hypotese. Medianen for 
opgaver med både logik og matematik ligger højere end samme for opgaver med matematik, men som 
følge af den større spredning både mellem minimum og maksimumværdi og nedre og øvre kvartil for 
opgaver med matematik, vurderes det, at elevernes problemer primært ligger i matematikken. 
Et andet forhold, som viste sig under denne del af arbejdet, og som var ganske overraskende, var, at de 
normalt dygtige elever slet ikke klarede sig så godt som forventet. For eksempel er eleven T, hvis resultater 
kan ses på bilag C23 (På dette bilag er der anvendt en farveskala på resultatet, så det lettere kan ses, hvad 
status for den enkelte elev er, idet en rød farve betyder, at vedkommende ligger i den ”tunge” ende, og en 
grøn farve betyder, at eleven ligge i den ”pæne” ende af de respektive kolonner) sammen med de øvrige 
elevers resultater, normalt en elev, der får 10 eller ligefrem 12 på en god dag. Dette betød naturligvis, at 
det skulle overvejes, om mine forventninger og andre antagelser gjort undervejs var forkerte. 
Udvælgelsen 
På baggrund af resultaterne fra detektionstesten har jeg valgt at udvælge to elever til det videre arbejde. 
Når jeg er landet på netop to elever, skyldes det en kombination af mine erfaringer i forhold til at arbejde 
med flere end to elever på én gang og mit ønske om at kunne nå at arbejde grundigt nok med de udvalgte 
elever. 
Det er tydeligt af tallene på bilag C23, at eleverne A og AS, som jeg havde arbejdet med i 1. 
semesteropgaven, klarede sig dårligt af alle, hvilket ikke var så overraskende endda, men jeg har valgt ikke 
at arbejde med dem, da de blev meget frustrerede til sidst i forrige forløb grundet arbejdsmængden. ASK, 
der også fik et relativt dårligt resultat, har tidligere meldt ud, at han ikke ønsker at deltage, og blandt de 
resterende elever, der kunne være muligheder, vil jeg først og fremmest gerne arbejde med T, da denne 
som sagt normalt er en meget dygtig elev, og så har jeg valgt O ud, idet denne trods sine vanskeligheder er 
meget ivrig og gerne vil. O bruger således en del tid i pauserne på at få rundet uafklarede spørgsmål af, han 
bliver ved med at spørge ind, til han er tilfreds, og han er meget samvittighedsfuld i forhold til sine 
opgavebesvarelser.  
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Diagnosefasen 
På baggrund af detektionstesten har vi alle udvalgt nogle elever til at blive interviewet, så vi forhåbentlig 
kan blive lidt klogere på elevernes vanskeligheder, og vi har gennemført en spørgeskemaundersøgelse i 
forhold til klassens matematikforestillinger med videre. På den baggrund blev der udarbejdet en eller flere 
opfølgende tests. De opfølgende tests er udviklet med henblik på, at vi skal kunne identificere den enkelte 
elevs problemer - altså at vi kan stille en diagnose. Vi har ligesom sidst på forhånd overvejet, hvilke 
besvarelser eleverne vil komme med, således at en opfyldt forventning kan være en indikation af, at vores 
diagnose er korrekt. De enkelte forventninger vil fremgå af det anvendte materiale. 
Gruppen har i dette arbejde haft fokus på argumentation og forståelse af beviser, hvilket er et område, som 
eleverne gang på gang viser store vanskeligheder inden for. 
Hillerød HTX 
Interviews 
De 3 elever som blev udvalgt ud fra detektionstesten, var som bekendt ikke alle svage elever. Ideen var at 
vælge 3 elever som er på vidt forskellige niveauer. Det ses ud fra deres besvarelse af testen at der er en klar 
forskel i niveau, men nogle af fejlene går igen hos dem alle. Det er derfor interessant at se hvordan og 
hvorfor de fælles problemer opstår. Hvis det viser sig at der er et fælles problem som er gennemgående, så 
skal det nøje overvejes om man i stedet skal lave en klasseintervention i stedet for en individuel. Der ligges 
derfor i dette afsnit fokus på at finde dels den enkeltes problemer, men også de fælles problemelementer. 
Der er til interviewet brugt ca. 30 minutter pr elev. Der er udvalgt 4 opgaver til hver elev, hvor der enten 
har været decideret fejlbesvarelse, eller også har der været ting som skal uddybes for at få en større 
forståelse for elevens problem. De 4 valgte spørgsmål er ikke nødvendigvis de samme, men det er samme 
kompetencer som testes. Der er lavet transkripter til de spørgsmål som illustrerer problemstillingerne. Når 
der står J: er det som reference til at det er mig som underviser der spørger eleven.  Transkripterne ligger i 
bilag A22. 
Interview med testperson T 
I spørgsmål 2 skal det begrundes at der ikke findes nogen løsning til ligningen 38 72 38x x  , Ligningen er 
af forholdsvis simpel karakter, men den adskiller sig fra dem de normalt plejer at løse, idet ligningen plejer 
at have en løsning  
J: Når du ser sådan en ligning hvad tænker du så? 
T: At hvis det skulle kunne lade sig gøre, så skulle f.eks det tal herovre(38x) være et mindre tal foran x, før vi 
kunne få det til at blive 72 og der kunne man så evt, ja, men selvfølgelig kan man ikke sige at alle andre tal 
lavere end 38 giver det rigtige resultat, men(Pause) ja for det resultat gør at man skal plusse med 72 og så 
har man en ligning hvor det så er rigtigt. Men når der står 38 x på begge sider men kun lægger de 72 til, så 
vil denne her(38x) altid være 72 højere end denne her ovre(38x). Den er min bedste forklaring på dette.  
Hendes argumentation halter en del. Dette forhold beskrives også i EMS (2011), som et generelt problem. 
Der er dog ikke bevisførelse tilstede her, men i stedet argumentationen for løsning af en ligning, 
”justification” Harel/Sowden(2007). Hendes sprogbrug er meget forvirrende, men der er også korrekte 
elementer i det hun siger.    
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J: Når man har en ligning, skal man ende ud med at der står x tilbage på den ene side af lighedstegnet, hvad 
vil du få i dit tilfælde. Kunne man prøve at møbelere lidt rundt på ligningen så den gav mere mening? 
T: Pause:  Æhhhhh. Så vi rykker, jeg vil gerne have det her, nej jeg rykker det her(Peger på højresiden 38x) 
herover(Altså på venstre siden) så der bare er en tom plads herovre(Højresiden) 
Hun har lært at man skal samle alle x på en side og alle tallene på den anden side så her ræsonnere hun 
korrekt. Bortset fra at hendes sprogbrug ikke er passende. ”Vi rykker noget herovre” er ikke særligt 
matematisk korrekt. 
J: Så prøv at gøre dette 
T: Så vi har 72 er lig med og det er så minus og så har vi 1 x tilbage (Pause), eller har vi 0x? 
Her bliver hun i tvivl om matematikken, der står altså nu 72+38x-38x=0. Og hvad gør man nu når man 
trækker det fra hinanden, er det kun tallet foran x der skal trækkes fra hinanden, virker det som om hun 
tænker.   
J: Hvor kom 1x fra ? 
T: Det er 0x, ellers skulle der stå 37x 
Her opfatter hun dog at det må være hele leddet som man samlet kigger på for ellers kan hun ikke få det til 
at give mening, kognitiv konflikt? 
J: Hvordan fik du de 0x 
T: Det er fordi jeg rykker de 38x oven på den anden lighedstegn, ved at gøre det samme på begge sider, ved 
så at jeg siger -38x og så minus øhh nej. vent lige Ok, nu går det helt galt. 
Hun ved godt hvad hun skal men tror ikke meget på sig selv. 
J: Du har 38x stående på højresiden og så siger du at du rykker de 38x over på den anden side, det er det du 
er ved at gøre nu? 
T: Ja men der skal vel ikke stå minus (Hun skriver) -38x-38x+72 =38x-38x, og så ved jeg ikke lige, men så kan 
jeg vel fjerne det første minus tegn foran 38x, så jeg til sidst får de 72 er lig med 0x 
Bortset fra lidt knas her, så ræsonnere hun nogenlunde korrekt her. 
J: Og hvad tænker du så når du ser den ligning hvor der står 72=0x 
T: Ja at vi så nok ikke kan have noget 72, jeg ved ikke (Pause) 
J: Når man plejer at løse en ligning, hvordan plejer du så at løse denne mht x 
T: Jeg plejer at finde 1 x men her har vi kun 0x  
J: Så med andre ord når man nu har 0 x=72 
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T: Så har vi ikke nogen ligning   
Hun får ikke givet en matematisk korrekt forklaring på opgaven, men hun kommer dog frem til at man ikke 
har nogen ligning. Hvordan man kommer herfra til problemstillingen i opgaven kommer hun ikke ind på. 
Hun kan dog godt se at det ikke kan lade sig gøre i dette tilfælde.   
I spørgsmål 5 skal det begrundes om alle tal er lig med 0, og argumenteres for beviset er korrekt eller ej. 
Interviewet fylder 3 sider og kan ses i bilaget. Der vil dog udtages elementer herfra som viser 
problemstillingen.  
Hun er godt klar over at alle tal ikke er lig med nul, men hun mener også at det anførte bevis er korrekt. 
Dette har hun dog ikke ræsonneret sig frem til, men har blot gættet. Interviewet viser med stor tydelighed 
at hun på ingen måde er i stand til at se logikken i beviset og hun kan heller ikke følge de forskellige 
argumenter/antagelser som laves. Dette vises flere gange b.la 
T: Til at starte med har de sagt at b er det samme som a og så kan se her at der faktisk er en fejl, fordi de har sagt at a 
gange b er lig med a^2, men det er forkert. Hvis det skulle være a i anden, skulle det havde været a gange med a 
J: Hmmm 
T:Der har de lavet en fejl 
J: OK 
T: Og så den næste, der ved jeg så ikke lige hvad de har prøve på, det kunne godt ligne at de har prøve at tage 
princippet med a, eller parentes a minus b parentes i anden og så sat det lig med det som så bliver a^2 plus b i anden 
+ 2 gange a gange b, fordi det er samme princip. Den første del(Venstresiden) er hvert fald rent volapyk ifht. den 
formel her (Højresiden) 
J: Ok, refererer du til noget med en kvadratsætning 
T: Ja blandt andet.  
Grundet at noget står i anden, så tror hun straks at det er kvadratsætninger man snakker om og det er jo 
helt misforstået.  Så det viser meget tydeligt hendes problemer her.  
Som det ses nedenfor så forstår hun ikke meningen med beviset, også beskrevet i Devilliers (1990). Hun 
mener også at beviset kun gælder i præcist dette tilfælde og ikke i alle andre tilfælde, EMS (2011). 
T: Altså det de har lavet kan godt være rigtigt, men når man ikke lige har set et bevis før, for at finde ud af om alle tal 
ikke er lig med 0, så er man sådan lidt, er det her bare opfundet. Det kunne man godt tænke, altså at det er opfundet 
men så stadig giver det rigtige resultat, hvis man ligesom vil frem til dette. 
J: Ok lad os prøve sidste gang at kigge på den sidste ligning. Her sker der noget som ikke er lovligt 
T: Hmm der kommer til at stå 0 foroven og ikke noget forneden 
J: Hmmm, prøv at tænk lidt over hvad nu b og a det var for noget 
T: Øhhh, de er vel lig hinanden 
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J: Ja det er korrekt 
T: Så de vil vel egentlig gå ud med hinanden i parentesen, så vi får 0. 
J: Så hvad står der så tilbage, i parentesen i tæller og nævner 
T: Der vil stå 0 tilbage  
J: Ja så der står nu 
0 0
0

  
T: Kan man overhovedet dette? Det kan man da ikke, så giver alt jo bare 0  
J: Hvor mener du at man ikke kan det her 
T: Det aner jeg faktisk ikke  
J: Hmmmmm der er noget man aldrig må dividere med 
T:  0(Meget hurtigt respons) 
J: ja det er jo ulovligt 
T: Griner, nåhh ja 
Efter megen hjælp finder hun til sidst ud af at det er fordi man ikke må dividere med 0 at påstanden ikke er 
korrekt og dette er hun godt klar over. Men hvordan man får ræsonneret sig frem til dette, er hun ikke i 
stand til selv at kunne gøre. Hun udviser stor usikkerhed og igen manglende tro på sig selv. Det hænger 
selvfølgelig sammen med at hun godt selv ved at hun er meget svag indenfor matematik. De øvrige 2 
spørgsmål som er gennemgået med hende kan læses videre i bilaget. Der ses ikke den store forskelig end 
gennemgået her mht. problemfelter. Hun har dog nogle gange i de her interview haft deciderede 
blokeringer hvor jeg tænker, nu bryder hun sammen. Jeg har derfor gået lidt forsigtigt til hende og hun er 
så heldigvis kommet i gang igen. Hun er en elev med enorme problemer både mentale og faglige. I 
princippet ved jeg ikke hvor jeg skal starte med hende.    
Interview med testperson AM 
I spørgsmål 8 skal hun vurdere et ræsonnement, vedr. befolkningstal i DK og USA  
J: Ok, for det første, hvad har du svaret. 
Am: Jeg har svaret at jeg ikke kunne besvare dette. Jeg tror at det har været fordi at jeg har været lidt forvirret og jeg 
ikke har forstået helt pointen i, med det altså, altså jeg tror det har været sådan det med måden det er skrevet på jeg 
ikke helt har forstået. 
J: Ok, så når du siger, måden det er skrevet på, hvad mener du så med det mere specifikt 
Am: Hmm (Pause) 
J: Er det selve opgaveformuleringen du ikke forstår 
Am: Jeg det tror jeg at det er det der er gået galt der og så tror jeg ikke jeg har forstået hvad jeg skal svare på. Jeg tror 
det er det altså jo vurdere det men så ved jeg ikke hvad jeg skal skrive i mit svar 
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J: Ok, altså det har noget med gennemsnit at gøre 
Am: Ja, jo så nå ja det er jo 2 lande og så ligger man dem sammen og tager gennemsnittet af dem, ja ok,  
J: Men syntes du at det giver mening det de skriver 
Am: Hvis man havde sagt gennemsnittet af de 2 lande at nationalproduktet havde noget med det, så tror jeg at jeg 
havde forstået det, så havde jeg uden tvivl gjort det. 
J: Men giver det mening det de har skrevet, kan man regne det ud på den måde de har skrevet  
Am: Teknisk set vil jeg ikke mene at man kan regne det ud på denne måde, fordi at, der er jo altså det ene land er jo, 
USA er jo ca 12 gange så stort som Danmark       
J: OK 
Am: Så hvis man, skulle man også til at regne på hvor, hvis man skulle sammenligne med størrelsen altså indbyggelse 
øhh indbyggerne pr land hvor mange der er der vil jeg havde regnet med så hvor meget det så ville være med det 
gennemsnitlige land og på den måde tror jeg at jeg ville have tænkt over det.  
J: OK 
Am: Fordi hvis man har et lille Danmark og et kæmpe USA og siger at vi bruger 37000(Pause) Det er jo faktisk ret 
meget ifht. at de bruger 47000 dollars, når vi er et land der er så lille ifht dem. Sådan kunne man også vurdere på det.  
J: Så hvis du skal være konkret, er det så korrekt eller forkert det de skriver  
Am: øhhh, ud fra det jeg lige har sagt ville jeg så mene at det er forkert, men hvis man skal sige det ud fra det som de 
har skrevet, så vil jeg sige at det er rigtigt nok 
J: Det skal du så lige uddybe lidt. 
Am: Hvis man bare, nååå det kan man så ikke sige på den måde, øhh, men nej så kan man kun komme til den der med 
og regne med, altså så skulle man nævne flere øhh altså flere funktioner i teksten øhh altså oplyse flere informationer 
med indbyggertal og osv.   
Personen har altså ikke besvaret opgaven og det skyldes åbenbart at hun ikke har forstået opgaven. Men hvis man 
kigger på hendes argumentation, så kan man ikke sige at den er særlig konkret. Hendes ordvalg er meget upræcise og 
det minder ikke meget om matematisk ræsonnement
8
.  Det er ikke helt ud fra ovenstående til at vide om hun har 
fanget det som opgaven omhandler. Hun er inde på noget med at landene er af forskellig størrelse, men hun kommer 
ikke dybt ned i sagens kerne. Samlet set må man sige at hun ikke er i stand til at kunne vurdere argumentet.  Hvis man 
kigger kort på de andre transkripter med denne elev, så viser det videre at hun faktisk er i stand til at kunne vurdere 
på konkrete påstande b.la i opgave 16, hvor hun korrekt bruger eksempler til at illustrere at noget skal gælde flere 
gange for at gælde altid. Problemet er dog bare at hun regner forkert og derfor giver det forkerte svar til opgaven. Idet 
jeg fortæller hende om regnefejlen er hun på ingen måde i tvivl og revurdere derfor sit svar.  
                                                          
8 Matematiks Ræsonnement er en kæde af forbundne argumenter, der skal retfærdiggøre en matematisk 
påstand  (Niss)  
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Interview med testperson E 
Spørgsmål 5 er valgt til interview med denne elev. Dette er en af de dygtigste elever i klassen. Han har 
korrekt svaret at påstanden er forkert, men har ikke givet nogen forklaring. 
E: de skriver at b er lig med a og så kan vi så se at vi har a ganget med b-a i parentesen, som vi så ganger ud, så a 
ganget med b bliver så til ab her(Højresiden ligning 2) og så husker vi også at gange det andet led a ganget med a er så 
a i anden og så er der et minus og plus ganget med minus giver jo minus, så derfor står der a ganget med b -a i anden. 
og det sætter vi så lig med 0. 
J: Hvorfor sætter man det lig med 0 
E:Fordi det forestiller en andengradsligning  
J: Prøv at kig på det led hvor der stå a ganget med b minus a i anden  
E: Vi har sat b til lig med a ik? 
J: Jo der står der øverst der ja, så giver det mening 
E: (Tænkepause) Ja det gør det for hvis b er lig med a, så a ganget med b det må være det samme. Den koefficient må 
være den samme som a i anden fordi at a og b er det samme tal. 
Han er her i stand til at kunne argumentere temmeligt præcist for de første trin i beviset. Der går dog lidt 
tid før han finder ud af hvorfor man sætter det lig med 0 og kommer til at blande kvadratsætningerne ind i 
billedet, ligesom testperson T. Han argumenterer forholdsvist fint herefter, men kommer i problemer da 
han glemmer det han har sagt og ikke kan se hvorfor man kan sætte 0 udenfor parentesen.  
E: Det tænkte jeg nok, men kan man sætte b til lig med a?, Det er jo ikke, det har jo bare sat det til i det her bevis, det 
kan vi vel ikke vide.  
J: Det er jo en antagelse kan man sige, men jeg kan se at a er lig med 0 til sidst så, du har vel bevist at a=0 altid eller 
hvad og du har gjort rede for ligningerne, så hvad er der galt  
E: Ja det er jo noget galt i det. 
J: Så er det bare lige at tænke på hvor det eventuelt kunne gå galt her. 
E: Jeg tænker i hvert fald at(Ligning 4). b-a det er 0, men det betyder ikke at a er lig med 0, her sætter de jo a til 0 gør 
de ikke. Fordi de siger jo 0 ganget med b-a må være det samme som a ganget med b-a 
J: Du har faktisk selv sagt hvad det var som skete i ligning 2, som er svar på det du spørger om nu. 
E: Altså den her (Ligning 2). b-a er 0 og 0 ganget med 0 så bliver det 0  
Selvom han faktisk selv har argumenteret korrekt, kan han alligevel ikke få det til at give mening at 0 skal 
udenfor parentesen. Han indser dog til sidst efter nogen hjælp at løsningen på problemet er fordi man ikke 
kan dividere med 0, men han var ikke selv kommet hertil uden hjælp. Det kniber altså med at kunne følge 
logikken og ræsonnementerne.   
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Afrunding på interviewdelen  
Det er interessant at se at hos både den dygtige og svage elev, var der den fælles forestilling at hvis der 
stod et led med i anden så var dette nødvendigvis en kvadratsætning. Hvis man kigger fælles på de 3 
testpersoner, så kan det hurtigt fastslås at det kniber med at se logikken og dermed også med 
argumentationen. Den sidste elev præsterer bedre end de 2 andre hvilket også var forventet, men dette er 
et meget tydeligt problem. Der skal derfor sættes ind overfor hvad det vil sige at skulle ræsonnere sig frem 
til sin løsning og ikke mindst hvordan argumenterer man for vedr. en påstand er korrekt eller ej. Der er 
mange af vores kilder som omhandler netop dette spørgsmål, b.la. Duval (2007) som mener at der er 3 
forskellige typer af fejl i elevers beviser. Dette kunne man godt gøre mere generelt så det ikke kun 
omhandlede bevisførelse men også til vurdering af en påstand. En anden kilde er EMS (2011) som beskriver 
at elever har svært ved logiske argumenter, ræsonnements problemer. En anden tanke man kunne få er at 
elevens forestilling vedr. hvordan tingene hænger sammen ikke harmonere med lærerens Verschaffel 
(2002). Eller til spørgsmålet på hvad ser lærer som en acceptabel forklaring og hvad ser eleven som en 
acceptabel forklaring Dreyfus (1999). Der er altså rigeligt at tage fat på her.  
Opfølgende test 1 
For at adressere eleverne problemer med argumentation yderligere er der foretaget en test, som kan ses i 
bilag A23. I dette bilag er der foruden opgaverne også det korrekte svar, kommentar samt skrevet om 
opgaven er af typen logik, matematik eller blandet. Denne opdeling er valgt så den stemmer overens med 
de 3 forskellige optællinger fra detektionstesten. Nogle af opgaverne minder meget om detektionstesten, 
men der er lagt større fokus på argumentation. 
Svarresultaterne kan ses i bilag A24. Det ses her at b.la opgave 1 er meget drilsk for eleverne, idet hele 11 
ikke er i stand til at kunne svare på problemet. Opgaven ligner en af opgaverne fra detektionstesten, hvor 
de heller ikke var i stand til at kunne besvare denne. I spørgsmål 8 svarer størstedelen forkert og ligeledes 
på argumentationen, hvilket også var ventet. Spørgsmål 12 er rent matematik, hvor de skal regne 
kvadratsætninger ud, som går galt for de fleste. Her havde jeg dog forudset at de fleste kunne denne 
opgave. I spørgsmål 17 havde jeg forventet flere som var hoppet i med begge ben, men nej. De er her i 
stand til at se hvor fejlen er i beviset. Spørgsmål 19 omhandler også om de kan se logikken i opgaven og det 
er de ikke i stand til her. Flere hopper i med begge ben, men det er vigtigt at pointere at 11 undlader at 
svare på sp. b, de ved simpelthen ikke hvad de skal svare. Nogle af dem som svarer laver udregninger og 
begrunder ingenting.     
Resultater fra opfølgende test 1 
Ud fra optælling af resultaterne fremkommer følgende boksplots  
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Anden optælling detektionstesten 
 
Anden optælling diagnosetest 1 
Boksplottene viser henholdsvis optælling fra detektionstesten og optællingen fra opfølgende test 1. 
Plottet fra detektionstesten viser en lille tendens til at det er opgaver med argumentation som volder de 
største problemer. Plottet fra test 1 i diagnosefasen viser samme tendens dog noget tydeligere. Medianen 
ligger for argumentations opgaverne på 38 % mens det for opgaver med logik ligger nede på 27 %. Der er 
dog en større spredning i argumentationsopgaverne gående fra 13 % og helt op til 50 %.  
Resultatet her afspejler derfor den samme tendens også spottet i interviewdelen, hvor det rimeligt tydeligt 
fremgår. Det er derfor nødvendigt at der gøres noget for at få eleverne til at forstå hvad det vil sige at 
argumentere for noget.  
Opfølgende test 2 
For at kredse problemet yderligere ind, er der blevet fortaget endnu en test. Testen kan ses i bilag A25. 
Testen består af nyere HTX eksamensopgaver, hvori det kræves at eleven skal redegøre/argumentere for 
hvad der sker i en given ligning trin for trin. Dette er en opgave type der er kommet mere ind i billedet her 
på HTX de sidste år.  Dette afspejler også billedet i Dreyfus (1999), hvor han siger at skriftlige forklaringer 
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bliver en større del af hverdagen i matematikundervisningen. Kilden er dog af ældre karakter, så det vides 
ikke hvordan det foregår på nuværende tidspunkt. Det vil derfor være interessant både mht. elevernes 
eksamens forberedelse og i form af databehandling til dette projekt at se hvordan de klarer dette. Da det er 
en helt anden måde at anskue tingene på end de er vant til havde jeg nok ikke helt nogle forventninger til 
hvordan de ville tage imod dette. Her på stedet plejer de at skulle kunne lave bevisførelse, som kræver at 
man ræsonnere sig frem til løsningen, ved dels at opskrive ligninger og samtidig argumenterer for hvad de 
laver. Sidstnævnte er de som regel ret dårlige til, fordi de ikke ved hvad de skal sige, og i stedet prøver at 
huske beviset udenad. Men til denne test er beviset/opgaveløsningen lavet til dem, og så skal de ”bare” 
skrive hvad der sker trin for trin. Da testen kort blev præsenteret lød et dybt suk. Der er i dette tilfælde ikke 
lavet en besvarelse af hvad eleverne forventes at svare, da denne opgave synes umulig. Man kan i denne 
opgavetype bringe Lin & Yang (2007) ind i billedet. Modellen er også beskrevet i teorigrundlaget, men kort 
sagt så handler det om at kunne læse beviser. Ud fra dette kan man dele eleverne op i 4 grupper når de skal 
læse og forstå et bevis. Denne opgave type er selvfølgelig ikke et bevis, men eleverne skal på samme måde 
som i beviset kunne redegør/argumentere for de forskellige trin som bliver benyttet.   
Resultater fra opfølgende test 2 
Det er et kæmpe analyse arbejde at lave databehandling for 22 elever, som alle har skrevet forklaringer til 
opgaverne. Det er derfor blevet besluttet at der kun bliver fokuseret på hvordan en dygtig, en middel og en 
svag elev har klaret testen. De udvalgte elever er de samme elever som også deltog i interviewdelen. 
Besvarelserne for dette kan ses i bilag A26.  
Der vil i det efterfølgende blive refereret på følgende måde. T, Am og E står for navnet på eleven, 1,2 ellers 
3 står for opgave nummeret og 1-10 står for den linje i opgaven hvor de har givet en argumentation. Altså 
vil AM11, betyde eleven AM i opgave 1 i linje 1. Alle linjer og opgaver vil ikke blive gennemgået, men kun 
gode og mindre gode eksempler vil blive fremhævet. En vigtig detalje som skal på plads, er hvad forventer 
man af eleverne når de skal lave denne opgavetype. Der står i opgaveteksten at de skal redegøre for hvert 
af trinene, så tankegangen tydeligt fremgår, men hvad menes helt præcist med dette? Hvis man kigger på 
emu.dk, hvor der er lavet en evaluering af fagkonsulenten, så er der givet følgende vurderingsgrundlag9. 
Der er altså lagt op til at eleven kan benytte sig af forklaringer med understøttende beregninger. 
I AM12 skrives ”værdierne indsættes” Dette er meget indforstået, idet man jo godt ved hvad der menes, 
men det er ikke særligt konkret. Hvilke værdier refereres der til? (klodsede forklaringer Duval(2007)). I T12 
skrives ”regneformlerne for de forskellige figurer skrives op”, hvilket giver lidt bedre mening.     
I AM13 og AM16, bruges ”reduceres” som på en meget kort måde fortæller hvad vi matematisk gør, men 
ikke noget om hvordan vi gør det.  Her skriver T13 og T16 i stedet for ”Formlen forkortes ned”, hvilket er 
samme problemstilling som før.  
                                                          
9 I denne forklaringsopgave er der fem trin, der skal forklares. Det er vigtigt, at man som censor tager de 
enkelte trin og vurderer om de giver en passende forklaring til beregningen. Dette kan gøres med ord eller 
ved en kombination af ord og formler samt henvisning til tegningen. Evaluering på denne opgave: Dårligt og 
upræcist sprog. 
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AM18 skriver ”Og så sat sammen med en anden magisk ligning fra 3 og den bliver forkortet” Her arbejdes 
på et lavt niveau. Ud fra Lin/Yang modellen så er man måske med lidt god vilje, i stand til at kunne 
genkende elementerne, men der er intet der tyder på at man kan kæde disse sammen. Hvis man skulle 
træde skridtet op, så kunne forklaringen f.eks. være ”Jeg indsætter den fundne højde fra ligning 7, ind i 
arealformlen fra ligning 3 og kan nu finde arealet, hvor det kun er x som er den ubekendte”. I T18, skrives 
”Den isolerede ligning sættes ind på h’s plads”, Hvor jeg tror at hun refererer til ligningen fra forrige ligning. 
Hun er niveauet over AM, idet hun godt ved hvad der foregår. Men der mangler lidt oplysningerne og 
forklaringer.  
Den dygtige elev skriver i E12, ”Udtrykket for Atrekant, Akvadrat, Acirkel og Akrum sættes ind i stedet for 
det der skrives nu”. Han er noget mere konkret i sin forklaring, da han forklarer hvad der er der indsættes. 
Han kunne dog godt lave referencen tilbage til ligning 1, som han jo starter med inden der indsættes. I E13 
og E16 vælger han en helt anden tilgang end de 2 forrige, idet han bruger både ord og formler, som 
fagkonsulenten beskriver det. Han udviser ved dette en langt større indsigt og får samtidig vist at han 
forstår matematikken bag beregningen. Selvom det er noget rodet skrevet, så viser han alligevel at han er 
på øverste trin i Lin/Yang modellen, idet han udviser godt overblik og at han er i stand til at kunne samle 
tingene. Man må også overveje hvor stor nøjagtighed kræver vi af elevens forklaring? Dreyfus (1999). 
Forklaringen skal være jo både være forståelig og matematisk korrekt. 
I AM22 skrives, ”Længden af kateten bliver sat over højden for at få et udtryk for tan(36 )  ” Dette må i den 
grad gå under betegnelsen upræcist sprogbrug. Jeg tror godt at man ved hvad der foregår men at ”Sat over 
højden”, skal referere til division, er på ingen måde en matematisk formulering. Dels er forklaringen dårlig, 
men der er også væsentlige elementer af manglende viden. Det ville her være et kæmpe plus at nævne 
trekantsrelationerne for den retvinklede trekant. E22 skriver ”tan er 
mod
hos
” Jeg kan godt se at der refereres 
til relationen med tangens i en retvinklet trekant, men hans forklaring er ikke tilstrækkelig. Der mangler en 
mundtlig forklaring på hvorfor man kan gøre dette. 
I AM 23, skrives ”Arealet for en trekant bliver sat ind og udtrykket fra 1 og 2, bliver udfyldt som henholdsvis 
grundlinjen og højden” og E23 skriver ”Ganger mod og hos og ganger med 0.5 for at finde arealet”. 
Sidstnævnte forklaring er ok, men på et meget lavt niveau. Begge personer bruger ikke formler og 
beregninger, som lige her er nødvendigt for at forstå hvad der foregår. For at komme fra ligning 2 til ligning 
3, bliver man nød til at isolere højden h i ligning 2, for at forstå hvordan denne lige pludselig dukker op i 
ligning 3. Det er derfor en stor mangel at det ikke indgår i deres forklaring og det viser også at selve 
logikken i det de laver ikke er til stede, huller i forklaringer Duval (2007).  
I E24, skrives ”Her ganges en hel side med h og derefter ganges med 0.5= arealet af en dobbelt 3 kant”. Jeg 
er ikke sikker på at jeg helt forstår hans forklaring, men den er helt sikkert mangelfuld. Der er ikke nogen 
forklaring på hvordan man kommer fra ligning 3 til ligning 4, hvorfor står der tangens i den ene ligning, 
mens der står cosinus og sinus i den efterfølgende. Der er derfor i denne forklaring ikke nogen kæde af 
forbundne elementer som retfærdiggør den matematiske påstand Niss (2015). Det samme gør sig 
gældende med sidste linje i opgave 2.  
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I opgave 3, testes det om man forstår brugen af kvadratsætningerne. I T34 skrives ”De næste omskrives ved 
hjælp af 2 2 2( ) 2a b a b ab     ”. Det er meget nærliggende at eleven laver en gentagelse af 
forklaringen fra ligning 3, som allerede står givet. Der gemmer sig dog i dette trin en større forståelse end 
bare denne forklaring. Det er korrekt at man bruger kvadratsætningen men hvorfor kan man gøre det på 
denne måde og hvorfor ligger man pludselig et tal til på venstresiden som ikke stod der før. Når man 
underviser i dette gøres en stor dyd ud af at fortælle dem dette, men de har stadig kæmpe problemer med 
forståelsen. Hendes forklaring her, viser også med alt tydelighed at hun ikke ved hvad der foregår, så den 
må siges at være meget mangelfuld. E24 begiver sig ud i en beregning af de forskellige led, for at vise 
problemstilling og han viser derfor at han forstår brugen af sætningen. Resten af elevernes forklaringer i 
denne opgave byder på ganske fornuftige forklaringer, B.la. hvor T35 skriver ”Tallene uden for parentes 
lægges sammen og plusses på begge sider af lighedstegnet”. 
Testen viser at eleverne har svært ved at bruge korrekt matematisk sprogbrug. 
Spørgeskema om matematikforestillinger 
Bevisførelse og ræsonnementer er for de fleste elever meget svært, men hvorfor er dette sådanne. Ja hvis 
man kunne give et entydigt svar, så ville nobelprisen nok være at overveje. Der er mange problemfelter 
som skal undersøges, før en antydning af svaret kan findes. Et væsentligt problem kunne dog være at 
eleverne har en helt anden forestilling vedr. matematik end det vi går og tror, Schoenfeld (1992) 
Verschaffel (2002). mfl. Det er vigtigt at benævne at forestillinger er mere rodfæstede og kognitive end 
følelser og det gør at det tager længere tid at ændre disse. Få at få en ide om hvad den studerende mener 
om matematik generelt er der lavet et spørgeskema vedr. dette. Skemaet bygger på Schoenfeld (1992), 
men er udvidet således at ræsonnement og beviser også kommer med. Et af vores kerne problemer er også 
at finde ud af om eleven kan se nødvendigheden i et bevis, dette er derfor også med i spørgeskemaet. 
Resultaterne kan ses i bilag A27.  
Der var kun 14 ud af 24, som havde lyst til at udfylde skemaet, så det er desværre ikke helt retvisende. Af 
interessante findings kan nævnes spørgsmålet vedr. om matematiske beviser er irrelevante. Her er der ikke 
bred enighed om svaret. Dog har ca. 64 % svaret mellem 1 og 3 her, så der en tydelig tendens, som peger 
på at størstedelen er uenige om at beviser er irrelevante. I spørgsmålet der er kun en korrekt metode ifht. 
at løse et givent problem, er der også stor uenighed. Ca. 42 % svarer her at de er enige i påstanden, men 
ellers er det fordelt lidt spredt. Her er der bestemt noget at tage fat i, med en forestilling som skal ændres. 
På spørgsmålet ”Man kan ikke forvente at normale elever kan forstå matematikken, der blot skal huskes 
udenad”, skal man huske på at de fleste elever ikke ser et bevis som værende, ”en logisk deduktion 
hvilende på et sæt af præmisser” Niss (2015), men i stedet ser dette som noget der bare skal huskes i 
hovedet.  Mange af eleverne er her enige om at, det kan man ikke forvente af dem. Det viser bare at de 
ikke har forstået præmisserne. I spørgsmålet til bevisførelse er svært havde jeg regnet med flere som var 
enige. Ca. 50 % har besvarelse fra 1-5 og resten fra 6-10. Altså mener halvdelen at det er til at overkomme. 
Det skal nok ses i lyset af at de 10 som ikke har besvaret spørgeskemaet ligger i den svage ende, så billedet 
havde nok været anderledes hvis de havde deltaget.  Hvis man kigger på de sidste 4 spørgsmål, så er der en 
tydelig overvejende del som godt kan se nødvendigheden i beviserne. Dette er en vigtig observation, men 
man skal bare huske på at det jo ikke er det samme som at sige at de ikke har vanskeligheder med 
beviserne.  
 
Del 2, side 39 af 272 
En af vores problemstillinger fra problemformuleringen er også at se hvordan eleverne respondere på 
forskellige bevistyper. Det er derfor interessant at se deres viden vedr. dette. Det ses af svaret på ”hvilke 
forskellige typer af beviser kender du”, at det er meget få som har nogen viden indenfor dette. Det er kun 3 
personer som har kendskab til de forskellige typer af beviser. Det skal dog også nævnes at, indirekte og 
induktionsbeviset, meget sjælendt bliver praktiseret på HTX Hillerød, så det kommer ikke som noget chok 
for mig. Det ses tydeligt at eleverne ingen ide har om hvad matematisk ræsonnement er for noget. ”At 
anvende matematiske teorier” er der en der skriver, hmm ikke lige just, men en kæde af forbundne 
argumenter der skal retfærdiggøre en matematisk påstand Niss (2015). Det forventes dog ikke at eleverne 
giver dette svar.  En anden skriver ”Kort sagt er det at tage nogle forudsætninger/definitioner og 
argumentere sig frem til en sætning”. Heri ligger der en del sandhed idet man ifølge forklaringen bruger 
nogle forudsætninger for at komme frem til en sætning, altså et meget fornuftigt svar.  Eller ”Man tager 
nogle forudsætninger og derefter prøver man at argumentere sig frem til en sætning” Egentlig også et 
fornuftigt svar, som beskriver processen fint. Hvad er et matematisk bevis? Det forventes ikke at Niss’s 
version kommer frem her, men af svar kan nævnes. ”Det er den måde man kommer frem til en bestemt 
ligning” Dette er absolut ikke nogen forklaring som er tæt på definitionen, men det beskriver hvad der for 
eleven giver mening. Eleven ser udledningen på tavlen og prøver at følge med i den logiske deduktion og til 
sidst står et færdigt produkt. Altså kort fortalt hans forklaring.  Hvis eleven tænker på brugbarheden af et 
bevis, så er forklaringen ”Der forklarer formelen for hvordan løser en bestemt problemstilling indenfor 
matematikkens verden”. Eleven tænker på brugbarhed og hvad man kan bruge det til.  
Et meget spændende spørgsmål som kunne forklare mange af deres forestillinger er, hvorfor er 
bevisførelse så svær. ”Fordi der så mange ting og regler, man skal kunne og huske” Eleven har ret i at man 
skal kunne huske grundreglerne, men hvor dybt skal eleven gå ned i en forklaring, skal den gå hele vejen 
tilbage til definitionen? Dreyfus (1999). Her er absolut en elev der ikke kan følge den logiske deduktion, 
men som tror at beviser skal kunne huskes. Denne tendens ses i flere af svarene givet her, nok mest præcist 
beskrevet her. ”Fordi man skal kunne VIRKELIG ALLE matematiske regler i hovedet bla. derfor kan det være 
nødvendigt at lære et bevis udenad.”.  Ja der er ingen tvivl hvad eleven mener. Det er meget interessant at 
se elevernes forestillinger og det gør det lidt lettere for os som undervisere at se hvor skoen trykker mest. 
Det kommer dog ikke som noget chok at eleverne mener at beviser skal huskes, så derfor gør man også en 
ekstra indsats for at fortælle det til dem så hurtigt som muligt. Det har dog ikke hjulpet i denne klasse. Der 
henvises til bilag A27 for flere eksempler på forestillinger.  
Sammenfatning i forhold til diagnosefasen 
Der er foretaget 2 opfølgende test, samt en spørgeskemaundersøgelse. Den første test viste at det ikke var 
logikken som voldte eleverne problemer, men i stedet argumentation. Dette var også tendensen fra 
detektionstesten. For at kredse problemet yderligere ind blev der i test 2, designet opgaver hvor de skulle 
argumenterer sig igennem nogle forskellige trin som opgaven var delt op i. Testen viste at eleverne for det 
meste godt vidste hvad der foregik, men at de ikke var i stand til at kunne argumentere korrekt 
matematisk. Den dygtige elev skiller sig ud fra de 2 andre, men i opgave 2 er han heller ikke i stand til at 
kunne argumentere/ræsonnere ordentligt. Nogle af forklaringerne er ganske udemærkede, men meget 
indforståede, hvilket vil sige at de rummer det som man matematisk gør, men ikke hvordan man gør det. 
Ligeledes sås det også at nogle af forklaringerne decideret manglede trin, for at man kunne forstå 
sammenhængen, altså direkte mangelfulde. De befinder sig derfor på et lavt trin ift. modellen Lin/Yang. 
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I det efterfølgende spørgeskema som omhandlede elevernes forestillinger sås det b.la at eleven ser et bevis 
som noget der skal læres udenad og ikke som noget der indeholder trin man skal ræsonnere ud fra.   
Det er derfor på baggrund af de opfølgende test besluttet at lave en intervention som omhandler beviser, 
og korrekt matematisk sprogbrug og da de 3 valgte elever på forskellige niveauer alle havde problemer med 
dette, giver det derfor god mening at lave en klasseintervention.   
Egedal Gymnasium og HF 
Jeg interviewede begge elever ved denne gang at lade dem lave opgaverne på papir med en smartpen, som 
både optog billede og lyd. Dette var en klar forbedring fra 1. modul (hvor jeg brugte smartboard), og 
eleverne følte sig trygge og glemte hurtigt at de blev optaget. I begge interviews tog jeg udgangspunkt i 
nogle udvalgte spørgsmål i detektionstesten, hvoraf nogle vil blive præsenteret her. 
Interview med elev nr. 16 
Jeg startede med spørgsmål 1 fra detektionstesten (om enhver firkant er kvadrat), som han havde svaret 
forkert på. Jeg bad ham læse spørgsmålet, hvortil han igen svarer ja. Han bliver bedt om at tegne et 
kvadrat, og fortæller (da han bliver spurgt) at der gælder at den er lige lang på alle sider. Han tegner 
derefter et rektangel og fortæller at her er to af siderne længere end de to andre. Her siger han så, uden at 
blive spurgt til det, at så må svaret på spørgsmål 1 være nej. 
Spørgsmål 5 (bevis for at alle tal er 0) har han svaret at beviset er korrekt. Han læser opgaven, og da han er 
færdig med at læse siger han at så må alle tal være lig 0 (dette har han ikke svaret i testen).  Jeg gentager 
spørgende at alle tal er lig 0, hvortil han usikkert svarer nej, alle tal kan ikke være lig 0. Da han spørges til 
om det er et bevis han lige har læst, svarer han at det vil han meget gerne gå ud fra at det er. Jeg spørger til 
hvornår noget er et bevis, og han svarer det er når der kommer regneregler ind over. Jeg spørger, om hvis 
det nu er et bevis, har vi så bevist at alle tal er lig 0. Her går han i stå, og svarer tøvende nej. Da han til sidst 
spørges om, når han nu ved at alle tal ikke er lig 0, så tror at beviset er rigtigt, svarer han nej. Men han har 
ingen ide om hvor fejlen i beviset er.  
Spørgsmål 16 (ny terning med dobbelt sidelængde) har han i prøven svaret nej, da der kun stadig vil være 6 
muligheder.  Han svarer igen  det samme, men da jeg spørger til om han kan skrive hvordan rumfang 
udregnes skriver han  
 
 
Da jeg spørger om han stadig mener det er 6 gange større, siger han selv det er sandsynligheden han 
tænkte på og at rumfanget må være 8 gange større. 
Spørgsmål 18 (𝑎2 ≥ 𝑎), har han svaret forkert på, ved kun at udvælge a=0.  Han læser opgaven op, og 
tænker længe. Han spørger så tøvende om 1/10 ikke kan bruges, og sda jeg beder ham prøve om 1/10 
virker skriver han 0,12 og går her i stå, for som han siger kan han slet ikke regne det tal ud. Jeg spørger til 
om han tror 0,12 bliver større eller mindre end 0,1 og han svarer uden tøven at det bliver større. Med 
meget hjælp får han omskrevet de 0,12 til 1/100 og kan her se den nu må være mindre end 1/10. Så 
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konkluderer han selv at 1/10 altså kan bruges i opgaven. Jeg spørger til om der er andre tal der kan bruges, 
men det ved han ikke. Jeg spørger til om der er nogle tal han ved der ikke kan bruges og han svarer straks at 
0 ikke kan bruges og forklarer kort hvorfor. Derefter nævnes at 1 ikke kan bruges. Så forsøger han med -½, 
og konkluderer at det i anden må give 1. Da han skal skrive det på papir kan han delvist huske den 
brøkregneregel jeg viste ham ved 1/10, og bliver lidt forvirret over at  ½ gange ½ bliver 1/4. Med en del 
hjælp kommer han frem til at tallet ikke kan bruges. Jeg spørger til om 0,2 kan bruges, og han svarer at det 
må være det samme som en 1/10. Da jeg spørger hvilke tal der så egentlig kan bruges svarer han 
kommatal, og (da jeg nok ser lidt forkert ud) retter det til at være brøker som er mindre end 1. 
Spørgsmål 21 (vinkelsum i en trekant), i testen har han svaret rigtigt, men mener nu ikke at det er et rigtigt 
bevis, for der mangler alt for meget forklaring. Han roder sig ud i en længere forklaring om at der altid er 
360 grader i en firkant som kan deles i to trekanter, men vil slet ikke forholde sig til det skrevne bevis.  
 
Interview med elev nr. 2 
Spørgsmål 5 (bevis for alle tal er 0) har eleven skriftligt svaret at alle tal er 0, men samtidig også skrevet at 
beviset ikke er korrekt. Hendes forklaring var at hun mener man ikke siger noget generelt når a sættes lig b. 
Da hun bliver bedt om at kigge på opgaven siger hun som det første at det jo ikke giver mening og spørger 
til om man så ikke skal finde ud af hvad de gør galt. Da hun spørges til om beviset er korrekt svarer hun at 
det vil hun ikke tro, for man kan jo ikke sige at ethvert tal er lig 0. At ethvert tal ganget med nul er lig 0 er 
rigtigt. Det mener hun er det de gør i beviset.   
Spørgsmål 6 (kvadratsætning) har hun svaret forkert på i detektionstesten. Hun skriver først  (1 + 2)2, 
kigger lidt på det og skriver så selv (0 + 2)2 = 4. Hun skal have lidt hjælp til at se at det faktisk er på den 
ønskede form, at a2 godt kan være 02 driller, men skriver hurtigt selv  
 
Og konkluderer så at så er der undtagelser hvor den gælder. 
Spørgsmål 19 (Figur med fire lige lange sider der ikke er kvadrat) har hun skriftligt svaret forkert på og 
krydset over trapezen, men da jeg spørger hende under interviewet peger hun på femkanten og 
argumenterer for at siderne er lige lange men figuren ikke er et kvadrat. Da jeg gør hende opmærksom på 
at der tales om en fire-sidet figur vælger hun først trapezen men skifter selv mening, efter lidt diskussion 
med sig selv, parallelogrammet.  
Spørgsmål 20 (Sum og produkt af to tal) har hun svaret ja, de to udsagns indhold er det samme, men uden 
forklaring. Det første hun siger, er at de siger det omvendte af hinanden. Efter at læse opgaven igen 
konkluderer hun at de siger det samme, da jeg spørger om hun er sikker svarer hun pludselig nej. Hun 
tænker højt med nogle taleksempler, og skifter lidt mening frem og tilbage om de siger det samme. Så 
bliver hun spurgt om Ali og Ayas udsagn faktisk gælder. Hun forsøger med en masse regneeksempler, er 
inde over både at bruge 0 og negative tal. Efter flere eksempler finder hun et, begge tal -4, som ikke passer 
på Ayas. Ud fra dette konkluderer hun at hvis de to tal er ens, så gælder Ayas påstand ikke, men da hun 
bliver spurgt om det passer med 3, ser hun hurtigt det ikke er rigtigt og konkluderer at Ayas udsagn kun 
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nogle gange kan være rigtigt. Mht. Alis udsagn roder hun rundt i hvad der medfører hvad og har lidt svært 
ved at forstå at hun ikke kan vælge taleksempler hvor summen er lige, og så se om produktet er ulige. Men 
lidt hjælp kommer hun frem til at hvis produktet skal være ulige, så må begge tal være ulige og derfor må 
summen altid være lige. Herudfra konkluderer hun at Alis udsagn altid passer. Og til sidst konkluderer hun 
så at så kan det ikke være det samme de to siger. 
Spørgsmål 21 (vinkelsum i trekant) har hun svaret ikke er et bevis og at vi bliver nødt til at måle på alle 
trekanter i detektionstesten, men uden forklaringer. Da hun spørges om det er et bevis for vinkelsummen i 
en trekant svarer hun at det ikke er nok, der skal flere trin med. Hun er ikke meget for at forholde sig til det 
specifikke bevis og er noget tøvende da jeg spørger til hvordan man så egentlig ved at der er 180 grader i en 
trekant. Hun svarer at det har man observeret en masse gange, men mener dog ikke det er nødvendigt at 
blive ved med at måle på trekanterne nu. Efter lidt tid får hun udtrykt at det hun egentlig mangler i beviset 
er et bevis for at de to vinkel u (og de to vinkel w) faktiske er ens. Jeg spørger hende om hun ville acceptere 
beviset, hvis nu vi først havde bevist at de vinkler rent faktisk er ens, og så var hun helt med på at beviset 
for vinkelsummen så måtte gælde. 
Opfølgende test 
Da jeg havde gennemført interviews med de to udvalgte elever, og snakket lidt med en del af de andre 
elever fra klassen, synes det rimelig klart at de havde meget svært ved beviser. Logikken virkede ikke som 
et helt så stort problem, så længe det var de mere simple logiske slutninger. Derfor fik hele klassen en test 
for at se om jeg havde ret i mine forventninger til dem. 
Testen kan ses i bilag B21 og indeholder mange af de samme spørgsmål som Sten har brugt i sin klasse på 
Helsingør gymnasium. Dog er en del opgaver fjernet, da jeg var bekymret for, om de kunne holde fokus 
længe nok. Klassen har en tendens til ikke at være så koncentrerede, og det går ofte ud over f.eks. sidste 
halvdel af prøver. 
Den opfølgende test viste at eleverne generelt havde fint styr på logikopgaverne, på nær to tilfælde.  
Det ene var opgaven med et ”eller” indbygget (Er det sandt, at 4 er et primtal eller 2+2=4), hvor kun de 
dygtigste 5 elever i klassen faktisk svarede på spørgsmålet. Resten svarede todelt, ofte i stil med ”nej, 4 er 
ikke et primtal men jo 2+2=4” eller kortere ”nej og ja”. De to interviewede elever svarede ”nej ja” (elev nr. 
16) og ”Nej, 4 er ikke et primtal, da 2 går op i det! Og derfor kan det skrives som 2+2=4, som netop angiver 
at 2 går op i 4” (elev nr. 2). 
Det andet var opgaven ”Hvis det er sandt at ’14 er et primtal’, er det så sandt, at ’14 ikke er et primtal’”. 
Igen var det kun de få dygtigste elever der rent faktisk svarede på opgaven, og så den logik der lå bag, mens 
de fleste svarede ”14 er ikke et primtal” eller lignende. De to interviewede elever svarede ”nej 14 er ikke et 
primtal” (elev nr. 16) og ”Ja, der gælder det samme som opgaven før”. I opgaven før (”Hvis det er sandt at 7 
er et primtal, er det så sandt, at 7 ikke er et primtal”) svarer hun ”7 er et primtal, når det handler om hele 
tal. 7 er ikke et primtal, hvis man ser på decimaltal, da 3,5+3,5=7. (Så skal tallene være decimaltal for at 7 
ikke er et primtal)” (elev nr. 2). Denne elev har tydeligvis misforstået alle aspekter af denne opgave. Ud 
over ikke at have forstået hvad det vil sige at være et primtal har hun heller ingen fornemmelse af den 
logiske struktur bag. 
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I spørgsmålene med direkte beviser viser eleverne tydeligt at de kender denne type beviser. De dygtige 
elever gør hvad der forventes af dem, udregner, forklarer mellemregninger mm. Som f.eks. elev nr 2, se 
figur nedenfor 
 
De svageste elever forstår godt hvad de grundlæggende skal, de fleste kan bare ikke matematikken til at 
fuldføre det, som f.eks. elev nr. 16: 
 
Generelt synes eleverne det er markant sværere at oversætte fra en sprogligt formuleret geometribevis til 
matematik. Dette er jo ikke overraskende, men var forventet, og mange elever har slet ikke lavet den 
opgave. 
I opgaverne med indirekte beviser og induktionsbeviser er det meget tydeligt at eleverne ikke er vant til 
denne type beviser. Mange elever giver op, uden at prøve, og selv de dygtigste forsøger at forklare de 
enkelte trin, men formår ikke at forklare den overordnede pointe med beviset.  
I modstridsbeviset giver elev nr. 16 op og svarer slet ikke mens elev nr. 2 forsøger at forklare alle trin 
undervejs, men ikke viser nogen forståelse for beviset som helhed. 
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I induktionsbeviset forsøger elev nr. 16 men det giver ikke meget mening, og han har helt sikkert ikke 
forstået princippet. Det skal siges at de også kun en enkelt gang tidligere har set et induktionsbevis, så det 
var helt forventet at de (fleste) ikke kunne finde ud af grundidéen.  
 
Elev nr. 2 forsøger også, men ikke med meget mere forståelse af princippet bag induktionsbeviser. 
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 Ud fra disse opgaver kan jeg konkludere at der både er en del problemer med bevisforståelse, men også 
større problemer med logikken end jeg først troede. De helt simple logiske implikationer kan eleverne 
sagtens, mens de hurtigt står af, hvis der indgår eller, eller udsagnet strider mod deres intuition. 
Spørgeskema om matematikforestillinger 
Ud over den opfølgende test udfyldte alle elever også et spørgeskema om matematik. Eleverne udfyldte 
det hjemme som lektie, så tidsforbruget var meget forskelligt, og nogle tog det tydeligvis mere seriøst end 
andre. Spørgeskemaet blev udfyldt elektronisk, men var ikke anonymt. Alle spørgsmål og elevers svar kan 
ses i bilag B23, mens der i dette afsnit kort vil blive præsenteret tendenser og interessante kommentarer. 
De første ti spørgsmål er skalaspørgsmål, hvor eleverne skulle vurdere udsagn fra 1-10, hvor 1 er uenig og 
10 er enig. I nedenstående tabel ses en oversigt over elevernes svar, hvor den største og mindste værdi der 
er svaret er noteret, samt gennemsnittet. I bilaget kan den præcise fordeling ved hvert spørgsmål ses. 
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Spørgsmål 
Mindste 
værdi 
Største 
værdi Gennemsnit 
1.1 Matematiske problemer har ét og kun ét rigtigt svar. 1 10 3,8 
1.2 Der er kun én korrekt metode i forhold til at løse et givent problem i matematik. 1 6 1,8 
1.3 Man kan ikke forvente, at normale elever kan forstå matematikken, der blot skal 
huskes udenad. 1 10 4,8 
1.4 Matematik er en aktivitet, der bedst udføres alene uden andres medvirken. 1 9 3,6 
1.5 Hvis en elev har forstået matematikken, kan ethvert problem løses på højst 5 
minutter. 1 10 3,4 
1.6 Den matematik, vi lærer på gymnasiet, har intet at gøre med den virkelige 
verden. 1 10 3,1 
1.7 Matematiske beviser er irrelevante i relation til udvikling og innovation. 1 10 3,0 
1.8 Jeg synes godt om matematik. 4 10 8,3 
1.9 Jeg ved, hvad der forventes af mig i matematikundervisningen. 3 10 7,2 
1.10 Jeg læser på lektien hver gang. 4 10 7,9 
1.11 Beviser er en naturlig og nødvendig del af matematikken. 1 10 8,1 
1.12 Beviser hjælper mig til at forstå matematikken bedre. 1 10 7,4 
1.13 Bevisførelse er svært. 1 10 5,7 
1.14 Jeg kender flere forskellige former for beviser. 1 10 7,2 
1.15 Hvis man kan give tilstrækkeligt mange eksempler på en sætning eller en regel, 
er det et bevis. 1 10 3,0 
1.16 Hvis en sætning skal modbevises, skal der mange eksempler til. 1 10 4,9 
1.17 Et induktionsbevis bruges, hvis en sætning, der gælder for alle reelle tal, skal 
bevises. 1 10 6,5 
1.18 Ved et modstridsbevis begynder man med at antage noget, der er forkert. 1 10 8,1 
1.19 Et direkte bevis er et bevis, hvor man i en række trin logisk udleder en sandhed. 1 10 8,7 
1.20 Bevisførelse er en nødvendig del af matematikken. 1 10 8,2 
 
Som man kan se af ovenstående tabel er der langt fra enighed i klassen.  
At beviser er en nødvendig del af matematikken (spg. 1.11 og 1.20) er klassen ret enige om. Den ene elev 
der slet ikke mener det er nødvendigt er den samme elev som svarer helt negativt på at beviser hjælper til 
at forstå matematikken (spg. 1.12). 
En anden interessant ting er at mange af eleverne bruger hele skalaen, også der hvor det måske ikke giver 
så meget mening. F.eks. spørgsmål 1.15 og 1.16, hvor det egentlig mere er ja/nej spørgsmål, er der mange 
der helgarderer og svarer 4, 5 eller 6. 
Mht. den didaktiske kontrakt er der noget der tyder på jeg ikke helt har fået formidlet flere elementer klart 
til eleverne. Der er mange i klassen der overordnet mener at have fanget hvad der forventes af dem i 
matematik. Der er dog også en del elever (hovedsageligt i den svageste del afl klassen), som ikke mener det 
er helt klart hvad der forventes af dem. Mht. lektielæsning har de nok ikke et helt ærligt syn på hvad dette 
indebærer, da min erfaring er at de fleste sjældent forbereder sig hjemme.  
Helsingør gymnasium 
I det følgende bliver der redegjort for de aktiviteter, der har været gennemført under diagnosefasen: 
Interviews, spørgeskema og opfølgende opgavesæt. 
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Interviews 
De to elever, der jævnfør tidligere blev udvalgt til det videre arbejde, blev interviewet således, at de fik 
udleveret en kopi af detektionstest 2, hvorpå de spørgsmål, som eleverne ikke havde svaret eller svaret 
forkert på, var markeret. Eleverne blev da bedt om at besvare spørgsmålene og skrive deres argumentation 
ned. Under denne proces blev papiret optaget på video tillige med den dialog, der udspillede sig mellem 
undertegnede og elev.  
I forbindelse med førstesemesteropgaven udtrykte jeg bekymring i forhold til brugen af video, og denne 
gang var både O og især T så tydeligt nervøse over det opstillede kamera (T ligefrem rystede på hånden), at 
jeg til det tredje interview, der viste sig nødvendigt af en årsag, jeg straks skal komme tilbage til, indkøbte 
en Smartpen, hvilken har den funktionalitet, at den optager en lydfil af det, der bliver sagt, samtidig med at 
den registrerer det, der skrives med pennen, således at man kan afspille en film med det skrevne og høre 
den dialog, der foregik, medens man skrev. Ganske smart, og den elev, der fik fornøjelsen af at indvie 
pennen, virkede ganske upåvirket af situationen, men jeg har selvfølgelig ikke prøvet den med T og kan 
derfor ikke sige, om den kunne have gjort interviewet mere behageligt for hende. 
Grunden til, at jeg endte med at interviewe endnu en elev, var, at T, der jo var den dygtige elev, viste sig at 
have fuldstændig styr på samtlige af de opgaver, som hun enten ikke havde besvaret (i alt 5 styk), eller som 
hun i første omgang havde besvaret forkert (i alt 7). Det viste sig under interviewet, at T grundet tidspres 
havde sprunget nogle opgaver over, og så nåede hun bare ikke at vende tilbage til dem. Samtlige af disse 
opgaver klarede hun uden fejl under interviewet, og for alle de opgaver, hvori hun havde fejl, gælder, at 
hun selv fandt fejlene efter lidt betænkningstid. Jeg må derfor konkludere, at T har klaret sig relativt dårligt 
i detektionstesten grundet manglende rutine fremfor manglende forståelse. 
På denne baggrund valgte jeg så en ny elev, E, der lå på samme niveau i detektionstesten som T, idet 
summen af forkerte besvarelser og opgaver, der ikke var blevet besvaret, var henholdsvis 13 for E og som 
sagt 12 for T, men som umiddelbart må betragtes som værende lidt over middel, hvilket også ses af, at E 
havde 11 ud af de 13 forkerte. 
De to interviews med henholdsvis O og E er blevet transskriberet i deres fulde ordlyd. Transskriptionerne er 
at finde i bilag C24 og C25. I det følgende er særlige pointer udvalgt med henblik på at understøtte en 
diagnose.  
Interview med O 
Hermed et udvalg fra transskriptionen af interviewet med O, som der tog udgangspunkt I de spørgsmål, 
som O enten ikke havde besvaret, eller som O havde besvaret forkert. Kommentarer til de udvalgte dele af 
transskriptionen er vist i kursiv efter hvert spørgsmål. 
Spørgsmål 4 
Interviewer: Lad os kigge på opgave 4. Det er noget med, at du skal finde et eller flere mulige svar, som du 
anser for korrekte.  
Elev: Jo, selvfølgelig (Meget lang pause). Man kan godt svare b).  
Interviewer: Okay. 
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Elev: (Lang pause igen) Man kan faktisk godt sige øhh, man har for det meste ret i det, men nogle gange er 
der nogle undtagelser som vist i det sidste eksempel. 
Interviewer: Det er en undtagelse? 
Elev: Det er en undtagelse eller øh, hvis det er mindre end 10, ja. Man kan sige, man kan gøre det med 
begge to, hvis man ganger..., hvis b er et negativt tal, eller om det er et positivt tal, så kan man enten få om 
det er mindre eller øh eller større. 
Interviewer: Ok, godt, så bladrer vi lige lidt. 
Vi ser her et klart billede af, at O mener, at der er findes undtagelser for en universal påstand, hvilket også 
litteraturen beskriver som en relativt udbredt opfattelse - for eksempel EMS 2011. 
Spørgsmål 5 
Interviewer: I spørgsmål 5 er der et bevis, og når man har gennemgået beviset, er der et par spørgsmål, 
man skal tage stilling til. Kan du prøve at forklare mig, hvad der sker ned gennem beviset? 
Elev: (Meget lang pause)  
Interviewer: Du behøver ikke at læse hele beviset igennem, men kan du forklare mig hvad der sker til at 
begynde med? 
Elev: Nå, på den måde. Vi har et tal her, vi har et tal for a og et tal for b. Vi ganger med a på begge sider, så 
flytter vi a over på den anden side og ganger med det. Så får vi ab... 
Interviewer: Men hvordan kan vi så få ab=a^2? 
Elev: Øh, der står, at vi ganger med a på begge sider af lighedstegnet. Så hvis vi også ganger a med sig selv, 
får vi a^2. 
Interviewer: Ok - den er god nok. 
Elev: Så kan vi udregne det på en anden måde, ved at... man får det samme sådan set, hvis man siger a*b,  
ab, minus a^2, og det skal give 0, og det er det samme som hvis.. øh, det vi har gjort før. 
Interviewer: Hvordan kan det være det? Hvordan kan ab-a^2 give 0, når vi har ab=a^2? 
Elev: Vi har flyttet a^2 over på den anden side. 
Interviewer: Det kan man sige, fint nok. Og så videre - så ganger vi med nul eller hvad? 
Elev: Ja, med... (lang pause) 
Interviewer: Det postulat her: 0=0*(b-a), er det korrekt? 
Elev: Ja, fordi hvad kan du ellers gange med nul, som vil give 0?   
Interviewer: Ok, den er også god nok. Hvad så med næste trin? 
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Elev: Så har vi taget det, vi har gjort heroppe, og sat det ind i den her (peger korrekt på papiret) 
Interviewer: Ja, det er korrekt. Og videre? 
Elev: (lang pause) øh... 
Interviewer: Så dividerer vi med b-a, og så står der a=0. Da a er et hvilket som helst tal, konkluderer vi 
derfor, at alle tal er 0, og så er der de tre spørgsmål. Det første: Er det sandt at hvert tal er 0? 
Elev: Øh..nej (med tryk på nej - ikke tøvende). 
Interviewer: Hvad så med beviset - er det korrekt? 
Elev: Det kan man godt sige det er - på en måde, men konklusionen er ikke korrekt. 
Interviewer: Ok, så konklusionen er ikke korrekt - er beviset så korrekt? 
Elev: (lang pause) Ja, øhm da...  
Interviewer: Så giver opgave c) ingen mening, fordi du mener, beviset er korrekt. 
Elev: Jeg skal lige tænke en ekstra gang over det. 
Interviewer: Det er fint. 
Elev: (meget lang pause) Der står, da a var vilkårligt valgt, er ethvert tal lig med 0. Øhm... 
Interviewer: Hvis vi bare kigger på denne sætning: a=0. Da a kan være alle tal, er alle tal lig 0. Hvis vi kun 
kigger på selve den sætning, hvad siger du så til det? 
Elev: Den bør ikke være sand, nej. 
Interviewer: Det er ikke logisk korrekt? 
Elev: At sige at alle tal er 0, nej. 
Interviewer: Nej, men hvis nu vi siger, at a=0, og a kan være alle mulige tal, kan man så tillade sig at 
konkludere, at alle mulige tal er nul. Hvis nu a=0 er vores præmis, hvad så? 
Elev: Hvis a=0, så er...øh… (Lang pause) 
Interviewer: Det er fint nok. 
Elev: (afbryder) Jeg har det bare sådan, som om, at... jeg har... nu kan jeg ikke rigtig, men øh i hvert fald ved 
jeg, at det selvfølgelig ikke er rigtigt, og beviset må være forkert på én eller anden måde. 
Interviewer: Okay. 
Her ser vi et eksempel på, at O har meget svært ved både at følge den logiske status, den overordnede 
struktur og generalisere, hvis vi forsøger at sætte O’s forståelse af et bevis ind i Lin & Yangs model. 
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Spørgsmål 17 
Interviewer: Vi skal se på en taxatur. Hvad siger du til det? 
Elev: Jeg kan regne den her ved at sige... (de to priser regnes korrekt ud på papiret). Spørgsmålet er så, om 
han har betalt dobbelt så meget... nej. 
Interviewer: Super, og den næste. 
Her ser vi et eksempel på, at O vælger at læse opgaven ved at gennemregne den med tal. Han benytter en 
metode, der er kendt, og som han er tryg ved. Jeg vil derfor antage, at O har styr på den logiske status, som 
er nødvendig i forhold til at kunne konkludere korrekt i dette tilfælde. 
Spørgsmål 18 
Interviewer: Det er nævnt et udsagn i opgaven, og det fremgår, at udsagnet ikke er sandt, men hvilke tal 
kan vi vælge her til at vise, at det ikke er sandt?  
Elev: Jeg skal lige se en gang (pause)... Ja, hvis man sætter 1 ind for eksempel, hvis vi siger 1^2, så det er lig 
med 1, så kan man sætte... -½ ind.  
Interviewer: Altså, det andet svar, du har valgt i første omgang, er a=0. 
Elev: Ja, jeg kører dem lige igennem. 
Interviewer: Okay. 
Elev: Ja, selvfølgelig er det a=0, for hvis vi sætter 0^2 er det 0, 0=0. 
Interviewer: Dette udsagn, nu peger jeg lige på det, hvad betyder det, sådan udtrykt med ord? 
Elev: At et tal ganget med sig selv skal være større end det.. end a fra starten af eller lig med. 
Interviewer: Okay, så når du så har valgt løsning b) og d), så er det der, hvor højre- og venstresider er lig 
hinanden. 
Elev: Ja. 
Interviewer: Det er korrekt. Hvad er det, opgaven egentlig går ud på? Kunne du lige prøve at læse den 
sidste sætning? 
Elev: Hvilke følgende værdier af a kan bruges til at vise, at udsagnet er falsk? (tavshed) 
Interviewer: Viser a=0, at udsagnet er falsk? 
Elev: Det gør det selvfølgelig ikke. 
Interviewer: Nej. 
Elev: Og det gør a=1 heller ikke. Det gør -½.  
Interviewer: Aha. Er der andre værdier? 
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Elev: Øhm.. Det er der ikke, nej. 
Interviewer: Godt 
Elev: (afbryder) For hvis vi sætter 1/10 i anden, så får vi vel øhm, noget der er større end den første værdi, 
og så gælder det så ikke, og det er det samme med 0,2. 
Interviewer: Okay, så hvis a=1/10 så er a^2 større end eller... 
Elev: Større end. 
Interviewer: Kunne du prøve at skrive ned på papiret, hvad 1/10 i anden er? 
Elev: Det giver 1/100. 
Interviewer: Godt, vi går videre. 
Her ser vi mange ting: For det første forstår O ikke opgaven til at begynde med - den grundlæggende viden 
er altså mangelfuld. Da dét forhold blev afklaret, viste det sig alligevel vanskeligt at identificere 
modeksemplerne, og selv da O regnede 1/10 i anden ud, korrigerede han ikke sig selv. Mit forsøg på 
fremprovokere at en kognitiv konflikt lykkedes altså ikke. 
Spørgsmål 23 
Interviewer: Du har i opgave 23 sagt ”Nej” - den er den opgave, der handler om en n'te del. Kan du prøve at 
begrunde, hvorfor du har svaret Nej? 
Elev: (eleven læser, men kommer ikke med nogen bud) 
Interviewer: Hvad går spørgsmålet egentlig ud på? Kunne vi prøve at tale lidt om det? 
Elev: Ja, jeg skal bevise, at 1/n, hvor n er et positivt helt tal, kan give mig et .. det mindste positive tal som 
muligt. 
Interviewer: Jae, at det kan blive vilkårligt lille og positivt, ikke? 
Elev: Vilkårligt lille. 
Interviewer: Ja, nu siger du, at vi skal bevise det. Skal vi egentlig bevise det? 
Elev: Nej. 
Interviewer: Nej, hvad er det så, du skal? 
Elev: Jeg skal være enig i ovenstående, jeg skal se om det er rigtigt eller forkert. 
Interviewer: Ja, okay, du skal tage stilling til hvorvidt det, der står, er korrekt, og det betyder vel, at du skal 
prøve at løbe beviset igennem. 
Elev: Ja, det er bare mig, der vrøvler. 
Interviewer: Det gør ikke noget, men hvad siger du til det? 
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Elev: (Beviset læses op i sin helhed, herefter pause) 
Interviewer: Hvad siger du til det? 
Elev: Jeg skal lige... 
Interviewer: Nu har vi jo arbejdet med forskellige typer af beviser. Kan du... 
Elev: (afbryder) Hvis vi lægger én til, så vil tallet jo blive endnu mindre. 
Interviewer: Ja, altså tallet i nævneren? 
Elev: Tallet i nævneren. 
Interviewer: Ja, det er fuldstændig rigtigt. Hvad mener du så om beviset? 
Elev: At det er korrekt. Antagelsen er forkert. 
Interviewer: Antagelsen er forkert? 
Elev: Ja, den første antagelse er forkert, den anden er ... 
Interviewer: Så lad os lige blive enige om, hvad den første antagelse er. 
Elev: Øh, vi har 1/"n". 
Interviewer: Altså store N? 
Elev: Store N, ja.  
Interviewer: Det er rigtigt, så det kan du konstatere faktisk er forkert, hvad vil det så betyde? 
Elev: Hvad øh..? 
Interviewer: Hvad betyder det så, når nu vores antagelse eller forudsætning er forkert? 
Elev: Øhm... Kan jeg lige få den igen? 
Interviewer: Ja, du siger, antagelsen om at der er rent faktisk findes en mindste positiv n'te del 
Elev: (afbryder) er forkert, ja. 
Interviewer: Hvad betyder det så, hvis antagelsen er forkert? 
Elev: At der er en anden antagelse, som siger noget andet, som bør være korrekt. 
Interviewer: Ja, men hvad er så det for en anden antagelse? 
Elev: Det er der, hvor vi plusser med en i nævneren. 
Interviewer: Jae, okay. Kan du huske, hvad sådan en bevistype kaldes? 
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Elev: Nej, det kan jeg ikke huske. 
Interviewer: Okay, det er fint. 
Her ser vi, hvordan O igen har svært ved både den logiske status og den overordnede struktur. Han har en 
fornemmelse for, at der er noget med en antagelse, der er forkert, men han forstår det ikke rigtigt, og kan 
derfor ikke konkludere - generaliseringen er altså også her for svær. 
Interviews med E 
Hermed et udvalg fra transskriptionen af interviewet med E, som der tog udgangspunkt i de spørgsmål, som 
E enten ikke havde besvaret, eller som E havde besvaret forkert. Kommentarer til de udvalgte dele af 
transskriptionen er vist i kursiv efter hvert spørgsmål. 
Spørgsmål 2 
Interviewer: ...så hvis nu vi starter med spørgsmål 2, kan vi så prøve at snakke lidt om hvordan du er 
kommet frem til dit svar, og hvis det indbefatter noget matematik, så må du gerne skrive det her på 
papiret. 
Elev: Ja, okay. Det er jo fordi, at når man rykker 38x over på den anden side.. Så hvis vi har 38x plus 72 er lig 
med 38 x, så ved at rykke 38x over på den anden side, så skifter det fortegn, og så kan vi se, at 38x minus 38 
x giver 0, og når vi kan se, at 72 er lig med 0... - det er jo ikke sandt, så derfor kan den ikke passe. 
Interviewer: Hvad kan ikke passe? Når du siger "den", hvad mener du så? 
Elev: Ligningen, så vil der ikke være nogen løsning. 
Jeg har taget denne del af interviewet med som et eksempel på, at E under interviewet i de fleste tilfælde 
kommer frem til noget, der er rimeligt rigtigt (hvis man kan tale om det i denne forbindelse). E’s svar i 
detektionstesten var oprindeligt: ”Når x’erne isoleres, går de op med hinanden og derfor indgår x ikke 
længere i ligningen og vi står tilbage med 72, som dog ikke er en løsning, da vi ikke har et udtryk”. Under 
interviewet argumenteres noget bedre, og særligt bemærkes det, at ”der ikke vil være nogen løsning”, fordi 
det ikke kan passe, at 72 er lig med 0. På denne måde er dette interview desværre ikke så ”interessant” som 
det forrige. 
Spørgsmål 6 
Interviewer: Spørgsmålet er her, om det fremførte argument holder. Vi ved jo, at sætningen om kvadratet 
på en toleddet størrelse er sand. Hvad tænker du om det? 
Elev: Øhm, umiddelbart så tænker jeg, at det der står ikke kan passe. 
Interviewer: Det kan ikke passe? 
Elev: Ja, netop fordi det dobbelte produkt mangler. 
Interviewer: Ok, du mangler det dobbelte produkt. 
Elev: Ja. 
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Interviewer: Og sætningen hernede er sand, men hvad er det egentlig spørgsmålet er? Der står jo "Det 
passer aldrig, at... ". Hvad ligger der egentlig i det? 
Elev: At det ikke er muligt, eller at det aldrig vil ske, at det kunne blive altså.. 
Interviewer: Det er rigtigt, så det er altså ikke fordi, der stilles spørgsmålstegn ved sætningen. 
Elev: Nej, det er det ovenover. 
Interviewer: Så spørgsmålet er, om der kan være undtagelser? 
Elev: Det tænker jeg umiddelbart, at der ikke kan være - netop fordi hvis de her, altså 2 x y ikke findes, kan 
man sige, så vil det jo være nul, så vil de her - altså x og y indgår både her og her. 
Interviewer: Det er jo meget interessant, for i virkeligheden siger du, at hvis det her skal være korrekt, så 
må det betyde, at 2xy=0. Kan det lade sig gøre? 
Elev: Øhm... (lang pause) 
Interviewer: Du har skrevet 2xy=0 på papiret, og det er faktisk det, der er forskellen på de to udtryk i 
opgaven. 
Elev: Ja... 
Interviewer: Kunne man forestille sig nogen værdier, hvorom det gjaldt, at 2xy=0? 
Elev: Altså det jeg sidder og tænker lige nu, det er at, hvis når man ganger det her, så vil det jo ikke kunne 
give 0 sådan umiddelbart, fordi der ikke er noget, der bliver... altså det vil altid.. 
Interviewer: Hvad er det, der skal til, for at noget kan bliver nul, hvis man har et produkt? 
Elev: Så skal man gange det med 0. 
Interviewer: Ok, så det du har skrevet der: 2*x*y, det kan aldrig blive nul? 
Elev: Med mindre x eller y er nul. 
Interviewer: Hvad nu hvis x eller y er lig med 0? 
Elev: Så gælder den der jo ikke (peger på kvadratsætningen). Så vil det jo være 0 i anden... det er vel 0 
også.... 
Interviewer: Det er jo rigtigt nok, men så vil der vel også stå nul her (peger på (x+y)^2)? 
Elev: Jo, så vil der stå nul her, hvis x eller y er nul. 
Interviewer: Så passer argumentet? 
Elev: Ikke umiddelbart. 
Interviewer: Ok - det er fint, vi går videre. 
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E’s oprindelige svar på dette spørgsmål var ”Måske”. Det fremgår af interviewet, at E har en korrekt 
forståelse af selve spørgsmålet, og at E hænger meget fast i de ”billeder” af sætninger, der er kendte. Der 
skal således mange vink til for, at den viden, E kender (et produkt er nul, hvis mindst én af faktorerne er nul), 
bliver kædet sammen i en logisk følge. 
Spørgsmål 9 
Interviewer: Her er der det med en ligning, hvor du har svaret nej til spørgsmålet, men jeg mangler en 
begrundelse. 
Elev: (lang pause) 
Interviewer: Du har faktisk svaret rigtigt, det er superfint. 
Elev: Ja, jeg sidder lige og tænker over, hvorfor jeg svarede nej. 
Interviewer: Ja. 
Elev: (lang pause) Jeg kan simpelthen ikke huske, hvorfor jeg svarede nej. 
Interviewer: Kan du prøve at tegne et koordinatsystem og en linje y=ax? 
Elev: Okay, så hvis vi har y=ax og a er 2, så ligger den sådan. 
Interviewer: Ja, det er rigtigt. Så det er et eksempel på en linje, der hedder y=ax. Det er vi enige om? 
Elev: Ja.  
Interviewer: Spørgsmålet er så, om det er rigtigt at påstå, at enhver ret linje, der går gennem origo, har 
ligningen y=ax. 
Elev:... 
Interviewer: Så alle de rette linjer, du overhovedet kunne tænke dig at tegne, og så går gennem punktet 
(0,0), de har sådan en regneforskrift? 
Elev: Jeg tror, jeg tænkte, at det var noget med at hvis… lad os sige... altså der er mange rette linjer, der kan 
gå gennem... hvis nu den ligger op ad selve y-aksen, eller x-aksen. Det var det, jeg tænkte.  
Interviewer: Aha, hvad er ligningen for sådan en ret linje, som ligger på y-aksen? 
Elev: Den er vel y=0, eller y=y.. er jeg helt.. 
Interviewer: y=0 ligger på x-aksen. 
Elev: Nå ja, så det er x=0. 
Interviewer: Ja, det er fuldstændigt rigtigt. 
Elev: Så ligger den sådan (linjen tegnes). 
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Også her ser vi, at E kommer rimeligt igennem opgaven, og at den manglende begrundelse blot ikke blev 
skrevet ned. Måske handler det netop om usikkerheden over, hvad et godt og tilstrækkeligt argument er? 
Spørgsmål 20 
Interviewer: Der har vi to udsagn, og du skal svare på, om indholdet i Ayas og Alis udsagn er det samme. 
Elev: Øh, jeg svarede ja til den her, ikke? 
Interviewer: Du svarede ja, så det har du ret i. 
Elev: Og ja, det er fordi, at de siger det samme. De siger det bare i forskellig rækkefølge. Man kan sige, hvor 
at Aya nævner det med produktet til sidst og summen først, og Ali gør det modsatte.  
Interviewer: Så rækkefølgen betyder ikke noget? 
Elev: Ikke i det her, kan man sige.. det er jo... 
Interviewer: Så hvis summen af to heltal er lige, så ved vi deres produkt er ulige, og det er så det samme 
som at sige, at hvis produktet af de to heltal er ulige, så er deres sum lige? Der er ingen forskel på det? 
Elev: Jo... jeg er lidt i tvivl. 
Interviewer: Ja? Hvis der er en forskel, hvad er den så, tror du?  
Elev: Altså, der er jo den forskel, at man har to forskellige udgangspunkter. 
Interviewer: Det er da rigtigt, vi har to forskellige udgangspunkter, så svaret her vil være..? 
Elev: Nej. 
Her ser vi, at E faktisk kommer frem til det rigtige svar, hvilket jeg dog ikke gravede dybere i under 
interviewet. Jeg kan derfor ikke være sikker på, om E har forstået den konkrete opgave, men jeg stillede mig 
tilfreds med, at er i det mindste blev skelnet mellem en implikation og en bi-implikation. 
Spørgsmål 23 
Interviewer: Det er et lille bevis. Kan du se, hvad det er for en type bevis? 
Elev: ...hvad mener du med... 
Interviewer: Vi har arbejdet med forskellige typer af beviser i AT-ugen sidst. Vi har haft direkte bevis, vi har 
haft induktionsbevis, vi har haft modstridsbevis, vi har haft geometrisk bevis for eksempel. 
Elev: Ja, øhm.. Ikke geometrisk i hvert fald :-). 
Interviewer: Lad os bare bruge udelukkelsesmetoden. Er det et induktionsbevis? Det er jo også lidt specielt. 
Kan du huske lidt om det? 
Elev: Ikke helt 100. Jeg er lidt i tvivl med nogle af dem, hvad det var.  
Interviewer: Det er ikke et induktionsbevis. 
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Elev: Øh, er det direkte...? 
Interviewer: Det er nu indirekte, men bortset fra det, hvad tænker du så om beviset. Er det et helt korrekt 
bevis for, at en n'te del kan blive så lille et positivt tal som vi ønsker? 
Elev: (lang pause, medens beviset læses) Jeg er ikke helt sikker på, at jeg forstår spørgsmålet. 
Interviewer: Nej, okay: Der er et bevis her, beviset viser antageligt, at 1/n kan blive så lille et positivt tal, 
som vi har lyst til at få, altså en million'te del, en milliard'te del eller en trillion'te del og så videre. Og her er 
angiveligt et bevis for det. Spørgsmålet er: Er det et bevis, eller er det ikke et bevis? 
Elev: Jeg vil nok sige, at det ikke gjaldt, fordi det er lidt intetsigende, at man bare, når man plusser 1 til... 
altså det er jo selvfølgelig sandt det her, men det beviser jo ikke, at der ikke findes..., at vi ikke kan lave det 
mindste positive tal som muligt. Det beviser jo bare at, at øhm.. 1 divideret med N vil være større end... 
Interviewer: Ja, men hvis nu vi kigger på den første del her (peger på beviset) og antager, at der rent faktisk 
findes et mindste positivt tal, altså vi kan ikke finde et mindre positivt tal, så 1/N er det allermindste 
positive tal, du overhovedet kan finde.  
Elev: Det passer jo heller ikke, for man kan jo blive ved og ved og ved, indtil... 
Interviewer: Det er rigtigt, så vores antagelse er forkert. Hvad må det så betyde? 
Elev: At hele beviset er forkert. 
Interviewer: Hvis vores antagelse er, at der findes et mindste positivt tal, og vi så viser, at det ikke er rigtigt, 
hvad er konklusionen så? 
Elev: Nå, så må det være at... (pause igen) 
Interviewer: Altså, antagelse var: Der findes et mindste positivt tal. 
Elev: Så må vi jo konkludere, at vores antagelse var forkert. 
Interviewer: Det er rigtigt, og hvad er så følgen af, at vores antagelse, om at der findes et mindste positivt 
tal, er forkert? 
Elev: At der ikke findes et mindste positivt tal. 
Interviewer: Præcis, ja. Vi kan med andre ord komme så tæt på nul, som vi måtte have lyst til, så når nu vi 
husker det, er dette så et bevis (peger på beviset)? 
Elev: Det er det...vel. 
Interviewer: Ja, det er det, og det er tilmed et modstridsbevis: Jeg har antaget noget. Nu viser det sig, at 
være forkert, så derfor må det modsatte af min antagelse gøre sig gældende. 
Elev: Ja, for man beviser jo at antagelsen er forkert. 
Interviewer: Ja, det er rigtigt. 
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Denne gang er det tydeligt, at E dels har svært ved at identificere bevistypen og konkludere korrekt. Man 
kan sige, at E har vanskeligheder i forhold til at forstå selve opgaven og dermed facetten om den 
grundlæggende viden, og selvom E egentlig intuitivt har forstået, at en n’te-del kan blive så lille et positivt 
tal, som vi måtte ønske, så lykkedes det ikke rigtigt for E at generalisere - konklusionen var derimod, at 
beviset er forkert, når antagelsen er forkert.  
Vi kan på baggrund af de to interviews se, at O har problemer med både at følge et skrevet bevis’ logiske 
slutninger fra trin til trin, den overordnede struktur og generaliseringen, medens E måske nok har nogle 
lignede vanskeligheder, men E klarer trods alt interviewet ”bedre” (forstået på den måde, at hun kunne 
argumentere bedre og faktisk fik løst eller kom løsningen nærmere under interviewet) og har under alle 
omstændighederne ikke så dybtliggende problemer, som O har. O har det derudover lidt svært med 
modstridsbeviser og modeksempler, ligesom O har en forkert opfattelse i forhold til universalpåstande og 
eksistensen af undtagelser til disse. En del af baggrunden for misopfattelserne kan dog være af sproglig 
natur, idet O, som det fremgår af transskriberingen, kløjes lidt i ordene fra tid til anden. 
Rent arbejdsmæssigt: Jeg må på basis af effekten af at transskribere revidere min holdning til denne 
arbejdsmetodik. Endskønt tidskrævende er det det hele værd - man får rigtig meget ud af at bearbejde 
videoen og opnår en helt anden indsigt, end det ellers er muligt . 
Spørgeskema om matematikforestillinger 
På ovenstående baggrund blev det besluttet, at det kunne være fornuftigt at gennemføre en lille 
spørgeskemaundersøgelse. Formålet var dels at undersøge klassens opfattelse af den didaktiske kontrakt 
og dels at afdække klassens matematikforestillinger, idet begge kan have en negativ effekt på klassens 
indstilling til arbejdet med beviser. Følgelig blev der udarbejdet en række skalaspørgsmål, som kan ses i 
bilag C26. Spørgsmålene 1-8, som var stærkt inspireret af Schoenfeld (1992), sigter mod at afdække 
forestillinger om matematik. Spørgsmål 9-12 forsøger at få klarlagt, om der er forskel på elevernes og 
undertegnedes opfattelse af den didaktiske kontrakt, og spørgsmålene 13-22 er et forsøg på at få et 
overblik over elevernes holdning til og viden om bevisførelse i matematikken. Bemærk spørgsmål 13 og 22, 
der næsten indeholder samme udsagn - forskellen er termen naturlig, hvilken i min opfattelse er et udtryk 
for, at bevisførelse ikke bare er en nødvendig del af matematikken, men en selvfølgelig del, som man 
faktisk helst ikke vil undvære, og bemærk at en del af de ovenfor nævnte spørgsmål i spørgeskemaet er 
spørgsmål at typen: ”Angiv på en skala fra 1 til 10, hvor enig du er i udsagnet”, og at en del af spørgsmålene 
jo egentlig kræver et ”udsagnet er rigtigt” eller ”udsagnet er forkert” som et svar - dette er ikke en fejl men 
en tilsigtet situation, idet et svar på ”7” da fortæller noget om, at holdningen til udsagnet ikke er så klar 
som ønsket. 
I spørgeskemaet indgik også en række åbne spørgsmål, der ligeledes kan ses på bilag C26. Disse spørgsmål 
sigter på at afdække elevernes viden om bevisførelse i matematik (som modstykke til holdningen om 
samme), men i modsætning til skalaspørgsmålene har eleverne i disse spørgsmål mulighed for at tale mere 
frit fra leveren. 
Spørgeskemaet blev stillet gennem Google Forms således, at eleverne fik spørgsmålene i en tilfældig 
rækkefølge, og eleverne fik i øvrigt spørgeskemaet efter et AT-forløb, hvor vi netop havde arbejdet med 
bevisførelse, således at eleverne i et gruppearbejde havde arbejdet med og fremlagt for klassen et direkte 
bevis, et indirekte bevis samt et induktionsbevis, hvorfor disse bevistyper var eller burde være kendte 
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begreber allerede inden, eleverne fik spørgeskemaet. Det var min forventning, at elevernes besvarelser 
ville vise, at der var konsensus, for så vidt angår den didaktiske kontrakt (eleverne møder altid 
velforberedte til timerne, der er næsten intet skriftligt fravær, og selv de svageste elever, der nok er usikre 
og synes matematik er en noget besværlig størrelse at beskæftige sig med, udtrykker gang på gang et 
inderligt ønske om at forstå), men jeg var usikker og spændt på deres matematikforestillinger, ihvorvel at 
jeg af deres engagement, der dog kunne være begrundet i andet end matematikken selv, kunne tænke, at 
den var god nok.  
Resultatet af spørgeskemaundersøgelsen kan ses på bilag C27. Nedenfor er for hver gruppe af spørgsmål de 
tilhørende boksplots vist, der kommenteres ganske kort efterfølgende.  
Spørgsmål 1-8 om matematikforestillinger, hvor plotnummeret svarer til spørgsmålets nummer, hvilket 
gælder for de resterende plots: 
 
Her er det tydeligt, at der i de fleste spørgsmål er meget stor spredning i forestillingerne, hvilket jo passer 
ganske godt med, at de er aldeles individuelle, men også at den generelle tendens er fornuftig. Plot 3 er 
interessant, da den er det boksplot, der repræsenterer det spørgsmål, hvor eleverne er mest uenige, hvilket 
passer meget godt som sådan med de problemer eleverne har med bevisførelse, ligesom Plot 2, 6 og ikke 
mindst 8 skiller sig ud, fordi disse har den mindste spredning blandt den midterste halvdel. Spørgsmålene 
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går på pluralitet i den anvendte metodologi, gymnasiets matematik og den generelle holdning til 
matematik (der egentlig ikke er et spørgsmål om forestilling), og svarene viser, at eleverne bestemt er åbne 
overfor matematikken. 
Spørgsmål 9-12 om den didaktiske kontrakt: 
 
Her ser vi et billede af en klasse, der ikke er i tvivl om, hvad de skal, og det er bemærkelsesværdigt, at 
klassen og jeg har en klar og overensstemmende opfattelse af den didaktiske kontrakt, idet eleverne jo gør 
præcis det, de skal.  
Spørgsmål 13-22 om holdning til bevisførelse, i to dele, da der var mange spørgsmål: 
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Her er der igen meget tydelige tendenser: Eleverne ved godt, hvorfor vi beviser (plot 13 og 14), de synes 
faktisk overraskende nok, at det ikke er så svært endda (plot 15), Det bliver lidt mere rodet med hensyn til 
bevistyperne (plot 16, 19 og 20), hvor der især er uenighed i forhold til induktionsbeviserne, hvilket jeg godt 
kan genkende fra undervisningen, medens de direkte beviser fra plot 21 kendes ganske godt. Det er værd 
at bemærke, at eleverne indikerer, at de har ganske godt fod på eksempel problematikken i plot 17 og 18, 
og endelig er det lidt sjovt, at der er større spredning i plot 22 end der er i plot 13, som jo er ”skrappere” i 
sin formulering. 
Samlet set vurderes det, at der er et ganske godt udgangspunkt for det videre arbejde, idet forestillingerne 
virker fornuftige, den didaktiske kontrakt er klar, og holdningen til bevisførelse er positiv. 
I spørgeskemaet indgik som sagt også en række åbne spørgsmål om elevernes viden om matematisk 
bevisførelse. Besvarelserne kan ligeledes ses på bilag C27. Idet det af tidsmæssige årsager har vist sig 
umuligt at bearbejde alle data, skal jeg kort se nærmere på spørgsmål 10, der lyder: ”Hvorfor er 
bevisførelse så svært?”. Her nævnes en lang række årsager, som i min sammenfatning bliver til: 
 at det er svært at regne med bogstaver, 
 at tal er meget lettere at behandle,  
 at det er en ny form for matematik at blive introduceret til (i slutningen af 1. g?),  
 at skridtet fra trin til trin i en logisk deduktion er svært, 
 at der er så mange muligheder, at man ikke ved, hvilken man skal tage,  
 at der hele tiden skal argumenteres (!), samt 
 at det kræver en god baggrundsviden. 
Det ses, at elevernes bud er sammenfaldende med Duval og Lin & Yang.  
Opfølgende opgavesæt 
Jeg var på daværende tidspunkt ved at have en ret klar forestilling om, at eleverne og jeg havde en 
overensstemmende opfattelse af, hvad matematik er, og hvordan man kan beskæftige sig med den, 
ligesom både detektionstesten og de tre interviews indikerede, at problemet primært lå i bevisførelsens 
facetter, som de er defineret i Lin & Yang (2007). Følgelig skulle et opfølgende opgavesæt søge at bekræfte 
min opfattelse, og opgavesættet på bilag C28 blev udarbejdet. I opgavesættet indgår dels rent logiske 
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spørgsmål, hvor konnektiverne implikation, biimplikation, negation, konjunktion og disjunktion indgår. Det 
er min forventning, at klassen som helhed vil klare disse opgaver rimeligt godt.  
Blandt de mange typer af beviser, der indgår i matematikken, har eleverne som sagt arbejdet med de tre 
tidligere nævnte typer, og derfor er spørgsmålene angående beviser begrænset til disse typer. Bemærk at 
der er spørgsmål på flere forskellige niveauer til de enkelte bevistyper: Ved de direkte beviser for eksempel 
spørges der første til gennemførelsen af et direkte bevis for en kubiksætning, som eleverne naturligvis ikke 
har mødt før, men de kender jo kvadratsætningerne, og forventningen er, at de kan udnytte denne viden 
og gennemføre det ønskede bevis. For at besvare næste spørgsmål i forhold til de direkte beviser skal 
eleverne have blik for den overordnede struktur, og det forventer jeg ikke, at ret mange har. Næste 
spørgsmål, hvor eleverne skal kunne oversætte fra en tekst til matematik og udarbejde en figur til støtte i 
henhold til Duval (2007), burde de fleste elever komme igennem, tænker jeg. 
I opgaven med indirekte beviser ved modstrid har jeg valgt en lidt anderledes tilgang, idet denne bevistype 
ofte volder eleverne lidt større vanskeligheder en den direkte, som de jo kender så godt. Derfor bedes de 
”blot” at beskrive den logiske status i første delopgave, hvorefter de skal omskrive et direkte bevis til et 
indirekte, hvilket kræver, at de kan forstå modstridsbevisets princip og dermed, at de kan se den 
overordnede struktur. Endelig skal eleverne gennemføre et mindre modstridsbevis. De fleste elever vil 
finde disse beviser lidt vanskelige og vil sikkert ikke komme gennem dem alle. 
Endelig kommer vi til induktionsbeviserne, der ofte volder endnu større problemer, end de førnævnte typer 
gør. Af samme årsag er delopgave2 en gentagelse af delopgave 1, der går ud på at beskrive den logiske 
status. I delopgave 3 skal eleverne i erkendelse af, at dette erfaringsmæssigt er en svær bevistype, 
redegøre for princippet i et induktionsbevis. For de allerstærkeste er der den sidste delopgave, hvor der 
skal gennemføres et induktionsbevis, som ikke bare kræver, at induktionsstarten skal findes, sætningen 
involverer også en ulighed, hvilket gør induktionsskridtet vanskeligt. Jeg forventer ikke, at eleverne kommer 
helt så langt i disse delopgaver. 
Efter hver opgave bedes eleverne om at beskrive, hvad der var sværest i forhold til den givne bevistype. 
Dette er et forsøg på at få eleverne til at reflektere over forskelle mellem de enkelte bevistyper og de deraf 
følgende krav, der stilles til dem som udøvende matematikere . Ingen af de beviser, som eleverne møder i 
opgaven, har været genstand for undervisning tidligere. 
Resultatet af logikspørgsmålene kan ses på bilag C29. Bemærk at Moodle, hvorigennem spørgsmålene blev 
stillet, tilsigtet har blandet spørgsmålene. Fejlprocenterne er i de fleste tilfælde ret lave, og det fremgår ret 
tydeligt, at eleverne generelt ikke har vanskeligheder med logikken. Der, hvor det er sværest, er i forhold til 
det logiske ”eller”, som eleverne ikke kendte til, ved negationer samt ved matematikrelaterede 
implikationer. Generelt er det vurderingen, at klassen ellers klarer logikken rimeligt godt, hvorfor jeg 
hermed for min klasse har besvaret en del af problemformuleringen.  
Omkring opgaverne med de forskellige bevistyper forholder sig ganske anderledes. Eleverne var generelt 
meget kede af opgaverne, som de fandt meget svære, og da tiden randt ud, var elevernes svar på 
spørgsmålet om, hvorvidt de givet tid nok ville kunne finde et fyldestgørende svar, et rungende ”Nej”.  
På bilag C210 og bilag C211 findes O’s og E’s besvarelser, der får følgende kommentarer med på vejen: 
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Af O’s besvarelse fremgår det, at han kommer fint igennem det direkte bevis med kubiksætningen, men 
den følgende opgave med at beskrive idéen i beviset misforstås. Det skal dog bemærkes, at O er klar over, 
at én af de anvendte sætninger i princippet skal bevises, når det indgår i et andet bevis. Første opgave med 
modstrid virker tilforladelig, men den næste er uklar og ikke overbevisende. Den tredje opgave, som faktisk 
er den letteste, og sm derfor burde have været rykket op i opgavesættet, klarer O fint. Resten af opgaverne 
er ikke bevaret, men umiddelbart kunne det se ud som om, at O har klaret det bedre end forventet på basis 
af det gennemførte interview, idet de logiske trin trods alt klares fint i de opgaver, der er bevaret, men med 
til historien hører, at O bad om ekstra tid derhjemme, hvilket han fik. 
E har ikke lavet helt så meget som O, men alligevel vurderer jeg, at E som forventet ligger lidt bedre end O., 
da O dels fik mere tid, og da E har et langt bedre sprog. Ellers ligner de to besvarelser lidt hinanden - E har 
klaret første opgave om det direkte bevis fint, i den følgende opgave beskrives igen blot trinene (men med 
en underlig kommentar i trin 4), og opgaverne med modstridsbeviserne klares umiddelbart lidt bedre, end 
O gør. Det er dog ikke helt tydeligt, om min diagnose bliver bekræftet, men det er sikkert, at der er plads til 
forbedringer . 
På bilag C212 er medtaget 3 besvarelser af opgaven relateret til de direkte beviser, hvor eleverne skulle 
oversætte en tekst til en figur og noget matematik. Som sagt var forventningen, at eleverne ville komme 
gennem denne opgave i fin stil, men som det ses af bilaget, er der ganske stor spredning i besvarelserne, 
gående fra en besvarelse, der hverken er kommet særligt langt, eller som er korrekt, over en besvarelse, 
der dog er noget bedre, til en besvarelse, der næsten er helt færdig og korrekt. Elevernes kommentar til 
opgaven var i øvrigt ofte i stil med: ”Jeg sprang den over, for der var for meget tekst”… Måske er den 
didaktiske kontrakt alligevel ikke helt på plads? Forholdet kunne dog også skyldes det faktum, at eleverne 
var klar over, at der kunne vise sig at opstå et problem i forhold til manglende tid til at besvare alle opgaver 
i erkendelse af, at arbejdet i de multifunktionelle registre var for svært, som Duval påpeger. 
Sammenfatning i forhold til diagnosefasen 
Sammenfatningen falder i to dele, idet jeg dels har interviewet enkeltpersoner, og dels da jeg har 
beskæftiget mig med klassen som helhed. 
På basis af ovenstående konkluderes det, at O og E har vanskeligheder ved at gennemføre et bevis grundet 
manglende kompetencer udi de facetter, som Lin & Yang (2007) har introduceret - nærmere ligger disse 
vanskeligheder i facetterne logisk status, overordnet struktur og generalisering. Da klassen imidlertid støder 
på de samme vanskeligheder bredt, foretages en klasserumsintervention i det videre arbejde. 
Der ses intet belæg for at arbejde med logik som et selvstændigt emne, idet klassen har klaret de stillede 
logikopgaver på fornem vis, og det ser heller ikke ud til, at den didaktiske kontrakt er hverken uudtalt eller 
uklar, ligesom eleverne forestillinger og holdninger til matematikken ikke umiddelbart er en hindring for 
deres læring. 
Interventionsfasen 
I dette afsnit præsenteres de interventioner, som vi har gennemført på de enkelte gymnasier i henhold til 
det beskrevne i teoriafsnittet, der skal gentages her: 
De ting, vi har valgt at ligge fokus på i vores intervention, er følgende:  
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1. Vi vil gennemføre en videnskabelig debat i henhold til Alibert. 
2. Vi vil gennemføre en undervisning i forhold til bevistyper med inddragelse af Duval samt Lin & 
Yang. 
Vi bemærker, at Bell (1976) også peger på, at en klasserumsbasseret diskussion er det, som giver den 
største effekt i relation til at få eleverne til at arbejde med beviser. Den metode, vi vil arbejde med, kaldes 
videnskabelig debat, og metoden er beskrevet i teorigrundlaget. Metoden får b.la støtte fra litteraturen hos 
Tall (2002), idet han mener, at metoden står i modsætning til den mere passive modtagelse af 
præorganiseret teori. Niss (2005) taler også for, at eleverne ikke skal have beviserne serveret på et sølvfad, 
men selv arbejde med tingene.  
Hillerød HTX 
Interventionen på Hillerød HTX er bygget op af 3 dele. Del 1 tester ræsonnementskompetencen, del 2 
består i forskellige bevistyper og til sidst en opsummering og afklaring af hvad der er acceptabel 
argumentation/ræsonnement. Der er brugt 2 lektioner af 45 min. på del 1 og 2 mens der er brugt 1 lektion 
på den opsummerende del.  
Intervention del 1 
Opbygningen af interventionen følger ikke de helt samme rammer som dem beskrevet i teorigrundlaget, da 
metoden oprindeligt er udarbejdet til universitetet, forventes det ikke at eleverne på HTX har samme 
forudsætninger. I første del af debatten er det meningen at eleverne skal præsentere læreren for påstande, 
som så skal skrives på tavlen. Da jeg på ingen måde kan forvente at eleverne på dette niveau er i stand til 
dette, har jeg valgt selv at udvælge nogle passende påstande. I anden del af debatten, har jeg også ændret 
på metoden idet, de inden de skal starte debatten har fået en given tid sammen med deres bordgruppe til 
at snakke om påstanden. Man kan så overveje om dette ødelægger den oprindelige kreative proces, men 
hvis ikke dette gøres i denne klasse, så er det kun de 5 dygtige elever som deltager og hvad får resten så ud 
af det. I klassen sidder de i 4 mandsgrupper i opstillingen stærk, god, mellem og svag elev. Det var derfor 
tænkt at selv den svage elev kunne få noget ud af dette. 
Opbygningen ser derfor ud som følgende. 
 
1. Påstand gives af lærer (sand/falsk) 
2. 10 min i gruppe til at vurdere sand/falsk 
Påstand skal enten bevises, modbevises, eller man kan bruge eksempel/modeksempel 
3. Hvis påstand er sand bliver den til en regel hvis ikke forkastes denne. 
 
Det krævede en del tænketid at finde ud af, hvorledes og på hvilket niveau man kunne stille en påstand, 
som de på en gang både forstod og var i stand til at kunne argumentere for. For at få sparket eleverne blødt 
i gang blev det besluttet at starte ud med en ligning, som de har set på første år, nemlig en kvadratsætning. 
Den er dog falsk som den står her. Da vi er nået til integralregning i anden års pensum ligger det lige til 
højrebenet at præsentere dem for begrebet summer. De har ikke fået decideret undervisning i summer, 
kun en meget kort introduktion, vedr. regneregler. Tredje påstand omhandler også summer nemlig 
trapezsummen. Selve præsentationen gik derfor ud på at jeg skrev påstanden på tavlen, samt lavede en 
tegning som illustrerede problemstillingen. På bilag A28 er der lavet transkripter på samtalen i klassen.  
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Påstand 1   
2 2 2( ) 2a b a b ab       
 
Nu var denne påstand, med vilje, valgt let, for at de kunne komme på banen og for at komme godt i gang 
med denne undervisningsform. Det var meget tydeligt at mange af eleverne deltog, da de godt kunne 
genkende det som værende en forkert kvadratsætning. Den første elev skriver sætningen korrekt op, og 
viser hvordan man ganger udtrykket ud. Herefter laver hun af egen fri vilje, beviset, som jeg ville have gjort 
det på første år, med en korrekt præmis som hedder lav en tegning som illustrere problemstillingen og 
ræssoner så ud fra denne til slutfacit. Man kan derfor ikke sige så meget til hendes forklaring da det følger, 
den fremgangsmåde jeg selv ville have benyttet. Den anden elev som kommer op, syntes at det giver mere 
mening hvis man ganger parentesen mere omstændigt ud. Dette har dog ikke noget at gøre med 
bevisførelse, men nærmere en verifikation af udtrykket på venstresiden. Den tredje elev vælger at bruge et 
eksempel til at modbevise påstanden, hvilket er lovligt ift. den didaktiske kontrakt. Det er interessant at de 
har forskellige tilgange til denne opgave. Dem som syntes at de kan bidrage, vil meget gerne høres og 
spørger med sætningen ”kan man ikke gøre det på denne måde”. Hvis man tænker i socionormer, så giver dette 
god mening mht. til matematisk anderledes.  
Påstand 2   
For en funktion f(x)=x kan oversummen i intervallet 1 til 5, bestemmes som  
5
1
( )i
i
A f x x

 
 
En elev mener at påstanden er falsk og siger at. ”Da vi ved at f(x) er lig x, det vil så sige at for hver y, så 
stiger den også en x, det ved vi jo”. I og med at delta x, så må den så også stige en delta x op. Så vi siger 
bare at delta x er 1.  Derfor kan vi så sætte vores delta x ind i denne her formel 
5
1
( )i
i
A f x x

  og så står 
der f af xi som er det samme som 1 til 2 til 5 som der står, så vi kan prøve at sætte det op som, tal at A giver 
(1 2 3 4 5) 1 15A       .”  Eleven har ret i flere ting her, men man kan ikke snakke om bevisførelse. 
Er det så matematisk ræsonnement, for der er jo en kæde af forbundne argumenter. Der er flere ting galt 
her, b.la kan nævnes systemliggørelse fra deVillers (1990) 5 punkts model, som absolut ikke er til stede. 
Man kan heller ikke undgå at nævne begrebet klodsede forklaringer og huller i forklaringen fra Duval 
(2007). Den næste forsøger sig med den almindelige trekantsformel og får det korrekte resultat ud fra en 
trekantsbetragtning, som dog ikke er arealet af oversummen, hvilket den næste elev hurtigt argumenterer 
imod. Der er indtil videre ingen tegn på konkret bevisførelse. Det kommer der dog så småt med den næste, 
som går til tavlen. Der er her tale om pigen som er den absolut svageste elev og det er første gang at hun 
nogensinde er ved tavlen. Der er stadig tale om klodsede forklaringer, men hun forsøger sig med deduktion 
på nogle givne præmisser. Hun hæver sig ift. de andre på flere punkter, idet hun prøver at binde de forrige 
argumenter sammen til en direkte fortolkning af hvordan det samlede areal kan findes. Hvis man skal kigge 
på modellem i Lin/Yang, så har hun en grundviden, hun kan genkende elementerne, og endelig kan hun 
kæde disse sammen. De andre som har bidraget har muligvis været nede i genkendelses niveau, men så 
heller ikke højere. Den sidste som deltager har siddet i samme gruppe som den forrige pige og er en af de 
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dygtigste i klassen. Han er i stand til at samle alle argumenterne og står derfor på øverste trin i modellen, 
som godt på en del punkter kan sammenlignes med Blooms taksonomi.   
Påstand 3 
For en funktion f(x)=x kan trapezsummen bestemmes som  ( ) ( )
2
b a
A f b f a

    
Den første elev som forsøger sig kommer med udemærkede ræsonnementer. Han er i stand til at kæde 
elementer sammen og står derfor på det næst øverste trin i Lin/Yang modellen. Hans forklaringer er dog 
meget klodsede og der er også huller i dem, hvilket gør at mange af de andre elever ikke forstår hvad han 
siger. Han forsøger sig derfor igen, men nogle forstår stadig ikke hans argumentation, grundet mangel på 
forståelse i funktionsbegrebet. Han viser her en modstrid, idet påstanden kun beskriver arealet af 
trekanten. Dette er en fornuftig måde at gribe tingene an på og en efter reglerne lovlig måde.  
Jeg er ikke helt sikker på at jeg forstår hvad næste elev laver, men der er huller og fejl i hendes 
ræsonnement. De næste 2 elever går sammen til tavlen og supplerer hinanden, da de er enige i at 
påstanden ikke er korrekt. For begges vedkommende gælder, at de er på øverste trin i modellen da de er i 
stand til at samle alle argumenterne op for at komme frem til en løsning. De beviser her hvordan udtrykket 
skulle have set ud, hvis påstanden havde været korrekt.  
Afrunding interventions del 1 
Der var i alt 6 elever som deltog ved tavlen i de 2 lektionen som interventionen varede. Den dygtigste elev 
viste med stor tydelighed at han forstår begrebet bevisførelse. Hvis man deler de 6 elever op i niveau, så 
har 3 dygtige deltaget, 2 middel og 1 svag. De 3 af personerne er fra samme gruppe, og her sidder klassens 
dygtigste sammen med en middel og en svag. Ud af de 6 grupper som er i klassen har 4 været aktive, mens 
2 grupper meldte sig ud fra start. 
Intervention del 2 
I denne del er eleverne blevet bekendte med forskellige typer af beviser. Eleverne har som forberedelse til 
denne lektion læst/skimmet dokumentet (Om beviser, Poul Printz). I dokumentet behandles 3 forskellige 
bevistyper 
1. Direkte bevis 
2. Indirekte bevis 
3. Induktions bevis 
Eleverne får ved timens start udleveret dokument bilag A29 (bevistyper), som består af 6 forskellige 
udsagn/påstande. De skal herefter vurdere om de mener at påstanden er af direkte form, indirekte form 
eller i form af et induktions bevis. Der er ikke i denne del givet gruppetid, men det foregår igen som 
scientific debate i klassen. 
Der er stemt som følgende 
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Alle var enige om at spørgsmål et var et induktionsbevis. Beviset mindede også meget om et lignende fra 
det dokument, som de på forhånd skulle have læst. Spørgsmål 2 var de fleste enige om, men dem som 
havde svaret forkert på dette, begår den fejl at man ikke vurdere på påstanden, eller ikke læser påstanden 
færdigt. Det gør at man ikke vurdere på at udsagnet skal være falsk og ikke sandt. I spørgsmål 3, læser man 
heller ikke påstanden færdigt som i opgave 2. Det eneste man vurdere udsagnet på er at figuren skal være 
4 siddet og have 4 lige lange sider og den mest naturlige svar mulighed for dem som svarer forkert, er 
selvfølgelig den første mulighed. I spørgsmål 4, er man meget enig og det virker logisk at noget følger noget 
andet A B . Det er jo også denne type opgaver der trænes mest her på stedet(HTX), så det er en 
opgavetype de kender meget godt i forvejen. Den person som svarer at det er et induktion, vil ikke 
argumentere for synspunktet. Spørgsmål 5 er der meget stor uenighed om. Dette er lidt interessant idet 
opgaven optræder under afsnittet det indirekte bevis fra den note de skulle læse til dagens lektion.  Den 
dygtigste elev kan ikke se modstriden her men mener at argumentet består i at hvis ikke BC kan lade sig 
gøre så kan AC heller ikke lade sig gøre. Igen må det siges at de har svært ved denne type argumenter. Det 
er en meget uvant måde at for dem at skulle forholde sig til ting som ikke gælder i stedet for ting der 
gælder.  
Opsummering del 
I del 1 er der blevet lavet en videnskabelig debat, hvor elevernes argumentation/ræsonnement er blevet 
prioriteret. Jeg har derfor ikke som lærer været inde og rette dem i deres argumentation. Der er 
efterfølgende blevet afrundet på denne fase, for at få gjort klart, hvad acceptable og ikke acceptable 
forklaringer består af.  Da dette er filmet faldt det meget naturligt at bringe dette i spil her. Jeg har vist 
nogle klip i klassen, som jeg syntes illustrere problemstillingen med god/dårlig argumentation. Der er 
mange aspekter man kan bringe ind i billedet her. Jeg har benyttet mig af modellen fra Devillers (1990), 
med verifikation, forklaring, systemliggørelse, opdagelse samt kommunikation som model. Man kunne også 
have valgt at bruge modellen vist i Lin/Yang (2007), som beskriver det samme, dog på en lidt anden måde. 
Jeg har også snakket med eleverne om Duval som kigger på 3 fejltyper i elevernes beviser nemlig,  
 forkert argumentation, klodsede forklaringer 
 Huller eller fejl i beviset 
 Mental blokering   
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Der er dog kun type 1 og 2 som optræder her i undersøgelsen, men eleverne kan godt selv se hvor det går 
galt, når de efterfølgende hører og ser sig selv. En anden ting som også er væsentligt er den didaktiske 
kontrakt. Den har jeg ikke været så opmærksom på, idet jeg er kommet lidt fra sidelinjen og ind i denne 
klasse. Men det er tydeligt for denne klasse at dette skal eksemplificeres meget tydeligt. Der er stor 
usikkerhed grundet de mange forskellige lærere som har haft klassen(5). Jeg skal derfor arbejde meget 
mere med dette end jeg har gjort indtil videre. For at drage forventninger med ind i billedet, har jeg også 
valgt at diskutere Dreyfus, med eleverne. Eleverne spørger konstant, jamen hvis ikke dette er godt nok, 
hvordan ville du så have gjort det. Altså hvornår acceptere vi den studerendes forklaring.  Som jeg skrev i 
starten så har jeg kun brugt 1 lektion på dette, hvilket er alt for lidt for der er vanvittigt mange aspekter 
man kan komme ind på, men tiden har desværre ikke været til mere end dette. Jeg håber dog at eleverne 
har fået en bedre forståelse for hvad JEG forventer af dem fremover 
Efterfølgende test om forestillinger  
For at se om interventionen har haft nogle betydning for deres forestillinger er der efterfølgende lavet et 
spørgeskema, se bilag A291. Spørgeskemaet indeholder en del af de samme spørgsmål, som 
spørgeskemaet før interventionen. Der var 21 som havde lyst til at deltage her altså 7 mere end sidst. 
Første spørgsmål er ikke så meget for at finde nogen forskel i forestilling, men for at finde ud af om de 
syntes at denne undervisning metode er bedre, end det de normalt plejer. 17 elever svarer mellem 5 og 10, 
så det må siges at flertallet syntes at det er en god måde at gøre tingene på. De 4 personer som svarer 
mellem 1 og 4, ville, uanset hvilken undervisningsform man tilbyder dem, ikke syntes om noget som helst. 
Det skal dog også siges at eleverne i den grad har brug for forandringer og ikke har brug for at køre det 
samme gang på gang hver dag. Så resultatet her viser bare at de godt kan lide forandringer. Men det er en 
fin balancegang, for der må heller ikke være for meget forandring, så taber man også nogen.  
Figurerne nedenfor viser før og nu besvarelsen, vedr. om de mener at der kun er en korrekt måde at løse et 
givent problem i matematik. Diagrammet viser procentsatsen i højden og graden af enighed på x aksen, 
søjlen til venstre er besvarelsen før interventionen.  
 
Der var før interventionen en stor del som ikke mente at dette var korrekt og efter er der en større del som 
ikke mener at det er korrekt. Interventionen viste specielt i påstand to, at der var flere måder at gøre 
tingene på, så det ser ud til at dette har hjulpet her. I spørgsmålet beviser hjælper mig til at forstå 
matematikken bedre, ses det nedenfor, at der ikke har været nogen forandring til det positive. Igen kan 
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dette skyldes at der kun var 14 besvarelser til før testen og 21 til eftertesten. Dog mener flertallet stadigt at 
beviset hjælper dem.    
 
I tabellen nedenfor skal de svare på om de syntes at beviser er en naturlig del af matematikken. 
Spørgsmålet er i samme boldgade som ovenfor. Man kan konkludere samme tendens, nemlig at de godt 
både før og efter interventionen kan se at beviser følger med i faget matematik. 
 
Hvis man kigger på deres åbne besvarelser, så kan man fremhæve at de nu godt ved at der er forskellige 
typer af beviser. Stort set alle skriver induktion, direkte og indirekte. Hvordan beviser vi matematiske 
påstande er også en genganger fra før testen og her er en meget præcis kommentar, ”ved at ræsonnere, og 
bruge matematiske argumenter”. Eller en mindre præcis ”Ved at deduktere os frem til den formel med 
forskellige virkemidler”. Der var også i før testen fornuftige svar på dette spørgsmål, så det kan ikke 
konkluderes at interventionen har ændret på noget her. 
3 af spørgsmålene omhandlede ikke så meget deres forestillinger, men mere hvordan de har opfattet 
interventionen og hvad de har fået ud af denne. Der var her en overvejende positiv stemning b.la ses dette 
ud fra kommentaren ”Det var godt, at man fik lov til at tænke over det og diskutere, og derfra se hinandens 
måder at finde eksempler på at modbevise/bevise”. Dels tænketiden og diskussion fremhæves som det 
positive. En meget vigtig kommentar ”Man skulle argumenterer for sine valg, det fik en til både at tænkte 
mere over matematikken, og hvordan man vil formulere matematik”. Det er dog ikke kun positive 
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kommentarer. ”Mindre godt: det tog længere tid” og ”Jeg syntes det er svære at komme med ind i 
debatten, da jeg har svært ved matematik”. Her tror jeg at første kommentar henviser til en dygtig elev 
som har det bedst med tavleundervisning. Nummer to peger givetvis på en svag elev, som har følt sig 
fortabt, her. Det var også en bekymring fra start, at man ved denne metode kunne risikere at tabe nogle 
elever og det kunne godt se ud sådan ud fra flere af kommentarerne.  
Har interventionen hjulpet 
Eleverne har i denne intervention fået muligheden for at prøve at ræsonnere sig frem til vedr. om en 
påstand var sand eller falsk. Eleverne viste at man på flere forskellige måder kunne vise dette. Det er derfor 
svært at sige om de direkte kan se vigtigheden af et bevis i denne situation. Den videnskabelige debat, 
ligger op til at det ikke nødvendigvis behøver at være i form af bevisførelse, så det kan ikke siges at de ud 
fra debatten har set nødvendigheden af beviset, men eleverne viser i spørgeskemaet at de helt generelt 
godt kan se ideen med beviset i matematikundervisningen. Der er i den opfølgende del beskrevet hvad vi 
som undervisere forventer af dem når de laver beviser, altså god og dårlig argumentation, men om de nu 
bedre forstår beviser generelt er lidt svært at sige, da der ikke er blevet foretaget en eftertest af dette.  
Med hensyn til forskellige bevistyper så viser spørgeskemaet tydeligt at de godt kan kende forskel mellem 
disse og dette har hjulpet dem til bedre at kunne se hvad et bevis er. Det skal dog også nævnes at der kun 
var 6 personer ud af 24 som deltog i debatten, resten turde ikke, eller have ikke lyst til at deltage. Jeg tror 
at de har haft en frygt for at sige noget forkert, eller ikke har følt at de har haft noget at bidrage med. Det 
kan derfor diskuteres om dette er en brugbar metode til denne elevtype. Der er i denne intervention blevet 
fokuseret på klassen som en helhed, så de præsenterede resultater omhandler derfor ikke kun de udvalgte 
elever. Dog må det siges at en af de udvalgte elever faktisk deltog meget aktivt i debatten. Hun var også i 
gruppe med klassens dygtigste elev, så dette kan derfor godt have haft noget at sige.  
Egedal Gymnasium og HF 
Interventionen blev en klasserumsintervention bestående af flere dele. Først brugte vi nogle 
undervisningsmoduler på at lære både om logik og beviser, og derefter prøvede klassen en videnskabelig 
debat. 
Undervisning i beviser og logik 
Vi har i klassen brugt tre moduler på at gennemgå beviser og logik. Klassen startede med at få udleveret en 
note om beviser, hovedsageligt fokus på forskellige typer af beviser (OM BEVISER af Poul Printz). Noten 
omhandler de forskellige typer af beviser, direkte, indirekte og induktionsbeviser, med både eksempler og 
opgaver. De fik et modul til i grupper at læse den og resten skulle læses hjemme til næste gang. Teksten er 
skrevet til gymnasieniveau, men til de dygtigste elever (dem der er gået videre efter anden runde i Georg 
Mohr konkurrencen), og mangler mange forklaringer i selve beviserne, som jeg var sikker på mine elever 
ikke selv kunne redegøre for. Jeg havde en forventning om at de ville føle at de havde læst og forstået 
beviserne længe inden de faktisk havde. Dette førte til en længere snak om hvordan beviser skal læses før 
man faktisk forstår dem, og forskelle på hvordan matematik læses i forhold til mange andre fag. Disse 
diskussioner har vi haft mange gange før, men jeg tror det blev mere tydeligt, da en elev f.eks. gennemgik 
et geometrisk bevis og ikke kunne redegøre for et vigtigt trin i beviset, og resten af klassen kunne heller 
ikke hjælpe. 
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Derudover blev eleverne sat til at læse om logik, herunder sandhedstabeller i et hæfte kaldet På søndagstur 
i den logiske have af Knud Nissen. Her blev det meget tydeligt at de egentlig synes det gav god mening, så 
længe vi så på udsagn der ikke var i modstrid med deres intuition, men at lave sandhedstabel over f.eks. 
𝐴 ⇒ 𝐵 gik helt galt i tilfælde hvor A er falsk. Dette valgte vi at springe ret let hen over, og kun se på tilfælde 
hvor A rent faktisk er et sandt udtryk. 
Derefter gennemgik jeg en længere præsentation, med skiftende forklaringer og opgaver, se bilag B22. 
Formålet med denne klassegennemgang var både at give dem noget hjælp til at forstå præcis hvad der 
ligger i specielt modstridsbeviser, men også at de stiftede bekendtskab med induktionsbeviser. Desuden var 
det at lade dem prøve at bevise ting selv. Det første de blev bedt om var at forsøge at tegne en steg 
gennem alle linjestykker på en figur (se bilag B22, første slide). Dette kan ikke lade sig gøre men eleverne 
synes det var en sjov opgave og flere mente at det kunne de sagtens. En enkelt elev kiggede længe på 
figuren, kaldte mig hen og spurgte om det overhovedet var muligt, for der var da et linjestykke for meget til 
det kunne lade sig gøre. Denne opgave førte til en diskussion af, hvornår noget er bevist i matematik. Om 
hvornår det er påkrævet faktisk at bevise noget, og hvornår et enkelt eksempel er nok. 
Derefter blev de bedt om at bevise at hvis a er lige så er a2 også lige. Dette bevis har de haft flere gange før, 
men aldrig uden beviset foran dem. Det tog derfor også kun de dygtigere elever et kort øjeblik at gøre, 
mens de svagere kun kom til at finde ud af hvordan man matematisk kunne skrive et lige tal. At vise det 
samme gjaldt for ulige tal gav heller ikke de store problemer.  Da de skulle se på hvad produktet af to 
lige/ulige tal gav, havde flere elever dog svært ved variabelbegrebet. De havde ikke som sådan problemer 
med at forstå at vi indførte en variabel så vi kunne skrive lige tal som 2n, som Epp (1998) nævner, men at 
man måtte indføre en ny variabel til det andet tal, generede mange. Det lykkedes mig at få overbevist de 
fleste om, at hvis vi kun så på produktet 2𝑛 ⋅ 2𝑛, så indførte vi et krav om at de to tal skulle være ens, mens 
nogle få elever vist aldrig forstod hvorfor dette var et problem. 
Dette førte videre til en opgave fra detektionstesten med Ali og Aya. Igen skulle de svare på om indholdet i 
deres to udsagn var ens, hvilket klassen nu for de flestes vedkommende blev til et nej. De skulle så 
undersøge om de to påstande rent faktisk passede. Dette kunne de fleste godt, men mange brugte ikke den 
matematik vi lige havde set på, med lige og ulige tal, men argumenterede bare sprogligt, f.eks. at summen 
af to lige tal altid måtte blive lige. De fandt forholdsvis hurtigt ud af at det ene udsagn altid var sandt, mens 
det andet udsagn kun nogen gange var sandt, og de dygtige elever også præcis for hvilke tal det var sandt. 
Herefter blev de præsenteret for modstridsbevis ved kontraposition. De udfyldte en sandhedstavle, for at 
se at A ⇒ B og ¬B ⇒ ¬A er ækvivalente udtryk. Derefter fik de til opgave at bevise det omvendte af de 
tidligere beviste sætninger (nu at hvis a2 er lige er a også lige). Dette gav en del elever problemer. De fleste 
fik vendt udtrykket til at vise noget om a der medfører noget med a2, men en stor del af eleverne havde 
svært ved at negere lige tal. Da det lykkedes syntes de fleste dog at det var vildt smart, at man forholdsvis 
simpelt kunne komme til nogen man allerede havde bevist. 
Derefter blev de præsenteret for modstridsbeviser, lavede igen en sandhedstabel, og forsøgte så at bevise 
vores startopgave med at tegne en streg gennem linjestykker. Dette havde de haft for som opgave hjemme, 
at se om de kunne bevise, og et par stykker havde også en ret klar idé til hvordan det kunne gøres. Dernæst 
blev de udfordret ved at skulle bevise at √2 er irrationalt. De fik en smule hjælp, og blev så selv kastet ud i 
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at skulle bevise dette. Mange elever gav op allerede inden de var begyndt, og tog den nemme vej, nemlig at 
google sig til andres beviser. Men en enkelt elev fik selv lavet et korrekt bevis. 
Til sidst sluttede vi af med en forholdsvis kort gennemgang af induktionsbeviser. Her var eleverne ved at 
være mættede og jeg havde ret svært ved at overbevise flere af dem om, at man kunne bevise noget som 
helst generelt ved denne metode. 
Videnskabelig debat 
Et emne vi har brugt lang tid på i klassen i år er differentialregning, og derfor valgte jeg dette emne til vores 
videnskabelige debat. Emnet er tilpas stort til at påstandene kan være varierede og tilpas svært til at selv de 
dygtige elever kan blive udfordret. Eleverne fik kort præsenteret konceptet, og fik derefter 20 minutter til (i 
grupper, alene eller med sidemanden) at komme med en eller flere påstande om emnet. De fik at vide det 
ikke behøvede at være påstande de selv vidste om var sande eller falske. 
Efter de 20 minutter samlede jeg (via et spørgeskema på lectio) deres påstande sammen. Eleverne havde i 
alt fremsat 52 påstande, heraf var nogle stort set ens og nogle gav ingen mening (f.eks. ” Hvis f(√x) er 
differentiabel så f´(x2) differentialkovitienten. ”). Et par stykker opfyldte ikke kriteriet om at det 
overordnede emne skulle være differentialregning, og omhandlede parabler, kvadratsætninger mm. 
Jeg havde forberedt nogle påstande i det tilfælde at eleverne ikke kunne komme på gode påstande, men 
det klarede de langt over forventning. Derfor udvalgte jeg otte påstande og tilføjede en af mine egne. 
Påstandene eleverne kom med var: 
1. Hvis man differentiere en funktion så kan man bestemme sandsynligheden for at slå en sekser med 
en terning. 
 
2. Hvis b-værdien i f(x)=ax2+bx+c er over 0, så er f'(x) opadgående i x=0. 
 
3. Hvis f(x) er lig c, så er c afgørende for f`(x) hældning 
 
4. f(x)=h(x)+g(x) ⇒ f '(x)=h'(x)+g'(x) 
 
5. 2∙g(x) differentieret er dobbelt så stor som g(x) 
 
6. Hvis f '(a) er lig nul betyder det at f(x) har et maksimum eller minimum i netop a. 
 
7. Hvis f(x) er lineær er f’(x) også lineær 
 
8. Hvis f'(x) er aftagende, er f(x) også aftagende 
 
Den, af mine egne jeg tilføjede selv var:  
9. Hvis f '(x)= x3+8x så er f(x) = 0,25x4 + 4x2 +8  
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De fik tid til at læse de mange påstande, og fik derefter igen 20 minutter i deres grupper, til at finde ud af 
hvilke der var sande og overveje argumenter for/imod. Derefter samledes klassen og skulle blive enige om 
hvilke påstande der var sande og hvilke der ikke var. Dette er nok lidt imod idéen bag en videnskabelig 
debat, men det er gjort for at få flere elever på banen, end kun de få rigtig dygtige. 
De startede med at forsøge at stemme om påstandene, men de første påstande de forsøgte med, var 
klassen helt uenige om. De fandt derfor hurtigt ud f, at de blev nødt til at argumentere for, hvorfor 
påstanden enten var sand eller falsk.  Herunder vil jeg kort præsentere deres argumenter for nogle af de 
forskellige påstande: 
1. Hvis man differentiere en funktion så kan man bestemme sandsynligheden for at slå en sekser med en 
terning. 
Denne påstand udløste en meget underlig diskussion, nok forsaget af at påstanden i sig selv jo er ret 
underlig. Nogle stykker mente at det måtte være sandt, for var man dygtig nok til at differentiere en 
funktion så kunne man også udregne sandsynligheden for en sekser. Der var nogle andre der mente at 
påstanden måtte være falsk, for man vidste ikke noget om terningen, derfor ville man ikke kunne 
udregne sandsynligheden for en sekser (man vidste ikke om den var ærlig, om antallet af sider mm.). De 
dygtige elever i klassen undlod alle at deltage i diskussionen af denne påstand, og virkede som om at 
det var for underligt til at de kunne tage stilling til denne. 
 
 
2. Hvis b-værdien i f(x)=ax2+bx+c er over 0, så er f'(x) opadgående i x=0. 
Denne påstand delte eleverne. De var tydeligvis meget i tvivl og skiftede mening mange gange, Deres 
overordnede argumenter gik på at hvis b>0 må det gælde at funktionen er voksende i x=0. Og hvis 
funktionen er voksende er f’(x) også voksende. Der var en elev der stædigt holdt fast på at påstanden 
måtte være falsk. Det var meget tydeligt at han selv havde et klart modeksempel inde i hovedet, men 
kunne simpelthen ikke få formuleret det, så klassen accepterede det som modbevis.  
En anden elev gik til tavlen og skrev: 
 
Med en forklaring om at så måtte den jo altid være større end nul, da b>0. Dette købte klassen som et 
argument for at påstanden var sand.  
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8. Hvis f'(x) er aftagende, er f(x) også aftagende 
Her kom de igen ud i lange diskussioner, der mindede meget om opgaven ovenfor. Den samme elev 
som før påstod at udsagn 2 måtte være falskt prøvede igen her at overbevise klassen. Denne gang fik 
han tænkt sig lidt mere om og gik til tavlen og tegnede følgende: 
 
 
 
Mens han tegnede, forklarede han at den aftagende graf var en ret linje og den afledte til det 
andengradspolynomium han derefter tegnede, som den nærmest lineært voksende graf. Han forsøgte 
igen at argumentere for at dette måtte kunne bruges til at afvise påstanden, og et par af de andre 
dygtige drenge kunne pludselig godt se hans ide, og forstod samtidig hvad han tidligere havde forsøgt 
at forklare ved påstand 2. Hele klassen blev vist aldrig rigtig enige om noget her, men de dygtige fik 
erklæret påstanden for falsk, og ville også gerne have rettet påstand 2 til at være falsk. 
 
6. Hvis f '(a) er lig nul betyder det at f(x) har et maksimum eller minimum i netop a. 
Her var eleverne først forholdsvis enige om at det måtte gælde. Et par af de dygtige drenge forstod ikke 
helt hvad der mentes med både et a og et x og hvad der var hvad, en anden dreng mente påstanden 
måtte være falskt, da han slet ikke forstod påstanden. De to dygtigste piger i klassen havde længe 
siddet og diskuteret selv, og blandede sig nu og mente at det måtte være falsk. Den ene pige (eleven fra 
interviewet) gik til tavlen og tegnede følgende skitse, og forsøgte at argumentere for at det måtte være 
et modeksempel, hendes skitse af f(x)=x3: 
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Nogle få andre i klassen kunne godt se hvad hun mente, men klassen var ikke samlet overbevist. Den 
anden pige, fik ret overbevisende forklaret at det også kunne dreje sig om en vendetangent og dermed 
ikke et hverken maksimum eller minimum, og det argument købte hele klassen.   
 
9. Hvis f '(x)= x3+8x så er f(x) = 0,25x4 + 4x2 +8 
Denne påstand var de fleste i klassen ret enige om måtte passe. De har endnu ikke haft om 
integralregning, men de kunne godt gennemskue at hvis man differentierede f(x) så fik man f ’(x). Der 
var to elever der protesterede, en pige som mente at man ikke bare kunne gå den anden vej, og 
funktionerne jo stod i forkert rækkeføle. Hendes protest blev ret hurtigt ignoreret. Derefter 
protesterede en af de dygtigste drenge. Han mente det ikke kunne være rigtigt, da konstanten i f(x) 
kunne være mange andre tal, f.eks. 6. Det argument købte klassen med det samme og blev enige om at 
påstanden måtte være falsk. 
Efter modulet talte jeg med et par af de dygtige elever fra klassen. De synes det havde været rigtig sjovt, og 
de havde lært meget. De var dog så trætte at de mente jeg havde ødelagt resten af dagen for dem. 
Der er ingen tvivl om at det var en stor succes. Alle elever bidrog til at finde på påstande, også de elever der 
normalt hellere er på Facebook. Alle elever var også aktive i grupperne, da de skulle bedømme påstandene. 
Da de i fællesskab i klassen skulle blive enig var det kun knap halvdelen der deltog, men det er stadig bedre 
end normalt. De dygtigste elever blev virkelig udfordret i at skulle argumentere for deres sag, og de svage 
elever var stadig en del af projektet. 
Efter interventionen 
Grundet tidsproblemer har jeg ikke testet eleverne efter interventionen. Elevernes egne holdninger til 
forløbet er meget blandede. De svage mener det har været meget svært, nogle har fået meget ud af det og 
andre ikke så meget. De stærke elever var næsten alle ret begejstrede, og mener selv de er blevet langt 
bedre til at læse beviser og selv argumentere, både hvad angår beviser, men også i opgaveregning mm. De 
er dog alle enige om at den formelle logik jeg kort præsenterede dem for er meget underlig og at 
sandhedstabeler er tåbelige. 
Helsingør gymnasium 
Som følge af diagnosefasen er der blevet arbejdet med flere forskellige former for 
klasserumsinterventioner, der alle har haft enten Lin & Yangs facetter, Duvals sproglige tilgang og arbejde i 
flere registre eller Aliberts videnskabelige debatter som udgangspunkt. Nedenfor bliver de forskellige tiltag 
præsenteret, idet det bemærkes, at analysen af nogle af elevernes produktioner i forbindelse med 
interventionerne er så tidskrævende, at denne ikke er blevet foretaget - i stedet testes til sidst i 
interventionsfasen på elevernes evne til at føre nogle givne beviser, og elevernes holdning til de 
gennemførte tiltag bliver søgt afdækket gennem endnu et spørgeskema. 
Intervention 1: Løsning af opgaverne fra den opfølgende test i fællesskab 
Baggrunden for og tanken med disse opgaver fremgår af det tidligere afsnit om diagnosefasen på Helsingør 
Gymnasium, hvorfor det ikke berøres her. Interventionen foregik over 1½ modul, hvilket var længere tid, 
end jeg havde forventet at bruge på denne del af arbejdet. 
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Logikspørgsmålene, som eleverne generelt løste med bravur, blev løst ved en ordinær samtaleundervisning 
i klassen, hvilket vil sige, at jeg skrev udgangspunktet på tavlen, og herefter stillede jeg om nødvendigt 
ledende spørgsmål med henblik på at få eleverne som klasse til at komme igennem opgaverne. Eleverne 
deltog som vanligt aktivt i denne del af seancen, og det er min vurdering, at langt størstedelen af eleverne 
nu er med på dette område. Det ihukommes måske, at eller var en af de konnektiver, som eleverne havde 
sværest ved, og da vi havde talt om den første ”eller-opgave”, hvor eleverne blev klar over 
sandhedstabellen for denne størrelse (den var dem ubekendt forinden, viste det sig), udviste de øvrige 
lignende opgaver ikke vanskeligheder. Kun opgaver med negationer og de opgaver, hvori der indgik lidt 
matematik, var lidt træge at komme igennem.  
Efter dette overgik vi til arbejdet med beviser, hvilket blev klaret på en lignende måde som skitseret 
ovenfor - kun var der den forskel, at eleverne efter hver bevistype blev bedt om at besvare et spørgsmål 
om, hvad der er sværest ved netop denne bevistype. Spørgsmålene tjente to formål: Dels skulle de være en 
igangsætter i forhold til elevernes refleksion i det håb, at de kunne komme et skridt videre, hvis de kunne få 
sat ord på deres vanskeligheder, og dels kunne jeg se, om mine intentioner og teorien holdt stik. Uden på 
nogen måde at gå i detaljer angives nedenfor en fællesnævner for besvarelserne af hvert spørgsmål. 
Fællesnævneren for elevernes holdninger til de direkte beviser er, at det sværeste er at finde ud af, hvilke 
værktøjer man skal tage fat i, og hvilken logik der skal anvendes. 
Fællesnævneren for elevernes holdninger til de indirekte beviser ved modstrid ser ud til at være den 
samme som ved de direkte beviser, men de fleste er enige om, at der yderligere er en vanskelighed, der 
består i at der skal opstilles en ”forkert” antagelse, som skal vises det ønskede ved en modstrid. Bevistypen 
opfattes altså generelt som sværere end de direkte beviser. 
Fællesnævneren for elevernes holdninger til beviser ved matematisk induktion er, at der igen skal regnes 
med bogstaver, og at selve princippet er vanskeligt. Induktionsantagelsen er tydeligvis en vanskelig 
størrelse at forholde sig til. 
Det er glædeligt, at en del af besvarelserne faktisk beskriver principperne i beviserne rimeligt godt, og det 
er tydeligt, at der er sammenfald mellem Duvals betragtninger og mine elevers holdning og udviste 
vanskeligheder, hvorfor det giver mening at forsøge at få eleverne til at arbejde lidt videre med det 
sproglige og arbejde i flere registre. 
Intervention 2: Udarbejdelse af egen EFA 
I dette arbejde fik eleverne stillet den opgave, at de skulle udarbejde deres egen EFA til et givet område, se 
bilag C214. En del af opgaveteksten lød således: EFA’en skal indeholde beviser for ovennævnte regler – dels 
med sproglige forklaringer, således at de matematiske skridt skal formuleres af læseren af EFA’en, dels med 
matematik således at de tilhørende sproglige forklaringer skal tilføjes af læseren. 
Således var det tanken, at eleverne skulle arbejde i nærmest alle registre og have særlig fokus på det 
sproglige element. Opgaven blev modtaget blandet af eleverne, der nok kunne se relevansen, men som 
også fandt opgaven svær og tidskrævende. Som det fremgår af bilag C215, er der brugt en del krudt på 
besvarelsen, formen er adapteret udmærket, og selvom eleven måske ikke har ramt helt rigtigt, er der 
elementer, som synes fornuftige: Eleven har tydeligvis anstrengt sig for at beskrive beviserne med ord, så 
det bliver spændende at se, om det i den sidste ende bærer frugt.  
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Intervention 3: Videnskabelig debat 
I henhold til tankerne fra Alibert har vi i klassen gennemført tre videnskabelige debatter med en varighed 
på 2½ modul i alt. På bilag C216 ses materialet, der ledte frem til første debat. Det fremgår, at 
arbejdsformen først blev præsenteret, og herefter de regler, der skulle sikre, at alle deltog i rimelig grad, 
hvilket faktisk lykkedes (om det skyldes karamellerne eller ej er uvist, men arbejdsformen virkede i høj grad 
aktiverende på alle, og den tredje gang, vi havde en debat, løb jeg tør for karameller, hvilket ikke betød, at 
aktiviteten gik ned). Oplægget er skrevet i Maple, og de enkelte sektioner var skjulte til at begynde med og 
blev først foldet ud, når jeg vurderede, at klassen var klar til det. 
Ved opvarmningen fungerede jeg som skriver, og de forslag, klassen kom med, blev uden kommentarer10 
noteret ned på tavlen. Umiddelbart blev reglerne fulgt - dog kom vi ikke frem til en egentlig afstemning, 
men de enkelte formodninger blev afvist med argumentation eller blev bevist med argumentation i løbet af 
debatten. 
På billedet nedenfor ses det, jeg havde skrevet på tavlen efter alle formodninger i forhold til første opgave 
på bilag C216 var blevet fremsat.  
 
Bemærk at formålet med denne opgave ikke var at bevise noget som sådan, idet fokus i første omgang gik 
på, at eleverne skulle kalde funktionen med stigende x med henblik på at bestyrke formodningen, som jo 
rent principielt senere skulle bevises. Imidlertid kom ingen forslag til, hvorledes deres formodning kunne 
bevises, og følgelig havde de ingen anden udvej end at kalde funktionen igen og igen, indtil de måske fandt 
et modeksempel - formålet var således, at eleverne skulle opleve modeksemplets magt, i forbindelse med 
hvilket nedenstående dialog udspillede sig, idet eleverne på et tidspunkt indså, at man måske ikke 
behøvede at forsøge sig med inkrementer på én: 
                                                          
10 En enkelt gang, hvor et forslag fra klassen var så langt fra noget fornuftigt, som man kunne tænke sig, 
kom jeg til afvise forslaget med ordlyden: ”Kan det nu også passe?” - jeg tog mig i noget lignende 
efterfølgende og overlod diskussionerne til klassen selv herfra. Det var ikke altid let! 
 
Del 2, side 78 af 272 
En elev: Jeg prøvede med 180, det giver 32621, det er også et primtal. 
Lærer: Det er også et primtal! Hold nu op, hvornår skal vi holde? 
En anden elev: Jeg fandt et eksempel med 1001, og der siger den false (red.: Funktionen isprime i Maple - 
altså er f(1001) ikke et primtal). 
Lærer: Ah - så hvad er det, S har fundet her? 
En tredje elev: Så har vi fundet et modbevis, og så kan vi konkludere, at vores antagelse er forkert. 
Fra dette indledende eksempel gik vi videre til næste opgave i opvarmningen om summen af et lige og et 
ulige tal, hvor formålet denne gang var, at vi gerne skulle ende op med en bevist sætning af en art. Efter 
seancen med bud på formodningen så tavlen således ud: 
 
Der kom altså kun to formodninger, og der blev argumenteret for dem begge qua et eksempel, da 
formodningen blev fremsat - endnu et fremskridt i forhold til opgaven før. Vi arbejdede da videre med den 
første formodning, som jo var mest interessant. Da vi var færdige, så tavlen således ud: 
 
Det fremgår, at der undervejs er kommet mange bud, hvoraf nogle var fejlagtige, men ikke desto mindre 
lykkedes det for klassen at komme frem til noget korrekt i den sidste ende. Dialogen blev indledt med: 
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En elev: Så hvis vi har x plus 2x… 
Lærer: Er det (peger på første led, x) så et lige tal, eller…? 
Samme elev: Ja, nej vent… Det er et ulige tal, og så er 2x lige. 
Lærer: Og det giver en eller anden sum. 
Samme elev igen: Ja, og det skulle gerne være ulige. 
En anden elev: Det ulige tal kunne være 2x+1. 
Således fortsatte buddene til det endelige resultat kom frem , og herefter fulgte den sidste opgave, som 
forløb på en lignende måde.  
Efter opvarmningen gik vi over til det egentlige formål med den videnskabelige debat, idet vi jo også skulle 
forsøge at skabe en situation, hvor eleverne havde et reelt formål med at diskutere nye veje. I 
undervisningen forinden havde vi udledt mindste kvadraters metode i forbindelse med lineær regression, 
hvorunder vi også havde arbejdet med korrelationskoefficient og residualplot med henblik på at vurdere 
hvor godt et fit, vi havde fundet ved regressionen. Eleverne havde på daværende tidspunkt en rimelig 
rutine i dette arbejde.  
Jeg stillede så klassen den opgave, at de skulle modellere et datasæt, der angav svingningstiden for et 
pendul som funktion af dets længde. Stille og roligt kom vi frem til modellen baseret på en lineær model, og 
jeg spurgte da, om vi nu var færdige med opgaven. Heldigvis var der nogle opvakte elever, som foreslog 
noget med korrelationskoefficienten, der viste sig ganske tæt på én, og nogle endnu mere opvakte elever, 
der foreslog, at vi skulle se på residualplottet, og da blev det tydeligt, at vores model var utilstrækkelig, 
således at eleverne nu stod med et behov for at finde en anden måde at bestemme modelfunktionen på. 
På nedenstående billede er denne situation skitseret på tavlen, og de formodninger, som eleverne 
fremsatte (dog med noget hjælp) er også angivet.  
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I det følgende bestod arbejdet således i at bevise vores formodning om, at vi kan gøre et eller andet, så den 
krumme linje kan blive rettet ud, hvorved vi kan benytte den lineære regression, som vi kender så godt. 
Første bud fra klassen (jeg ved ikke, hvor det kom fra) ses her: 
 
Dialogen, der fulgte: 
Læreren (til eleven, der kom med forslaget): Er det rigtigt skrevet ned? 
Eleven: Ja. 
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Læreren: Tak, hvad kan vi bruge det til, hvad minder det om? 
En anden elev: En lineær funktion. 
En tredje elev: Bare et vildt gæt: Tage logaritmen af punkterne. 
En fjerde: Kunne man ophæve logaritmen på en eller anden måde? 
Læreren: Fortæl mig, hvad jeg skal skrive. 
Der svares, og følgende fremkommer: 
 
Læreren: Hvad kan vi nu få ud af det? 
En femte elev: 10 i log(x) er bare x. 
Læreren: Det er fuldstændig korrekt, og videre? 
Der fulgte så en diskussion, hvis resultat ses på nedenstående billede, idet klassen med rette var meget i 
tvivl om det, der stod på tavlen, nu var korrekt eller ej. 
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Processen gik desværre i stå, selv efter vi tog en lille omvej med henblik på at få styr på 
logaritmeregnereglerne, og der skulle et meget kraftigt vink til, for at få sat gang i processen igen: Jeg 
indrammede ordet skala, der allerede stod på tavlen, og da det ikke var nok, skrev jeg Log ved y-aksen på 
koordinatsystemet, hvorefter der kom et forslag om at plotte punkterne med en logaritmisk y-akse. Da 
dette ikke havde den tilsigtede effekt, kom der straks et forslag om at prøve med en logaritmisk skala på x-
aksen i stedet, der jo heller ikke virkede. Imidlertid skulle der igen meget ledende spørgsmål til for, at 
forslaget om at prøve med begge akser dukkede op, så efter, at vi havde konstateret, at vi med disse tal fik 
en ret linje i det dobbeltlogaritmiske koordinatsystem, hvorfor vi således havde en bestyrket formodning, 
tog vi en pause. 
Efter pausen tog vi fat på at bevise vores formodning, hvilket faktisk gik ret smertefrit, jævnfør 
nedenstående billede. 
 
Til gengæld var det svært for eleverne at generalisere:  
Læreren: Så spørgsmålet er: Hvad har vi rent faktisk vist lige nu? At … 
Elev: Det er en potensiel funktion, der passer til punkterne. 
Læreren: Ja, det er rigtigt, og det er en specifik følge af det, vi har her, men det er faktisk meget større. På 
hvilken måde? 
En anden elev: Ved hjælp af logaritme har vi fundet ud af, hvilken funktion det er. 
Først femte gang var den der: At hvis punkterne fremstår som en ret linje i et dobbeltlogaritmisk 
koordinatsystem, så er der tale om punkter, der følger en potensiel funktion. 
Uanset dette, var det en interessant oplevelse at se elevernes engagement i forbindelse med disse 
debatter. Det bliver spændende at høre deres evaluering af metoden til sidst. 
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Intervention 4: Opgavesæt med nye udfordringer 
For at forsøge at måle effekten af de ovenfor beskrevne debatter udarbejdede jeg opgavesættet, der kan 
ses i bilag C217, hvor første opgave var en genganger fra tidligere, nemlig en sætning, som vi ikke havde 
kunnet finde et bevis for i klassen (det var første gang jeg brød den didaktiske kontrakt, som ellers havde 
været ret klar i forhold til hvad, jeg ved og ikke ved, men dette var en tilsigtet situation, der netop skulle 
lede frem til debatterne, hvor jeg ikke stod med svarene i baghånden). Tesen var, at klassen nu grundet 
arbejdet med beviserne havde en bedre ide om, hvordan opgaven skulle løses. 
Opgave 2 var en ren genganger i forhold til den egentlige videnskabelige debat, idet opgaven denne gang 
dog omhandlede eksponentielle funktioner. Jeg ville med andre ord se, om metoden og resultatet af 
arbejdet med de potensielle funktioner var tilstrækkeligt til, at eleverne kunne komme gennem opgaven. 
Endelig var der den tredje opgave, som dels tester anvendelsesaspektet, men også generaliseringsfacetten, 
som eleverne jo havde det lidt svært med i den afsluttende debat. 
Medens alle eleverne i opgave 1 fandt induktionsstarten, induktionsantagelsen samt induktionsskridtet 
korrekt, var det kun en tredjedel, der inddrog induktionsantagelsen i beviset for, at induktionsskridtet var 
sandt. Imidlertid er det egentlig et rimeligt pænt resultat, da der i sætningen indgår en ulighed, som jo er 
sværere at håndtere end en lighed. Alt i alt virker det som om, at induktionsbeviserne er en mere naturlig 
del af elevernes matematiske viden.  
I opgave 2 skelnes ikke i mange tilfælde mellem ”a” som hældningen i den rette linje og ”a” som 
fremskrivningsfaktoren i den eksponentielle udvikling, hvilket er overraskende, da jeg netop for at undgå en 
række af de forvekslinger, som ofte sker, arbejder med linjen regneforskrift på formen 𝑦 = 𝛼 · 𝑥 + 𝛽. I 
nogle tilfælde er udgangspunktet lidt uklart, og i andre tilfælde benyttes logaritmeregnereglerne forkert. 
Det ser også ud til, at en del ikke sondrer mellem det, at data, der fremstår som en ret linje i et 
lodretlogaritmisk koordinatsystem, følger en eksponentiel udvikling, og det at for at få data, der følger en 
eksponentiel udvikling, til at fremstå som en ret linje, kan vi plotte data i et lodretlogaritmisk 
koordinatsystem - der er altså fortsat nogen uklarhed omkring biimplikationer. 
I opgave 3 var det kun knap halvdelen, som generaliserede deres viden fra opgave 2, hvilke jo er meget 
godt i tråd med det, jeg oplevede i forbindelse med dens sidste debat. Således var der elever, som havde 
gennemført et bevis (i én eller anden udstrækning) under løsningen af opgave 2, men som ikke anvendte 
den viden, som beviset ellers gav dem, under løsningen af opgave 3 - for eksempel blev både x- og y-data 
transformeret, eller også blev der ganske enkelt gennemført en lineær regression. Dette er meget 
overraskende og kunne være et felt, der fortjener yderligere undersøgelser. 
Intervention 5: Afsluttende test 
I den afsluttende test, der kan ses i bilag C218, skal eleverne bevise tre sætninger ved hver sin bevistype. 
Alle udsagn, som i den rigtige rækkefølge udgør beviset, præsenteres i en tilfældig orden i et dokument, og 
det er så elevernes opgave at bestemme den rigtige rækkefølge. Opgavetypen er et forsøg på at teste 
elevernes kompetencer i forhold til facetten om den overordnede struktur, selvom de naturligvis også skal 
kunne følge den logiske status. Eleverne bedes også om at angive bevisetypen og -princippet.  
Resultatet af testen, der kan ses på bilag C219, er, at samtlige elever er i stand til at identificere 
bevistyperne korrekt - ikke i sig selv et fantastisk resultat, men en forudsætning for det videre arbejde, så 
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det er bestemt meget positivt. I min rettelse af besvarelserne har jeg anvendt den anskuelse, at man har 
fået 8 point for at placere de 8 udsagn, der hører til første opgave korrekt, og at der så sker et fradrag, hvis 
man begår nogle fejl. Idet der er 9 linjer i opgave 2 og 10 linjer i opgave 3, ses følgende resultat på grafisk 
form: 
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Det fremgår, at eleverne generelt klarer opgaverne rimeligt godt - særligt må det fremhæves, at det direkte 
bevis klares rigtigt godt - de fire, som ikke kom med et bud, er svage elever, og de nåede slet ikke at komme 
til opgaven, fordi de brugte tiden på de to første opgaver. Det ser også ud til, at eleverne klarer 
induktionsbeviset bedre end modstridsbeviset, hvilket jeg ikke havde forventet. 
Nu viste det sig, at O, T og E faktisk havde løst hver sin opgave korrekt, hvorfor jeg bad dem gennemgå 
deres løsninger på tavlen, så vi kunne få ord på. Elevernes bud i den ovenfor nævnte rækkefølge på de tre 
opgaver ses på bilag C220, men desværre var O’s bud ikke overbevisende - han kunne ikke redegøre for ret 
meget i sin besvarelse, og det må antages, at han har fået ”hjælp” undervejs. Det var faktisk også lidt 
pudsigt: Da jeg bad O komme til tavlen, kom det prompte fra ham: ”Mener du det seriøst?”. Det gik straks 
bedre for T, som havde alle detaljer med uden fejl, og E, som var lidt svag omkring indførelsen af 
diskriminanten og brugen af kvadratsætningen.  
Evaluering af tiltag 
Som det fremgår, er der blevet gennemført en lang række tiltag, hvis effekt på og deraf følgende 
popularitet blandt eleverne endnu er ukendt. Således er den afsluttende evaluering, hvis oplæg kan ses i 
bilag C221, et forsøg på at afdække netop disse forhold. Resultatet af evalueringen inklusive de stillede 
spørgsmål kan ses i bilag C222. Ganske kort grundet tidsnød skal følgende forhold fremhæves: 
De ordinære EFA’er og klassesamtalerne vurderes af eleverne til at være gode i forhold til at lære 
bevisførelse, i mellem disse placeres den videnskabelige debat, der følges tæt af bevispuslespillet med drag 
and drop og opgavesættet. Mindst effekt synes at ligge i udarbejdelsen af egen EFA, hvilket igen overrasker 
mig lidt. 
I forhold til facetterne mener eleverne, at de er stort set lige stærke på alle områder, hvilket jeg heller ikke 
havde forventet, og at klassesamtaler og videnskabelige debatter er de tiltag, der bedst understøtter 
forståelsen af facetterne. Jeg tænker, at én af årsagerne til dette er, at der er tale om sociale aktiviteter, 
idet besvarelserne fra de stærke elever skiller sig lidt ud, da de jo godt kan få noget ud af at sidde og 
arbejde alene med en given opgave. 
 
Del 2, side 86 af 272 
Sammenfatning i forhold til interventionsfasen 
Der har været rigtig mange ting i spil i dette forløb - også for mange, idet det ikke er til at sige, hvilke tiltag, 
der måtte have haft en effekt. Imidlertid er det jo interessant, at eleverne har en klar holdning til de enkelte 
tiltag, hvilket man i det fremtidige arbejde kan have in mente. Det er dog klart for mig, at facetter og 
videnskabelig debat er faktorer, der har betydning for elevernes udbytte af undervisningen, og at eleverne 
har rykket sig gevaldigt i relation til bevisførelse - det er dog muligt, at de ville have gjort dette uanset 
hvilke tiltag, der var blevet udsat for. 
Konklusion 
Baseret på vores arbejde kan vi ud fra diagnosefasens opfølgende opgavesæt konkludere, at logik ikke er 
den primære snublesten i forhold til bevisførelse.   
Umiddelbart ser vi ikke matematikforestillingerne som værende en hindring for eleverne i forhold til at 
tilegne sig ræsonnementskompetencen. Vi har dog primært spurgt ind til matematik som objekt og der 
kunne være et videre arbejde i at undersøge forestillingerne i relation til konteksten og selv’et nærmere.  
Stort set alle elever har været glade for den videnskabelige debat, hvilket kunne være en indikator for at 
anvende den lidt oftere, imidlertid vil det typisk være en lidt mere tidskrævende metode i forhold til anden 
mere traditionel undervisning, hvorfor vi af den årsag må begrænse brugen. 
Særligt de stærke elever udtrykker holdninger og observationer, som er helt i tråd med de under 
teoriafsnittet nævnte, hvilket er en stor fordel, men debatten kan have den indbyggede ulempe eller 
svaghed, at de svage elever melder sig ud, formodentlig fordi de føler, at de ikke kan bidrage med så 
meget. Dette forhold gør sig gældende særligt på gymnasialt niveau, tænker vi. 
Afslutningsvis konkluderer vi, at eleverne efter undervisningen i de forskellige beviser dels er i stand til at 
identificere disse med stor succesrate, og dels formoder vi, at de i højere grad kan gennemføre beviser af 
typen direkte, indirekte ved modstrid og induktionsbeviser, hvilket dog kunne være et fokus punkt for det 
videre arbejde.  
Perspektivering 
Vi kunne bestemt godt have tænkt os at arbejde med eProofs, men det er selvsagt så tidskrævende, at vi 
ikke har været i stand til at finde tiden dertil. 
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Appendiks 
Alcock, L. & Wilkinson, N.: eProofs: Design of a Resource to Support Proof 
Comprehension in Mathematics 
I artiklen beskriver forfatterne Alcock & Wilkinson deres tanker om og ideerne bag eProof. I det følgende 
skal dette bredes kort ud. 
Til at begynde med konstateres det, at undervisere generelt bruger en del tid på at præsentere beviser 
(red.: dette er ikke helt i tråd med vores opfattelse, idet vi nærmere bruger tid på at arbejde med beviser, 
hvilket ses at være noget andet end det at præsentere beviser), og at en del af teksten i en lærebog er 
dedikeret gengivelsen af beviser, hvorfor der er en udbredt opfattelse af, at en studerende lærer 
matematik ved at læse andres beviser.  
Der tages udgangspunkt i Rolles teorem, der bevises ved hjælp af en kombination af ord, matematisk 
notation, en figur og brugen af andre sætninger som middelværdisætningen. Det slås fast, at det ikke er en 
let opgave at forstå beviset i alle detaljer, og med denne argumentation, der underbygges med 
henvisninger til andre studier, der har påvist, at de studerende generelt har vanskeligheder i relation til 
både at konstruere og validere beviser samt med forståelsen af, hvad tilstrækkelig argumentation er for en 
størrelse, gennemgås to tilgange til arbejdet med bevisførelse: Den semantiske tilgang, hvor man støtter 
eller ligefrem validerer et bevis med eksempler, og den syntaktiske tilgang, hvor man netop ekspliciterer 
forudsætninger og konklusioner, de enkelte trin i beviset og generalisering for eksempel.  
Den tilgang, som eProof benytter sig af, er syntaktisk, og i det følgende gennemgår artiklen netop de 
facetter11, som Lin & Yang har foreslået i deres model omkring læsning og dermed forståelse af beviser (Lin 
& Yang 2007), se foregående afsnit for detaljer. 
Så vidt den teoretiske del - i de rent praktiske forhold i relation til undervisningen ses også en række 
problemer: I forbindelse med en præsentation af et bevis vil en underviser typisk gengive beviser, forklare 
hvad der sker fra trin til trin, gøre opmærksom på vigtige delkonklusioner undervejs, tegne eller på anden 
vis vise understøttende grafer eller figurer med mere, men der er ifølge forfatterne flere problemer i at 
forvente, at de studerende skulle lære bevisførelse af en således gennemført undervisning: Det kræver 
                                                          
11 Den sidste af Lin & Yangs facetter berøres dog ikke. 
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nemlig, at den studerende kan trække på sin baggrundsviden, genkende og validere følgeslutninger samt 
kan forstå den overordnede struktur og generalisere, hvilket alt sammen skal ske i det tempo, som 
underviseren lægger for dagen, og det kan vi ikke forvente af en gennemsnitlig studerende (red.: 
Situationen er tilmed vanskeligere endnu som følge af de forhold omkring mere eller mindre korrekte 
begrebsbilleder, som studerende har med sig jævnfør Tall & Vinner (1981) fra sidste semester.). 
Hvis man erkender dette forhold, er det en oplagt løsning at filme undervisningen, så de studerende kan 
gense beviset med tilhørende forklaringer med videre igen på et senere tidspunkt, men denne metode vil 
dog ikke give en studerende mulighed for at spørge ind til områder, der måtte være uklare, ligesom der jo 
kan forekomme fortalelser eller andre smuttere, som kan gøre det endelige resultat uklart. 
En anden vej kunne være at give supplerende information til beviset - for eksempel ved at arbejde i to 
kolonner, én til selve beviset og en til forklaringer, men dette forkastes med henvisning til, at det er 
uheldigt for forståelsen af et bevis, hvis det bliver for detaljeret, og det bliver vanskeligt for de studerende 
at skelne mellem selve beviset og den supplerende information, hvorfor der foreslås en teknologisk baseret 
løsning: eProof, der beskrives kort nedenfor. 
eProofs kører i en browser og præsenterer et bevis på en række skærmbilleder, således at hele beviset 
vises, men kun den del, der aktuelt er i spil, fremstår tydeligt, idet andre dele vises nedtonet med gråt, se 
eksemplet nedenfor, hvoraf det også fremgår, at der anvendes pile til at vise sammenhængen mellem de 
enkelte dele i beviset. 
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Til hver skærmbillede er der mulighed for at få definitioner og uddybende forklaringer, idet disse er indtalt, 
og denne del af eProof’et understøtter således både facetten i forhold til baggrundsviden og facetten med 
den logiske udledning. For også at understøtte forståelsen af bevisets overordnede struktur er der 
udarbejdet ”afkortede” beviser, som udelader en del af detaljerne, så den overordnede idé bedre træder 
frem, og endelig arbejdes også med generalisering, som det fremgår af nedenstående billede. 
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Forfatterne har anvendt eProofs i forbindelse med en undervisning, hvor de studerende har arbejdet med 
et givent bevis, inden det relevante eProof blev afspillet - dette er sket i en erkendelse af, at enhver 
studerende ligeså godt kan sidde inaktivt i en ordinær undervisning som vedkommende kan det i forhold til 
et eProof. Således kunne en videre udvikling af konceptet være en form for adaptiv eProof, hvor en 
studerende blev sendt til et ”underbevis” eller en del af et bevis, hvis vedkommendes forkerte svar på et 
spørgsmål gav anledning dertil (red.: Helt ligesom Moodle eller andre LMS’er har selvrettende opgaver, der 
netop kan gøre som beskrevet - vi har dog intet kendskab til et LMS, som vi har adgang til, der er udviklet 
tilstrækkeligt til, at ovenstående umiddelbart er tilgængeligt.). 
A. W. Bell: A study of pupils’ proof-explanations in mathematical situations 
Internationalt set er (var) bevisaspektet i matematik formodentlig det aspekt, der udviser den bredeste 
variation i tilgange, spændende fra en aksiomatisk tilgang til postulerede sætninger. I dette forhold indgår 
bevidstheden om, at deduktion er essentiel i matematikken samtidig med, at det generelt set kun er de 
dygtigste elever, der har opnået en forståelse for deduktion. Artiklen er en beskrivelse af et studie af 
elevers forsøg på at konstruere beviser og forklaringer, idet det er formålet med studiet at kunne anbefale, 
hvorledes man bedst kan støtte elevers udvikling på dette område.  
Det er tidligere påvist af forfatteren, at elevers forsøg på at generalisere og begrunde disse kan 
kategoriseres efter hvor godt det lykkedes, og at disse kategorier løst hænger sammen med elevernes 
alder. Trin 1 (abstraktion), hvor mønstre og sammenhænge kan genkendes, men hvor der ikke er noget 
forsøg på at forklare eller udlede, og trin 3(bevis), hvor et uformelt men acceptabelt bevis blev givet, er 
ganske veldefinerede kategorier, medens trin 2 er alt mellem trin 1 og 3. 
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Bevisførelse er en offentlig aktivitet, endskønt det kan foregå internt mod en imaginær tvivler. Den 
matematiske betydning af et bevis indeholder tre dimensioner: Verifikation, som omhandler 
sandhedsværdien af en sætning, oplysning, som handler om, at et bevis gerne skulle forklare hvorfor en 
sætning er sand, og systemliggørelse, der er indplaceringen af sætningen i et system af aksiomer, 
definitioner, begreber, teoremer etcetera. 
I det udviklingen af en generalisering går fra, at man selv har arbejdet med en idé, som siden præsenteres 
for andre mennesker, der måske eller måske ikke kan overbevises, vil der på et tidspunkt opstå et behov for 
nedskrive og argumentere for sætningen og dens forudsætninger, og det betyder, at elever ikke til at 
begynde med er bevidste om den offentlige status i forhold til viden og værdien af den offentlige 
verifikation. Således vurderes det, at en klasserumsbaseret diskussion af en given formodning, og de derved 
optrædende forskellige korrekte og forkerte påstande vil have den største effekt i relation til at få eleverne 
til at arbejde med beviset (helt i tråd med Alibert!). 
Herefter beskrives de opgaver, som eleverne har arbejdet med i studiet, måden, hvorpå besvarelserne er 
blevet kategoriseret, og endelig resultatet af undersøgelsen, hvilket ikke skal berøres her. Konklusionen af 
det hele er, at der skal være mere fokus på kompleksitetsfaktoren (det vurderes, at der er for meget data 
til, at eleverne kan håndtere dette uden midler som diagrammer med videre), og at der skal være fokus på 
brugen af algebra i forbindelse med talopgaver. Endelig er en systematisk tilgang til opdeling i tilfælde en 
mulig vej.  
Dreyfus, T.: Why Johnny Can’t Prove 
Da elevernes læringsprocesser i stigende grad bliver cooperative, bliver der også i stigende grad lagt vægt 
på at de skal begrunde deres argumentationer.  Vigtigheden i forklaringerne begrundes meget tydeligt idet 
det siges at, hvis ikke skriftlige forklaringer bliver en del af hverdagen i matematikundervisningen, så 
kommer man ikke til at se et fremskridt for den amerikanske matematik studerende.  Spørgsmålene som 
tages op i denne artikel er  
 På hvilken baggrund accepterer vi som lærer den studerens forklaring 
 Hvilke argumenter er acceptable for os og under hvilke omstændigheder 
 Forventer vi et bevis når vi beder om en begrundelse, eller når vi beder dem om at forklare hvorfor 
noget gælder 
 I hvilken grad behøver forklaringen at overbevise og hvem skal denne overbevise, er det læreren, 
en matematiker eller en medstuderende.  
Det ses også at den dygtige elevs kriterie for en acceptable forklaring ikke stemmer overens med lærerens 
kriterie, så de ovenstående spørgsmål kan udvides således at  
 Hvad ser eleven som en tilfredsstillende forklaring 
 Hvad er grunden til deres forestilling om at noget er en tilfredsstillende forklaring 
 Hvori består forskellen i opfattelse mellem lærer og elev 
Derudover prøver man at identificere nogle af grundene til de studerendes begrænsede opfattelse om 
forklaringer og beviser. Alt dette udføres på 3 niveauer, universitetet, gymnasiet og folkeskolen.  Man 
kigger i undersøgelsen på hvorfor at eleven ikke er i stand til at give en fornuftig forklaring, selvom at 
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eleven virker til at have en fornuftig forståelse af spørgsmålet og dets svar. Man finder i undersøgelsen 
sjovt nok ud af at eleverne har svært ved at give korrekte og præcise forklaringer til spørgsmålet.  For at 
kunne give et ordentligt matematisk argument, mangler de begrebs afklaring for at kunne bruge de 
korrekte termer. Der laves en konklusion på undersøgelsen s93, som nævner de konkrete problemstillinger 
der er tale om her. Denne liste vil man selv kunne bruge i sin egen undervisning. Eks. hvor dybt skal eleven  
gå ned i en forklaring, skal den gå hele vejen tilbage til definitionen? 
Der kigges herefter på studier som er foretaget vedr. elevernes forståelse af et bevis. Eleverne ved ikke 
hvad et bevis er og har svært ved selv de letteste af disse. De fleste studerende ved heller ikke hvad der 
menes med et matematisk argument. Der refereres her til Yackel og Cobb, hvor vi er ovre i 
sociomatematiske normer. 
Nogle af grundene til elevens ringe forståelse af ovenstående kan måske findes i lærerbøgerne. For hvad 
menes der når der i bogen står i en opgave ”vis at”, eller ”vis ved eksempel at” Eller er det f.eks. godt nok at 
vise noget visuelt. Eleverne får ikke et klart billede af begrebet og dette er en af grundene til at de ikke kan 
give korrekte forklaringer.  Det er måske ikke underligt at eleverne har problemer her når selv matematik 
kyndige heller ikke kan finde ud af dette og bredt diskutere emnet.   
Hvordan skelner man mellem forklaring, argument og bevis. Der er her flere forskellige meninger. Nogen 
mener at beviset går udover forklaringen. Et bevis kan kræve en forklaring som fremhæver grundideen med 
beviset. Så her er forklaringen og beviset flettet sammen. Der refereres her også til Duval som bruger 3 
former for redegørelse, nemlig forklaring, argument og bevis.  
 Forklaringen er den beskrivende del som producerer forklaringer/grunde  
 Argumenterne og beviset undersøger styrken af denne forklaring/grund og om de er fri for 
modsætninger. Deres funktion er om at finde ud af om man muligvis skal ændre sandhedsværdien 
af påstanden  
Duval mener også at der ikke er nogen kriterier som klart adskiller argumentet fra enten forklaring eller 
bevis. Der er altså ikke nogen klar skillelinje, hvilket også kan ses hvis man går længere tilbage i 
historiebøgerne.  
Der konkluderes på at vi som undervisere skal blive bedre til at lave en skillelinje mellem forklaring 
argument og bevis og desuden tænke over hvad vi kan forvente fra eleverne i forskellige aldersgrupper. Vi 
skal desuden hjælpe eleverne til at forstå hvad vi forventer af dem. Igen nævnes hvad mener vi med noget 
når vi beder eleven om at vise noget. Skal eleven virkelig bevise noget eller bruge et eksempel til at vise 
det. Når vi siger forklar til eleven, mener vi så forklar til en medstuderende eller er det læreren som skal 
overbevises. Skal vi være tilfredse når eleven bare har vist den mindste form for forståelse, selvom vi godt 
kan høre at forklaringen ikke passer. 
Teksten giver ikke nogen løsninger på hvad vi decideret kan gøre for at afhjælpe eleven med problemerne. 
Der diagnosticeres og fortælles blot om problemet. 
Dreyfuss, T. & Hadas, N.: Proof as answer to the question why 
Artiklen handler om matematiske beviser og hvornår studerende finder behov for dem. 
 
Del 2, side 94 af 272 
De mener at en diskussion om hvorvidt beviser skal til for at overbevise eller forklare er overflødigt da det 
er to sider der supplerer hinanden, for det er mere sandsynligt man bliver overbevist hvis man forstår 
argumentationen, fordi det er forklaret godt og omvendt. 
Tidligere undersøgelser viser at studerende har svært ved at se behovet for beviser. En grund til dette er 
f.eks. i en del geometri at sætningerne der bevises er så åbenlyst rigtige. Med udgangspunkt i geometrien 
diskuteres anvendeligheden af at gå mere empirisk til værks, med dynamiske geometriværktøjer, hvor flere 
klider citeres for den negative indvirken det har på de studerenses evne til at forstå /behov for beviser. 
Dreyfuss og Hadas mener at de studerenses behov for beviser afhænger af pensum, hvad de bliver bedt om 
og hvordan de bliver bedt om det. De beskriver hvordan de har fået elever til at føle behov for beviser, ved 
f.eks. at de støder noget der strider mod deres intuition eller eleverne tror noget gælder generelt, men 
støder på modeksempler. Artiklen viser flere eksempler, som alle er afprøvet på elever, bl.a. hvor mangel 
elementer der skal til for at have bestemt en trekant. 
De konkluderer at geometriprogrammer mm. Sagtens kan bruges til at vække elevernes interesse og 
undren, så et behov for beviser opstår. 
EMS 2011: Do Theorems Admit Exceptions? Solid Findings in Mathematics 
Education and Empirical Proof Schemes 
Education Committee of the European Mathematical Society, EMS Newsletter December 2011, 50-53 
Formålet med at lære matematik er at kommunikere formålet og opbygningen af det matematiske bevis. 
Der er en diskrepans mellem hverdagstænkningen og den matematiske tænkning i forhold til den 
universelle påstand og dets bevis, idet elever opfatter begrebet et bevis anderledes end matematiklæreren, 
og således tager udgangspunkt i eksempler, når de bedes om at bevise en universel påstand.  
Om den universelle påstand gælder, at den skal være sand i alle tilfælde uden undtagelser, hvilket er i 
modstrid med den dagligdags opfattelse om, at der altid er undtagelse, der bekræfter reglen, hvorfor elever 
ofte underbygger et bevis med et eller flere eksempler på trods af, at de har deltaget i en undervisning om 
matematiske bevisers natur. Denne tilgang til ”bevisførelse” kaldes empirisk overbevisning (vi vil ikke 
nedlade os til at benytte termen empirisk bevis om dette forhold), og benytteren deraf vil tilmed have den 
idé, at modeksempler ikke nødvendigvis vil betyde, at beviset ikke gælder. Der er altså ikke en opfattelse af 
enten/eller. 
I folkeskolen er dette fænomen desværre også udbredt blandt lærere. Der er tilmed to undergrupper: Naiv 
empirisme, hvor eleven kontrollerer, at de første (naturlige) tal ikke bryder en given regel, hvorfor det 
konkluderes, at reglen må gælde for alle tal, og nødvendig eksperiment (crucial experiments), hvor man 
vælger et repræsentativt tal (fx et passende stort tal), og hvor det gælder, at hvis det gælder for det store 
tal, så gælder det også for alle andre tal. 
Fischbein har vist, at en gruppe af studerende mener, at selvom et bevis opfattes som gyldigt og dækkende, 
så skal der taleksempler til, for at øge troen på bevisets gyldighed, tilsvarende er det påvist i et studie, at 
kun 46 % af tyske gymnasieelever anser et empirisk argument for utilstrækkeligt ligesom amerikanske high-
school-elever ikke kan se forskel på empiriske overbevisningsskemaer og deduktive (ægte) bevisskemaer jf. 
Harel  & Sowder. 
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En mulig årsag til dette forhold med elevernes accept af empiriske overbevisningsskemaer som et 
bevisskema kan ligge i, at alle andre vidensfelter benytter empiri til at formulere sætninger, og vi bør som 
undervisere derfor have et særligt fokus på beviser, da dette således er specielt for matematikken og 
dermed kontraintuitivt i forhold til elevernes erfaring udenfor matematikken. Bemærk dog, at forholdene 
er komplekse, og at vi derfor ikke helt kan generalisere på dette punkt.   
Et andet forhold er, at elever har svært ved logiske argumenter, eller sagt på en anden måde: De kan ikke 
ræsonnere logisk, hvilket ses af andre studier. Under alle omstændigheder er det vigtigt at skelne mellem 
et argument (som for eksempel, at jeg ved måling mange gange har konstateret, at vinkelsummen i en 
trekant er 180 grader, hvorfor dette er en underbygning af formodningen om samme vinkelsum) og et 
egentligt bevis.   
Vi må om undervisere være bevidste om at tydeliggøre forskellen mellem et matematisk bevis og 
dagligdagens empirisk funderede slutninger, idet sidstnævnte er de typiske elevers erfaringsbase, som vi så 
må forsøge at gøre op med. Et eksempel på dette er sammenhængen mellem euro og eurocent, der jo kan 
angives som 1 Euro=100 Eurocent, men skal vi have en formel til omskrivning mellem Euro og Eurocent, må 
den så således ud: 100∙Euro=Eurocent, hvorfor der er tydelig forskel mellem dagligdags sammenhænge og 
matematik. 
Vi skal altså arbejde med at gøre overgangen fra empirisk overbevisning til matematisk, universelt bevis 
lettere for de enkelte elever. Denne overgang indbefatter, at eleverne skal forstå, hvorfor eksempler ikke 
kan udgøre et bevis, og dertil (efterfølgende) skal eleverne indse, at de har et behov for at gennemføre et 
reelt matematisk bevis. Sidstnævnte kan for eksempel ske derved, at eleverne arbejder med nogle 
scenarier, hvor de opdager, at ”noget” ikke altid gælder, hvis præmisserne er forskellige (fx at 
vinkelhalveringslinjerne for polygoner ikke altid mødes i et punkt, hvorfor undersøgelsen kunne gå på, 
hvornår de så gør det). 
Det er også foreslået, at eleverne arbejder med overgangen fra det specielle tilfælde til det generelle 
(eksemplet med summen af 5 på hinanden følgende tal, der altid er delelig med 5), og det bemærkes, at de 
mere svært tilgængelige bevistyper modstridsbevis og bevis ved matematisk induktion kan understøttes 
ved dels at skabe situationer, hvor elevernes behov for et bevis er stærkest, og dels ved at støtte 
udviklingen af beviset i klasserummet. Endelig er den arbejdsform, som bruger klassediskussionen i forhold 
til tilstrækkeligheden af et bevis, med til at øge elevernes behov for et gyldigt bevis.   
EMS 2013: Living with Beliefs and Orientations 
Artiklen omhandler begrebet beliefs i matematik, og starter med kort at opridse udviklingen I matematik i 
undervisningssystemet i USA.  Marta Frankstuderede i 1985 elevers og læreres forskellige beliefs i 
forbindelse med problemløsning. 
Der nævnes en lang liste af fordomme folk har om matematik (man kan ikke lave matematik selv, det 
kræver instruktion, matematiske opgaver har altid kun et svar og kan altid løses på to minutter eller slet 
ikke og en del flere).  
Begrebet beliefs bliver diskuteret. Det er forholdsvis nyt at forholde sig til disse matematiske beliefs og 
begrebet er ikke veldefineret. Der er heller ikke enighed om hvorvidt følelser er en del af beliefs-begrebet.  
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Beliefs er nogle gange produktive, men ofte hindrer de tanker i stedet. Og at ændre folks beliefs er en svær 
opgave. 
Epp, S., S.: A unified framework for proof and disproff 
Artiklen handler om de spørgsmål, specielt lidt svagere studerende kan have når de skal forstå beviser. Epp 
mener det er meget vigtigt at få afklaret disse spørgsmål og gør det selv naturligt i gennemgang af beviser 
med studerende. Hun kommer med fem spørgsmål, som eksempler på hvad eleverne har svært ved at 
forstå. Spørgsmålene kan være: Hvorfor det ikke er nok at kontrollere et udvalgt udsagn for om det er sandt 
for nogle værdier, hvorfor man skal indføre variable, hvorfor beviset starter og slutter som det gør, og 
hvordan man nogensinde skal huske de mange algebraiske mellemregninger i beviset. 
Desuden mener hun det er meget vigtig at lære de studerende hvordan man modbeviser noget, at det er 
nok bare at finde en enkelt tal der gør sætningen falsk, et modeksempel. 
Modstridsbeviser er sværere at forstå for de studerende, hvis de selv skal lave beviser er specielt delen 
hvor man skal finde ud af hvilken forkert antagelse man vil gøres sig meget svær. 
Hun mener det er vigtigt at træne gymnasieelevers logik, ved beviser. Startende fra det lette, hvor bare 
modeksempler skal findes og udfylde huller i beviser, til selv at lave beviser. Til sidst i artiklen listes en 
række af forslag til forskellige problemer man kan udfordre gymnasieelever med. 
Hanna, G.: Some pedagogical aspects of proof 
Denne forfatter tager udgangspunkt i tre aspekter I relation til beviser: 
Formelt bevis, der er idealet, men som praksis måske ikke altid lever op til. Et formelt bevis for en given 
sætning er endelig sekvens af udsagn, hvoraf den første er et aksiom, og de følgende alle er udsagn, der 
enten selv er et aksiom eller er logisk udledt af de forudgående udsagn. Den sidste udsagn er det, der skulle 
bevises. Denne formelle tilgang blev udviklet i et forsøg på at eliminere potentielle fejlkilder som følge af 
intuition og vurdering, og der har været en lang historisk udvikling i holdningen til formalismen blandt 
matematikere, og blandt undervisere har det formelle bevis været set som et middel for forståelse og 
dermed et didaktisk redskab. 
Over de sidste dekader har der været en ændring i holdningen til beviset, idet beviser med en knap så 
formel struktur alligevel blandt matematikere har været anset som acceptable beviser, og dette har også 
påvirket undervisernes holdning til læring udi bevisførelse. Det pointeres, at når ny matematisk viden bliver 
accepteret i den sociale proces, er det ofte hvad, der bevises, som er mere vigtigt end hvordan, det bevises, 
og matematikerne insisterer på at vurdere, hvilket er ironisk, da det netop var denne mulige fejlkilde, der 
førte til udviklingen af det formelle bevis. Kriteriet, der anvendes, er at beviset skal tage udgangspunkt i 
specifikke og accepterede forudsætninger, skal være fejlfri i sin argumentation, og så skal sætningen, der 
bevises, synes fornuftig ved inspektion - også hvis den er kontraintuitiv. Det er også en vigtig faktor - selv 
for beviset -, at sætningen, der bevises, bringer indsigt i en ny matematisk sammenhæng. 
Endelig er der det sidste aspekt, Læring af bevis, hvor det stringente bevis i lyset af de sociale processer, 
som er så vigtige for matematikere i forhold til accepten af et nyt bevis, erstattes af et ”løsere” bevis, som 
mere benyttes som et overbevisende argument. I artiklen nævnes en lang række studier, som på den ene 
eller anden måde arbejder med forståelsen af bevisførelse i matematik, og fælles for disse er, at beviset 
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alene betragtes som et validt argument, medens Hanna mener, at beviset både skal opfattes som validt og 
have en opbygning, så det tilmed er forklarende.  
Som et eksempel på forskellen mellem et bevis, der beviser, og et bevis, der forklarer, gives henholdsvis et 
induktionsbevis for en sætning, og et bevis, der forlader sig på symmetri, hvor det er mere tydeligt, hvorfor 
sætningen er sand. Det bliver endnu tydeligere, hvis der anvendes geometrisk repræsentation i form af 
passende figurer, som det sker i yderligere to eksempler på beviser for samme sætning. 
Kommentar: Medens det kan virke understøttende for et givent bevis at vise en sætning på flere måder, er 
der en risiko for, at beviset eller bevisteknikken, som, man i øvrigt kan have en idé om, er en uundværlig del 
af matematikken, bliver opfattes som noget, man alligevel ikke kan stole på, da det alligevel skal vises på en 
anden måde. Således beviser man det først, og siden overbeviser man - det virker ikke helt 
hensigtsmæssigt. 
Harel, G & Sowden, L.: Towards comprehensive perspectives on the learning and 
teaching of proof 
Mål med artiklen: Undersøgelse af matematiske beviser og matematisk argumentation/redegørelse. 
Beviser er en vigtig del af matematikken, men flere studier viser at elevernes forståelse herfor bliver 
dårligere og dårligere. Flere elementer kan være grunden hertil. En undersøgelse af dette kræver at man 
kigger på flere faktorer. Og under disse faktorer er der opstillet endnu flere underemner, her er kun nævnt 
nogle enkelte. Inde under dette indgår også konstruering af bevisskemaer 
 Matematiske og historiske/epistemologiske 
o Hvordan er beviser konstrueret, verificeret og accepteret af det matematiske samfund  
 Kognitive 
o Hvordan modtager eleven et bevis 
o Hvor ligger vanskelighederne i beviset for eleven 
o Hvad er grundlaget for disse vanskeligheder    
 Socio kulturelle 
o Hvordan er beviser konstrueret, verificeret og accepteret i klasserummet. 
o Hvilket klasserum er mest hensigtsmæssigt i udviklingen af et bevis for eleverne 
o Hvilken interaktion mellem de studerende og mellem lærer og elev kan medføre end 
nemmere tilgang til beviser 
DEF: Proof: Hvad der for personen giver en form for sandhed, matematical proof: Bevisførelse  
Grunden til undersøgelse skyldes at man gerne vil forstå den studerendes vanskeligheder og roden til disse, 
for derfra at kunne hjælpe eleven videre til forståelse af bevis begrebet. Nogle grunde til problemerne kan 
tilskrives elevens problemer med logikken og forståelsen, men dette er ikke et tilstrækkeligt billede af 
elevens vanskeligheder. Forskellige undersøgelser viser b.la at den studerende har nogen form for ide om 
at det er nødvendigt at bevise og nogen form for logik, men de har stadigvæk svært ved dette. Der er også 
den grund at man gerne vil have en klar definition på hvad man mener med ”proof”, da dette ikke er klart 
defineret. Balacheff spørger her om der er en delt holdning vedr. ”matematical proof”. Hvis ikke denne 
holdning er ens hos det matematiske samfund ved man heller ikke om der er fremskridt herfra. For at 
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kunne besvare spørgsmålet hvad er ”proof” graves nu dybere ned i substansen og laves der følgende 
definitioner   
 Konstruktion af ny viden, baserer sig på eksisterende viden 
 Man må acceptere begrebet ”proof” som det er blevet forstået og praktiseret gennem hele 
matematik historien. 
 Idet begrebet ”proof” er socialt, hvad er da et overbevisende argument som en person kan give til 
en anden. Der er altså en social natur i at bevise. 
For at finde ud af elevernes opfattelse af et bevis refereres der til en undersøgelse hvor 169 studerende har 
deltaget i. Her har man kigget på deres bevisskemaer, hvor man bruger følgende definitioner. 
 Antagelse versus Facts 
 ”Proving” Er processen som personen laver for at fjerne enhver tvivl om sandheden i påstanden 
 Konstatering versus overbevisning, man fjerner sin egen tvivl om påstanden versus man fjerner 
andres tvivl om sandheden i påstanden. 
DEF: En persons bevisskema er hvad der for personen både er konstaterende og overbevisende.  
Hvis man kigger på taksonomien så opererer man med 3 forskellige bevisskemaer,  
 
Der refereres også tilbage til devillers model, med verifikation, forklaring, opdagelse, udfordring og 
kommunikation.  
Findings 
Der er ingen tvivl om at eleverne har problemer i deres bevisskemaer, hvilket undersøgelsen her viser. b.la. 
kan nævnes et studie af nogle 16 til 17 årige elever, som demonstrerer meget lille forståelse vedr. 
metoderne i matematikken og argumentation og beviser, hvor 31-39 % kunne genkende et modeeksempel. 
Og med begreber som ”axiom” og ”theorem”, var forståelsen på under en fjerdel og ca. halvdelen.  Det 
vises også at eleverne baserer deres forklaring på baggrund af tegninger, perceptual PS, i stedet for at 
ræsonnere. Fra denne NAEP undersøgelse konkluderes det at en lille del af eleverne effektivt kan bruge det 
deduktive PS, hvor langt størstedelen benytter sig af den empiriske PS. I en større undersøgelse af 1520 
USA geometri studerende kunne 29 % ikke lave et eneste gyldigt bevis. I en undersøgelse uden for USA, 
deltager 2459 studerende på 14-15 år. De skal beskrive hvad beviser er og hvad det er godt for, samt skal 
de vurdere forskellige beviser, med henblik på om de er falske eller korrekte og endeligt skal de selv 
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konstruere deres egne beviser. 25 % af dem havde meget lille eller ingen ide om meningen eller 
betydningen af beviset. For dem som kunne starte på et bevis, var 28 % - 56 % kun i stand til den meget lille 
del af beviset.  Undersøgelser viser også at universitets studerende kan have det transformationelle PS, 
mens nogle forlader universitetet med få evner her, og lille viden mht. beviser, hvor det mest er de externe 
og empiriske PS, som benyttes. 
I en anden undersøgelse beskrevet af Porteus(1986,2000), konkludere han meget klogt at ”Det er kun når 
eleven selv laver beviset at han kan overbevises om sandheden i påstanden. Et bevis som læreren laver, 
kan have nogen effekt, men effekten er lille i forhold til. Vi bliver nød til at opmuntre eleverne således at de 
selv undersøger hvordan tingene hænger sammen, så de selv kan konstruere deres egen viden”.   
For at adressere nogle problemstillinger med hensyn til elevens bevisskemaer nævnes følgende:   
Der er lavet flere undersøgelser som peger på at hvis man målretter undervisningen efter argumentation 
og beviser, så kan man hjælpe elevernes bevisskemaer betydeligt, men læreren spiller en vigtig rolle i 
denne proces. Det hjælper dog ikke(som det ses i en undersøgelse her) hvis læreren ikke selv ser 
nødvendigheden af beviser i matematikken. En anden problemstilling kunne være at pensummet er 
beskrevet anderledes efter hvor man er i verdenen. 
Man kommer heller ikke udenom at læring er en social proces. Og der refereres derfor også til Vygotsky og 
zonen for nærmeste udvikling(ZPD). De sociomatematiske normer spiller derfor også en vigtig brik i dette 
spil. Så hvis man vil udvikle elevernes bevisskemaer, så skal disse også være til stede.   
Konklusion:  
 Der er en mangel på deduktiv PS og en gennemgående brug af empirisk PS, på alle niveauer 
 Manglende forståelse for brugen af beviser i matematikken.  
 De kan ikke konstruere simple beviser og kan ikke forstå indirekte beviser.      
Artiklen er ekstrem omfattende og det er derfor ikke muligt at få alle facetter med her. 
Healy, L & Hoyles, C.: A study of proff conception in algebra 
Mål med artiklen: I en kæmpe undersøgelse, kigges der på elevernes opfattelse af et bevis og hvad dette 
kan bruges til. 
Artiklen starter med at beskrive det fænomen vi alle kender så godt, nemlig at eleverne har svært ved 
beviser og bevisførelse. Der refereres til en ældre empirisk undersøgelse, som b.la undersøger elevens 
besvarelse til spørgsmål som kræver beviser. Ud af dette ses at eleven ikke kan følge, eller selv konstruere 
passende deduktive argumenter.  Det store problem er iflg. forfatterene at man ikke har kigget på den 
studerendes syn på hvad et bevis i matematikken er for noget. Desuden så er sammenhængen mellem 
deres syn og deres fremgangsmåde til beviser diskuteret bredt rent teoretisk uden at være blevet 
undersøgt empirisk. Man kigger derfor i denne artikel på en undersøgelse, af 2459 elever i alderen 14-15 
års(de dygtigste) fordelt i 94 klasser fordelt på 90 forskellige skoler, samt 94 lærere. Man ønsker b.la at få 
svar på 
 Er den studerende i stand til selv at kunne konstruere og evaluere et bevis 
 
Del 2, side 100 af 272 
 Hvad er meningen med beviset 
 Ser de beviset som verificerende eller som overbevisende og forklarende 
 Hvad er lærerens syn om beviser og bliver den studerende influeret heraf. 
For at finde ud af den studerendes syn på beviser har man delt undersøgelse op i 3 dele. Første del består i 
at den studerende skal give en skriftlig forklaring om beviser og hvad meningen med dette er. Anden del 
består i at den studerende præsenteres for matematiske modstrider og en række argumenter til at støtte 
disse. Ud af de præsenterede argumenter skal eleven vælge 2 af disse, dels en som de mener at læreren vil 
give den bedste vurdering ud fra og et argument, som de mener er tættest på deres egen fremgangsmåde, 
dette kan ses nederst på figuren til højre. Tredje del består i at de skal vurdere argumenterne dels i form af 
gyldighed og dels i form af styrke i argumentet, dette kan ses nedenfor i figuren til venstre.  
  
Ud over dette skulle eleverne også selv konstruere et bevis ud fra nogle givne præmisser, som det ses i 
nedenstående figur. 
 
Elevernes skriftlige forklaringer vedr. meningen med beviset er blevet plottet ind i deVillers model. 
Findings: Da det er en kæmpe undersøgelse, som de her har foretaget, vil der kun blive fokuseret på 
enkelte dele. 
Nedenstående tabel til venstre viser besvarelser fra påstanden A1, vist i første graf. Det interessante her at 
der ikke er nogen sammenhæng på elevernes valg af ”Own mark” og ”Best mark”. Altså den metode de selv 
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ville have valgt, mener de ikke giver den bedste karakter. Argumentet som Eric fremsætter som er 
algebraisk, vil kun 2 % selv have valgt, men de mener at det er denne som ville give den bedst vurdering fra 
lærers side. Omvendte, tendens er der med argumentet fra Duncan. Det er ligeledes interessant at 
lærerenes besvarelse på ingen på kan sammenlignes med elevernes. På nedenstående figur til venstre vises 
hvor godt eleverne har klaret den del hvor de selv skal konstruere et bevis ud fra kriterierne givet i A4 og A7 
se ovenstående figur.  Dette viser meget tydeligt at de har kæmpe problemer, idet kun 22 % er i stand til at 
konstruere det komplette bevis og det er den lette A4. Ved A7 står det meget værre til hvor kun 3 % kan 
konstruere det fulde bevis.  Ud fra dette konkludere de at eleverne er meget bedre til at vurdere hvilke af 
de givne argumenter som er de korrekte, fremfor selv at skulle bevise noget. 
       
I nedenstående tabel vises elevernes fremgangsmåde til beviset de selv skal konstruere, altså hvordan tror 
eleven at et bevis skal se ud. Det ses at størstedelen af eleverne prøver sig frem med empirisk, eksempel 
form, som værende et gyldigt bevis. Det ses også at 8 % prøver sig visuelt, mens kun 11 % benytter sig af 
algebra.   
 
 
I nedenstående tabel vises elevernes syn på meningen af bevis. Her mener 50 % at beviset laves for at give 
en form for sandhed, altså for at verificere. Det er skræmmende at hele 28 % enten ingen holdning har til 
dette eller ikke forstår det. Undersøgelsen her viser klart at der ikke en nogen entydig holdning blandt 
eleverne.  
 
Konklusion 
 De studerende er ikke i stand til selv at konstruere beviser 
 De kan bedst lide generelle og forklarende argumenter 
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 De bruger overvejende empiriske argumenter til deres egne beviser, selvom de godt ved at dette 
ikke vil give den bedste vurdering hos læreren.  
 Den studerende havde mest succes ved brug af fortællerformen i deres egen konstruktion af bevis, 
hvor eksempler og diagrammer blev brugt. 
 Det er et kæmpe problem at eleverne ikke benytter sig af algebra, i deres egne beviser, da den 
studerende ikke ser algebra som et sprog man benytter sig af til at beskrive hvordan tingene 
hænger sammen. 
 Argumenterne med algebra blev valgt som dem de mente gav den bedste vurdering hos lærer, 
mens det var argumenterne som var overbevisende og forklarende som blev valgt hvis de selv 
skulle have forklaret det, altså algebra fravælges(Kæmpe problem for matematikforståelsen 
generelt)  
Vi skal som lærere udvikle deres argumentation gående fra fortællende til deduktiv argumenterende.  Det 
kunne være spændende at lave noget lignende, men det vil kræve et kæmpe dataopsamlings arbejde. Til 
dette hører også at der her også er foretaget interviews af både lærere og elever.    
Hoyles, C. & Küchemann, D.: Students’ understandings of logical implication 
Artiklen handler om logik, om logiske implikationer, og deres betydning for elevers forståelse af beviser. 
Undersøgelsen i artiklen er en del af et større projekt. ”The Longitudinal Proof Project”, og fokus i artiklen 
er at undersøge hvordan elever, der ikke har lært om logik, bestemmer hvorvidt en logisk implikation er 
sand eller ej, hvordan eleverne opfatter logiske implikationer og deres omvendte, og om disse opfattelser 
ændres  over tid. 
I projektet er data opsamlet årligt i de ældste klasser (13-14 årige), på tilfældigt udvalgte skoler i England. 
Første test var i år 2000, af 1663 elever i 8. klasse (13-årige) på 63 skoler. De samme elever blevet testet 
igen året efter. Desuden er få elever og lærere blevet interviewet undervejs. 
Artiklen tager udgangspunkt i et enkelt spørgsmål fra deres test (samme spørgsmål som der findes i vores 
detektionstest 2), to udsagn, det ene omvendt af det andet (Hvis sum af to tal er lige er produkt ulige og 
hvis produkt af to tal er ulige er sum lige). Eleverne skal så bl.a. svare på om de to udsagn siger det samme 
og om hvert af de to udsagn er sande. 71 % af eleverne svarer de to udtryk siger det samme. 36 % svarer 
korrekt at udsagnet ”lige sum medfører ulige produkt” er forkert. De fleste heraf kommer med et specifikt 
Eppmodeksempel, mens 8 % kan gennemskue at to lige tals sum og produkt bliver lige, og leverer derfor et 
mere generelt argument. I den omvendte implikation svarer kun 9 % korrekt at det er sandt, og 
argumenterer for dette. 
Samme spørgsmål er givet samme elever året efter.  Her ses en lille fremgang, hvor flere elever korrekt 
begrunder deres svar og færre svarer forkert.  
De præsenterer en model over elevers forsøg på at bestemme sandheden af implikationerne, som opdeles i 
tre grupper, X, Y og Z, i forhold til elevernes strategi mht at afgøre sandheden. X er en empirisk strategi, 
hvor helt tilfældige tal udvælges, også tal som ikke passer på antecendenten i implikationen (altså at 
summen skal være lige eller produktet ulige). Y er en fokuseret empirisk strategi, hvor tal udvælges så de 
opfylder antecendenten. Z er en deduktiv strategi, hvor de starter med at undersøge hvilke typer tal der 
opfylder antecendenten og bruger dette videre. 
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De konkluderer bl.a. at fremgangen mellem elevernes 8. og 9. år skyldes en del elevers skift fra strategi X til 
Y eller Z. 
De opdeler desuden elevernes forståelse af, om de to udsagn er ens i fire gruppe A-D, hvor A er at de to 
udtryk siger det samme, uden reference til data, B er at de to udtryk siger det samme, med reference til 
data, C er at de to udtryk ikke er ækvivalente, med reference til data og D er at de to udtryk ikke er 
ækvivalente, med en mere teoretisk forklaring. 
Knipping, C.: A method for revealing structures of argumentations in classroom 
proving processes. 
I artiklen præsenteres en type af modeler der kan bruges til at analysere bevisgennemgang I 
undervisningen, her brugt til at analysere en gennemgang af Pythagoras’ sætning I en 9. klasse. Knipping 
mener dette er en metode til at undersøge og sammenligne forskellig praksis i forkellige klasserum. 
I forholdsvis simple tilfælde kan Toulmins model bruges, se nedenstående figur. 
 
Figur. Toulmins model. 
For at analysere en ennemgang af et bevis kan gennemgangen først opdeles i forskellige passende 
sekvenser (f.eks. i eksemplet Tegning af skitse, mål med beviset, betydning af a, b og c osv.). Herefter kan 
hver enkelt lille del analyseres ved hjælp af Toulmins model.  Modellen kan bruges til både at se på 
enkelstående lokale argumenter, men også til at mere globalt, på selve grundideen i beviset, den 
overordnede opbygning. For eksemplet i artiklen kan ses to modeller, en lokal og en global nedenfor. 
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Figur. Øverst en model for et enkelt skridt i beviset, nederst en model for grundstrukturen i beviset. 
Denne model er dog ikke tilstrækkelig hvis argumentationsstrukturen bliver mere kompleks.  Her 
præsenterer Knipping sin egen skematiske repræsentation. 
Knipping ser på to forskellige typer af lokal argumentation, argumentation ved deduktion ud fra allerede 
kendte begreber (conceptual argumentation) og argumentation ud fra figurer i relation til beviset (visual 
argumentation). Mht den globale argumentation beskrives to typer, resevoir-structure og source-structure. 
 
Figur. Skematisk oversigt over hhv source-structure, til venstre, og reservoir-structure, til højre. 
Source-structure bygger på flere argumenter, der udspringer forskellige steder. Nogle argumenter kan også 
lede til samme konklusion (som man kan se på ovenstående figur, hvor AS-1 og AS-2 leder til samme 
konklusion) mens reservoir-structure kan være opdelt i flere underdele i beviset.  
Disse strukturer har Knipping opserveret ved lærerstyret bevisgennemgang, og hvorvidt man vælger den 
ene eller andet type afhænger af underviserens valg. 
Leron, U. : A direct approach to indirect proffs 
Artiklen beskriver hvor svært eleverne har det med indirekte beviser(Modstridsbeviser). Det bevis som der 
tages udgangspunkt i er at der er uendeligt mange primtal. Forfatteren mener selv at det er jordens 
smukkeste bevis og også et meget enkelt bevis. Denne holdning deles dog ikke af hans studerende som, 
sidder tilbage meget blanke i ansigterne. Der skal derfor findes et alternativ til dette bevis. Beviset skal altså 
gøres mindre mystisk og mere naturligt for eleverne. Det alternative bevis, er skåret ind til benet og langt 
mere konkret for eleven. Eleven kan selv lege med beviset ved at sætte tal ind. 
Hvorfor kan eleven ikke lide et indirekte bevis? 
Disse grundideer stammer fra spekulation fra forfatters side. Hele grundideen med at man skal starte med 
at modbevise noget strider imod de normale tankemønstre. Som om at man begiver sig ind i en falsk og 
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umulig verden som leder imod at vi ødelægger verden. Eller med andre ord matematisk ødelæggelse og 
ikke matematisk konstruktion. Ved at skabe den falske verden føles det som om at man har snydt, eller 
ligefrem rent hekseri. Hvilken indsigt får vi ud af at lave dette, er vi blevet klogere? 
Hvordan gøres det mere tåleligt for eleverne?  
I de fleste beviser af denne type er konstruktionen afhængig af den negative antagelse. Ved at adskille 
konstruktion fra den negative antagelse, laver man en positiv handling før det negative argument. Dette 
gør at eleven nu kan få noget ud af beviset.  
Med disse ting i mente mener forfatter at vide hvor skoen trykker. Når den negative antagelse er gjort 
sammen med ideen om at skulle falsificere denne i en senere modstrid, så vil der blive bygget en kognitiv 
forhindring op i hovedet på den studerende. Dette skyldes måske at ideen om at leve i en falsk verden, hvor 
man operere på denne som om den var virkelig. Den kognitive forhindring stiger jo længere tid man 
befinder sig i denne falske verden.  
Det handler derfor om at gøre beviset mere tåleligt for eleven, ved at gøre dette i positiv modus således at 
eleverne kan operere på de mentale objekter på en velkendt måde. 
Niss, M.: Modelling and proving as forms of justification an analytic essay 
Mål med artiklen: At redegøre for at modellering og bevisførelse har mange ting tilfælles, når det drejer sig 
om at verificere påstande i en matematik sammenhæng.  
Der argumenters for 2 grunde for hvorfor modellering optræder i pensum 
 Modellering er et brugbart værktøj til at underbygge matematik læringen for den studerende. 
 Fokus lægges på selve modelleringen. 
For at eleverne kan analysere, konstruere og benytte sig af modeller, bliver de nød til at se vigtigheden af 
matematikken som en disciplin og man bliver nød til at undervise mere i dette. 
I det følgende gøres rede for at man opfatter bevisførelse og modellering som 2 helt forskellige ting, hvilket 
ifølge Niss er en direkte farligt holdning, da de har meget mere til fælles end man lige regner med og dette 
skal derfor synliggøres meget mere. 
Der kigges på modellering som et middel til verificering på to forskellige måder, nemlig som ”modelling for 
description” og ”modelling for perscription”. Førstnævnte refererer til at man laver en model for at 
beskrive et fænomen, eller for at forudsige, eks en vejrmodel. Og sidstnævnte refererer til en proces eller 
opgave, som har til opgave at lave en platform til design af et objekt eller system. Eks på sidstnævnte, 
kunne være en optimering model som skal hjælpe med at beslutte hvor den optimale placering er for et 
indkøbscenter. Disse to begreber kan ikke altid ses enkeltvis, da de oftest optræder samtidig. 
Da følgende model er hele grundlaget for Niss’s argumentation vælges det at bruge modellen direkte fra 
artiklen 
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Opbygning af modelleringmodel 
 En model skal laves for at undersøge en given ting A.  
 De objekter og egenskaber i A som er relevante til formålet med modelleringen bliver herefter 
oversat til det matematiske domæne M via mapping f, fra A til M.   
I M bliver der pålagt visse matematiske relationer til de matematiske objekter. Det er meningen at 
relationerne skal præsentere antagelse eller facts som man ved eksisterer på objekterne i A. 
Oversættelsesdelen(mapping) fra A til M, kaldes for ”mathematisation” 
Basseret på mappingen f og relationerne lavet i M, kan spørgsmål tilhørende A nu oversættes til spørgsmål 
tilhørende M. Man kan nu prøve at svare på spørgsmålene med matematiske metoder. De resulterende 
matematiske svar bliver nu oversat tilbage som svar til spørgsmålet stillet i det oprindelige domæne A.  
Herefter kan svarene tilgås og man kan se på gyldigheden og hvis svaret ikke er tilfredsstillende kan man 
lave en ny modificeret model og kører en ny runde. 
Niss mener at det er i M, at verificeringen spiller en stor rolle. Basseret på antagelserne i M kan man lave 
beregninger, bevise påstande, deducere implikationer alt sammen ved at bruge verificeringsværktøjer.  
Med andre ord, så er modellering et middel til at verificere om påstande og udsagn enten er falske eller 
sande.  
Man skal som underviser gøre mere ud af at vise at verificering spiller en vigtig rolle i modellering. 
Modelleringen laves for at danne et grundlag således at man kan verificere en given påstand/udsagn. Den 
studerende skal tilegne sig viden om modellering for at denne selv kan undersøge eks. fysiske 
problemstillinger. Man skal ikke bare servere beviserne for dem, da dette giver en holdning af at det bare 
er noget vi laver for sjovt og ikke fordi det er en vigtig del af matematikken. Der skal derfor ligges fokus på 
den aktive del fremfor den passive del, her kan b.la nævnes videnskabelig debat, hvor de i den grad selv 
bidrager.   
Konklusion: Man er nød til at undervise både i modellering og bevisførelse og få alle aspekterne frem, for 
at man kan acceptere den store lighed der er imellem dem.  
de Villiers, M.: The role and function of proof in mathematics 
Artiklen konstaterer, at elever ofte stiller spørgsmål med det principielle indhold: ”Hvorfor skal vi bevise 
dette?”, hvilket er en indikation af, de ikke ser den funkton, som et bevis har. Derfor stilles spørgsmålet: 
”Hvilke funktioner kan et bevis have, og kan disse funktioner gøre bevisførelse til en mere attraktiv aktivitet 
for eleverne?”, og der opstilles en model, der kan ses som en udvidelse af Bells model (Bell 1976), som er 
beskrevet andet steds i nærværende rapport, med fem funktioner: 
Verifikation: Traditionelt set er bevisets funktion at verificere eller retfærdiggøre en sætning, så man kan 
blive overbevist om sætningens gyldighed. Denne funktion angår altså sandheden af en påstand, og den har 
været den hidtil dominerende funktion set i en undervisningsmæssig sammenhæng. Den almindelige 
opfattelse af funktionen er, at den skal overbevise, men der argumenteres faktisk for, at det er det 
omvendte, der er tilfældet, nemlig at overbevisningen om, at noget er sandt, får én til at bevise det - det vil 
altså sige, at overbevisning er motivation for beviset. Det meldes også, at offentliggjorte beviser ofte er 
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fejlbehæftede eller ukomplette, hvilket understøtter, at det mere er rimeligheden end formalismen i et 
bevis, det handler om. Endelig vil formelle beviser blive meget lange (vi taler om op til et par tusinde 
sider…) og derfor svære at evaluere, og de giver anledning til fejl. Det bemærkes, at ovenstående 
karakteristikker handler ikke om at nedgøre bevisets stilling i matematikken, men blot om at bringe 
bevisets funktion i perspektiv , hvilket da bringer os til de fire følgende funktioner. 
Forklaring, hvilket giver indsigt i, hvorfor en påstand er sand. Dette er helt i tråd med Hanna (1990). 
Systemliggørelse, som har at skaffe med organiseringen af påstanden i systemet af alle øvrige påstande, 
aksiomer og begreber. Dette hjælper med at identificere inkonsistens, cirkulære argumenter, og skjulte 
antagelser, det simplificerer usammenhængende sætninger ved integration med andre, det giver et globalt 
perspektiv på et emne ved at eksponere den underliggende aksiomatiske struktur, det hjælper i forbindelse 
med anvendelsen af matematikken grundet strukturen og overblikket, og det leder ofte til alternativer. 
Opdagelse, der handler om opdagelsen nye resultater, idet det postuleres, at selvom nogle opdagelser er 
sket ved en heuristisk metode, så er der mange andre, der er sket alene ved udtænkningen af et bevis - i 
teksten gives således to beviser. 
Kommunikation – det at vi formidler matematisk viden. I det kommunikation om et matematisk emne giver 
anledning til eller mulighed for en debat i en social proces, ses kommunikation som en meget vigtig 
funktion i et bevis. Det er således i kommunikationen, at der sker en forhandling om, hvad et acceptabelt 
bevis er, hvor en sætning modbevises, og hvor beviset forfines. 
På figuren12 nedenfor ses de funktioner et bevis kan have sammenlignet med henholdsvis metoder baseret 
på intuition og kvasi-empiri.  
 
Det er tydeligt, at beviset indtager en central stilling. 
                                                          
12 de Villiers (1990), p.23 
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Kommentar: I udgangspunktet har forfatteren ret i, at elever i gymnasiet forholder sig negativt til det at 
skulle bevise en påstand, men hvis undervisningen lykkes, er dette udgangspunkt ikke korrekt. 
Yackel, E. & Cobb, P.: Sociomathematical norms, argumentation, and autonomy 
in mathematics 
Mål med artiklen: Man kigger på kompleksiteten i et normal klasserum og ser på hvordan eleverne udvikler 
specielle matematiske forestillinger og hvordan eleverne bliver selvhjulpne i matematikken. Her kigges 
specifikt på klasserums normer som der kaldes sociomatematiske normer. Disse adskiller sig fra de normale 
klasserums socionormer, idet de specifikt henvender sig til det matematiske aspekt af den studerendes 
aktivitet.   
Sociologisk perspektiv på den matematiske aktivitet. Ud fra diverse teoretikere kan man udvikle de 
generelle klasserums socionormer og kan senere bruges til udvikling af sociomatematiske normer.  
Den symbolske interaktionistiske metode er brugbar når man skal undersøge børns læring i matematiske 
klasserum fordi den understreger ”give mening” processen og den sociale proces. I stedet for at prøve at 
udlede den individuelles læring fra sociale og kulturelle processer, prøver den i stedet at behandle 
ideer/tanker som værende kompatible med kultur og viden som matematik. Det ses derfor at den 
individuelle elev udvikler sin egen personlige forståelse når denne medvirker til forhandling af 
klasserumsnormer, inklusiv dem som er specifikke for matematik. 
Forskelle mellem normer: En sociomatematisk norm defineres som. Normativ forståelse som er 
 Matematisk anderledes 
 Matematisk sofistikeret 
 Matematisk effektivt 
 Matematisk elegant 
Det der tæller som en matematisk acceptabel forklaring og matematisk acceptabel begrundelse er en 
sociomatematisk norm.  
Hvordan skabes sociomatematiske normer 
1. Matematisk anderledes 
Eleverne bliver bedt om at udvikle sin egen personlige meningsfulde løsning som de kan forklare og 
redegøre for. Eleverne bliver af læreren tit spurgt om de har løst problemet på en anderledes måde. 
Ingen af eleverne ved hvad læreren mener med anderledes, heller ikke læreren selv. Men igennem en 
proces er læreren med til at inddrage eleverne(Taken as shared), således at man opnår en fælles 
forståelse for hvad der menes med normen en anderledes løsning. Disse fælles forhandlinger gør at 
både lærer og elev lærer noget og de påvirkes fælles af de sociomatematiske normer.  
 
Der gennemgås en opgave i klassen hvor eleverne bliver bedt om at kommer med forskellige løsninger 
til denne. Her lærer de at det er lovligt at løse en opgave på mange forskellige måder. Men minder 
løsningerne meget om hinanden, så ses de ikke som matematiske anderledes. 
2. Matematisk sofistikeret og effektivt 
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Læreren spørger ikke normalt eleverne om de har løst opgaven på en sofistikeret måde, ligesom han 
ville gøre med om opgaven var løst på en anderledes måde. Eleven har derfor svært ved at vide hvad 
læreren mener med dette. Det eneste eleven kan forholde sig til er hvis læreren viser kropssprog eller 
udtrykker sig positiv overfor en løsning, så kan eleven tænke at denne løsning er bedre end de andre 
løsninger som er kommet frem.   I eksemplet givet her, viser læreren at en elevs løsning er god fordi 
den ikke kun består i at man skal tælle 1+1. Eleven har her selv konstruere en alternativ måde til at 
kombinere elementerne der skal bruges. Hvis ikke dette bliver italesat af læreren finder eleverne aldrig 
ud af hvad der menes med matematisk sofistikeret. 
3. Acceptabel forklaring og begrundelse 
De finder i undersøgelsen ud af at elevernes forklaringer har en højere grad af social karakter fremfor 
matematik karakter. Man vælger derfor at bryde dette op i 3 forskellige aspekter af hvordan den 
studerende opfatter begrebet forklaringer 
a. En matematisk grund til forklaringer 
De ved at deres handlinger skal være matematiske og ikke status basseret.  
Det er meget normalt at eleven tror at vedkommendes løsning er forkert, hvis læreren stiller det 
mindste spørgsmålstegn ved denne. I eksemplet givet her bliver en pige spurgt om svarer. Herefter 
går en mindre diskussion i gang i klassen og hun ændrer sit svar. Dette får læreren til at spørge igen 
og hun ændrer hele tiden sin forklaring, grundet tvivl og dels grundet læreren og respons fra 
klassen.  Dette viser med alt tydelighed at hendes svar ikke er basseret på sin egen viden, men 
mere grunden den sociale situation. Hvis man skal foretage en matematisk forklaring skal den være 
matematisk rationel og ikke være basseret på sociale omstændigheder. 
b. Handlinger foretaget på matematiske objekter 
Deres forklaringer bestod i at beskrive handlinger som for dem var matematiske objekter.  
c. Forklaring som objekt a refleksion 
Forklaringen skal først give mening for eleven selv, før denne kan have en ide om hvordan samme 
forklaring kan give mening hos andre elever. Dette involvere et skift fra at deltage i forklaringen til 
selv at skulle komme med denne. Dette tilsvarer Sfard med skiftet mellem process/objekt. Man 
viser en dybere forståelse hvis man kan se den matematiske helhed som et objekt ligeså vel som 
en proces.   
Man afviser at den intellektuelle autonomi som begreb kan eksistere. Autonomien defineres i stedet 
sammen med de andre studerendes handlinger i klasserummet. Denne undersøgelse viser at eleven godt 
selv kan vurdere sine forestillingen om matematik, som denne kan bidrage med i det matematiske 
fællesskab. 
Vigtigst af alt er det skal det noteres at det er læreren der som dirigent har den centrale rolle i at fremme 
etableringen af socio-matematiske normer. 
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Optælling af resultatet
Detektionstest 2 i 2. b på Hillerød HTX
Studieretning: Biotek, Mat A
Navn Køn 1 2 3 4 5a 5b 5c 6 7 8 9a 9b 10a 10b 11 12a 12b 13 14 15a 15b 16a 16b 17a 17b 18 19 20 21a 21b 22 23 k d f i
M M r r d r r r d r f d f f r d d f r r r r r r d r r d r r r r r r 21 7 4 0
R M f r d r r i d f r r f d r r d i i r r r d r r r d d r f r r d f 16 8 5 3
T F f f i f r f f f f i f d r d f i i f r f d r f f d r r f f f r i 7 4 16 5
CN F r f f d r r f f r d f d r d r f r f r r d f i r r d r f r f d f 13 7 11 1
E M r d r r r r d f r d f d r r r f f r r r r r r r d d r f r r d f 19 7 6 0
C M r f d r r r i r r f f d r d d f f r r r r r r r r r r f r r d i 19 5 6 2
M M f d d d r r f r f d f i r d r r r f r i i f f r r f f f r r i r 13 5 10 4
J F r d d r r r f f r f f d r r r f f r r r r r r r r r r r r r d r 22 4 6 0
A M r r d r r r f r f r r f r r r r r r r i i r r r r d r r r r d i 23 3 3 3
S F f f d r i i i f f r f d r d i r r f r f d r d r r r r r r r r r 16 5 7 4
C M f d d d r r d f r r f d r d d r r r r f f r d r r r r f r r f f 16 8 8 0
CR F r d d d r r i r r f f d r r d r r r r i i r r r r d f r r r d f 18 7 4 3
M M r r d r r r d f f r f d r d r r r r r r r r r f r d r f r r d r 21 6 5 0
LI F f r d f i i i f r i f d r f d f d r r r d f d r r r r f r r r r 14 6 8 4
LU F r d d r f f i f f f f d r f r r r r r r f f f f f d f f f f d f 9 5 17 1
JK M r d d r r r f f f d r d r d d r r f r r d r d r d d r r r r d r 17 11 4 0
AM F r r f r r i i r f i f d r r r i i r r r f i i r d f r i f f d i 13 3 7 9
L M r r d r r f f r r f r i r i d r d f r r d r r r d d r f r r r d 18 7 5 2
M F r r d f r r f f f d f d r r r r f f r r r r r r r d r f r r f i 18 4 9 1
Antal rigtige 13 8 1 12 16 12 0 7 9 5 3 0 19 7 9 10 10 12 19 13 6 14 9 16 12 6 16 6 16 15 5 7
Antal delvis rigtige 0 7 15 4 0 0 5 0 0 6 0 15 0 9 8 0 2 0 0 0 7 0 5 0 6 11 0 0 0 0 11 1
Antal forkerte 6 4 2 3 1 3 8 12 10 5 16 2 0 2 1 6 4 7 0 3 3 4 3 3 1 2 3 12 3 4 2 6
Antal ubesvarede 0 0 1 0 2 4 6 0 0 3 0 2 0 1 1 3 3 0 0 3 3 1 2 0 0 0 0 1 0 0 1 5
Antal kvinder 8
Antal mænd 10
Sum af forkerte 6 4 3 3 3 7 14 12 10 8 16 4 0 3 2 9 7 7 0 6 6 5 5 3 1 2 3 13 3 4 3 11
og ikke besvarede
Bilag A21
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Test person T 
Spørgsmål 2  
J: Når du ser sådan en ligning hvad tænker du så ? 
T: At hvis det skulle kunne lade sig gøre, så skulle f.eks det tal herovre(38x) være et mindre tal foran x, før vi kunne få 
det til at blive 72 og der kunne man så evt, ja, men selvfølgelig kan man ikke sige at alle andre tal lavere end 38 giver 
det rigtige resultat, men(Pause) ja for det resultat gør at man skal plusse med 72 og så har man en ligning hvor det så 
er rigtigt. Men når der står 38 x på begge sider men kun lægger de 72 til, så vil denne her(38x) altid være 72 højere 
end denne her ovre(38x). Den er min bedste forklaring på dette.  
J: Når man har en ligning, skal man ende ud med at der står x tilbage på den ene side af lighedstegnet, hvad vil du få i 
dit tilfælde. Kunne man prøve at møbelere lidt rundt på ligningen så den gav mere mening ? 
T: Pause:  Æhhhhh. Så vi rykker, jeg vil gerne have det her, nej jeg rykker det her(Peger på højresiden 38x) 
herover(Altså på venstre siden) så der bare er en tom plads herovre(Højresiden) 
J: Så prøv at gøre dette 
T: Så vi har 72 er lig med og det er så minus og så har vi 1 x tilbage (Pause), eller har vi 0x? 
J: Hvor kom 1 x fra ? 
T: Det er 0 x, ellers skulle der stå 37x 
J: Hvordan fik du de 0x 
T: Det er fordi jeg rykker de 38x oven på den anden lighedstegn, ved at gøre det samme på begge sider, ved så at jeg 
siger -38x og så minus øhh nej. vent lige Ok, nu går det helt galt. 
J: Du har 38x stående på højresiden og så siger du at du rykker de 38x over på den anden side, det er det du er ved at 
gøre nu ? 
T: Ja men der skal vel ikke stå minus (Hun skriver) -38x-38x+72 =38x-38x, og så vej jeg ikke lige, men så kan jeg vel 
fjerne det første minus tegn foran 38x, så jeg til sidst får de 72 er lig med 0x 
J: Og hvad tænker du så når du ser den ligning hvor der står 72=0x 
T: Ja at vi så nok ikke kan have noget 72, jeg ved ikke (Pause) 
J: Når man plejer at løse en ligning, hvordan plejer du så at løse denne mht x 
T: Jeg plejer at finde 1 x men her har vi kun 0x  
J: Så med andre ord når man nu har 0 x=72 
T: Så har vi ikke nogen ligning   
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Spørgsmål 3  
J: Du skal give en begrundelse hvorfor alle tal er løsning til ligningen 
T: Her kom jeg så efterfølgende i tanke om at at 3x-x er det samme som 2x 
J: Prøv at skriv det 
T: Hvordan skal jeg det, for det står jo nærmest der allerede, 
2x=2x, så har jeg nærmest allerede skrevet det som gøres her (Peger på venstresiden i ligningen 3x-x) 
J: Og hvordan kan du så komme videre når du har 2x=2x 
T: Så kunne jeg dividere begge dele med 2, så jeg har 2x divideret med 2 her og det har jeg også herovre og så får jeg 
egentlig 1 x på begge sider så jeg har 1 x på begge sider. Er dette nok i begrundelsen eller er der mere jeg skal gøre 
J: Hvordan kommer du så frem til at x=x gælder for alle, der står jo at du skal begrunde at ethvert tal er løsning til 
ligningen, nu står der så x=x 
T: Deeeeeee det er et godt spørgsmål, øhhhhh lang pause 
J:Det er korrekt det du har skrevet indtil videre, men der mangler stadig en begrundelse, hvorfor at det er alle tal som 
gælder. 
T: Fordi at x’erne har samme værdi på begge sider 
J: Ja det er rigtigt, kunne du komme lidt nærmere tror du 
T: Det tror jeg ikke, jeg har slet ikke noget i hovedet andet end at der står x=x 
J: Og du har lige sagt at det er den samme x ? 
T: Ja 
J: Så hvad nu hvis du sætter tal ind 
T: Så hvis nu jeg satte tal ind, hvis jeg satte 1 ind så ville 1 være lig med 1 og 2 lig med 2 og 3 lig med 3 
J: Og stopper det, har det en ende 
T: Nej det fortsætter 
J: Ok det fortsætter, til hvornår 
T: Uendeligt 
J: Ok ja det fortsætter til uendeligt. 
T: Var det bare det jeg skulle sige 
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 Spørgsmål 5  
J: Jeg kan her se at du har skrevet at alle tal ikke er lig 0, for det ved du jo godt ikke passer, men du mener så også at 
det anførte bevis er korrekt 
T: Ja jeg var sådan lidt, jeg gættede faktisk 
J: Er der noget der kunne indikere om beviset var rigtigt eller forkert 
T: Jeg tænkte, jeg så det mere som en bestemt ligning for et eller andet, så at de andre formler, kun det må være at 0 
var noget andet og det her bestemte bevis, der ligesom var rigtigt, men i andre tilfælde, ville alle tal ikek være lig med 
0. 
J: Ok så du mener altså at i dette tilfælde så er det korrekt at alle tal er lig 0, men ikke hvis du prøver andre beviser 
T: Måske, jeg ved ikke hvordan jeg skal forklare dette, det er sådan at jeg tænkte at hvis nu vi havde andre beviser, 
hvor vi netop skulle sætte det eks lig 25 og ikke 0, hvilket der er nogle beviser vi godt kan gøre, så er det jo ikke altid 0 
J: Nej ok 
T:Der er også andre steder hvor det ikke er 0, Den der formel som hedder ax^2+bx+c sætter man som regel lig med 0, 
fordi hældningen er 0. Og så tænkte jeg at her sætter vi jo også noget lig med 0, så det er lidt det samme. 
J: Ok lad os prøve at kigge fra starten af beviset og tage det trin for trin og kigger på den første del, kan du så prøve at 
fortælle mig hvad der foregår her, så godt du nu kan 
T: Til at starte med har de sagt at b er det samme som a og så kan se her at der faktisk er en fejl, fordi de har sagt at a 
gange b er lig med a^2, men det er forkert. Hvis det skulle være a i anden, skulle det havde været a gange med a 
J: Hmmm 
T:Der har de lavet en fejl 
J: OK 
T: Og så den næste, der ved jeg så ikke lige hvad de har prøve på, det kunne godt ligne at de har prøve at tage 
princippet med a, eller parentes a minus b parentes i anden og så sat det lig med det som så bliver a^2 plus b i anden 
+ 2 gange a gange b, fordi det er samme princip. Den første del(Venstresiden) er hvert fald rent volapyk ifht. den 
formel her (Højresiden) 
J: Ok, refererer du til noget med en kvadratsætning 
T: Ja blandt andet.  
J: Ok, hvis du kigger på udtrykket 2a b a⋅ =  giver det så lidt mening det som de laver over i ligning (Linje 3), Det her 
er en antagelse de laver. Men du har lige sagt at dette kan man ikke sige 
T: Ja 
J: Ok, men lad os prøve at sige at antagelse nu er korrekt. Vil det så give mening herovre(Ligning 3) 
T: Nåhhh ja det er jo fordi at b er det samme som a, ja så kunne det godt være, men jeg ville bare ikke skrive det sådan 
J: Ok, så hvis vi siger at antagelse er korrekt. Giver det så mening det de skrive i ligning 3 
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T: Ikke for mig, jeg kan ikke se sammenhængen i dette, det er det som er mit problem 
J: Hvad hvis du ganger ind i parentesen her(Ligning 3) 
T: Så vi har ab og minus a i anden 
J: Ja 
T: Det giver stadig ikke nogen mening for mig 
J: Er det det som står ovre på venstresiden det samme som det der står på højresiden 
T: Det her ovre ?? ja det er det,  
J: Ok 
T: Jeg forstår bare stadig ikke hvorfor denne her ligning er her og hvad den skal gøre godt for 
J: Ok lad os så prøve at gå lidt videre, det de siger her er at 0 gange med hvilket som helst tal er lig med 0 
T: Ja det har de så ret i 
J: Så vil man kunne sige det som står i ligning 4 
T: At 0 er lig med 0 gange med b-a i parentes 
J: Ok hvis vi prøver at kigge på ligning 5, så siger vi at hvis ligning 4 skal være lig med ligning 5, så må der også gælde at 
højresiden skal være lig med 0. Giver det mening 
T:Ja det gør det, for hvis højresiden skal give 0, så er de nød til at have 0 gange med det her(b-a), ellers ville det her(b-
a) sagtens kunne blive et plus tal, eller minus 
J: Så du syntes at denne ligning giver god mening. 
T: Ja hvis jeg ser denne ligning, men ikke den før (Ligning 4) 
J: Ok, så lad os kigge på det sidste trin. Nu dividere man med b-a på begge sider af lighedstegnet. Hvad kommer der så 
til at stå tilbage. 
T: Nul. Nej det står i parentes (b-a). Så kan man strege de her 2 let over (b-a)/(b-a), som går ud med hinanden, så der 
står 0 tilbage. 
J: Hvad kommer der til at stå tilbage når man som du siger, bare streger dem ud ifht. hinanden 
T: Så står der 0 
J: Ok jeg tænker på det her (b-a)/(b-a), hvad sker der når man ”streger dem ud med hinanden” 
T: Jamen de går ud med hinanden 
J: Så der kommer ikke til at stå noget tilbage? 
T: Nej ikke af de her led 
J: Ok så der kommer kun til at stå 0 tilbage 
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T: Ja det tænker jeg med mindre du vil have at der skal stå 0/1, men det tror jeg ikke 
J: OK, mener du stadig at beviset er korrekt, eller er der nogle ting som gør at det ikke er korrekt 
T: Hmm altså nu ser det jo korrekt ud, men alle tal er jo ikke lig med 0, det er bare at jeg ikke tror at det er rigtigt 
J: Du har ret i at alle tal jo ikke er lig med 0 
T: Altså det de har lavet kan godt være rigtigt, men nå man ikke lige har set et bevis før, for at finde ud af om alle tal 
ikke er lig med 0, så er man sådan lidt, er det her bare opfundet. Det kunne man godt tænke, altså at det er opfundet 
men så stadig giver det rigtige resultat, hvis man ligesom vil frem til dette. 
J: Ok lad os prøve sidste gang at kigge på den sidste ligning. Her sker der noget som ikke er lovligt 
T: Hmm der kommer til at stå 0 foroven og ikke noget forneden 
J: Hmmm, prøv at tænk lidt over hvad nu b og a det var for noget 
T: Øhhh, de er vel lig hinanden 
J: Ja det er korrekt 
T: Så de vil vel egentlig gå ud med hinanden i parentesen, så vi før 0. 
J: Så hvad står der så tilbage, i parentesen i tæller og nævner 
T: Der vil stå 0 tilbage  
J: Ja så der står nu 
0 0
0
⋅
  
T: Kan man overhovedet dette? Det kan man da ikke, så giver alt jo bare 0  
J: Hvor mener du at man ikke kan det her 
T: Det aner jeg faktisk ikke  
J: Hmmmmm der er noget man aldrig må dividere med 
T:  0(Meget hurtigt respons) 
J: ja det er jo ulovligt 
T: Griner, nåhh ja 
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Spørgsmål 17 
J: Er det korrekt at Aya skal betale dobbelt så meget som Ali 
T: Der har jeg så svaret ja 
T: Altså hvis nu jeg skriver de 2 navne op(Hun skriver navnene Ali og Aya) 
T: Ali skal køre de 10 km så jeg lægger ud med startgebyret som er 30kr og så skal hun betale 73 fordi, det ligesom7,3 
gange med 10 er lig med 73. 
J: Ja 
T: Og så har vi Aya som også betaler de 30, hun skal så køre det dobbelte af de 7,3 som vi ganger med 20 som så er 
146 kr hun skal betale og så er der jo plus de 30 kroner oveni, så det er egentlig kun de dobbelte af de 7,30 hun 
betaler, men hun betaler ikke det dobbelte af de 30. Så hun får ikke betalt det dobbelte.  
J: Det har du ret i. Hvis jeg spørger dig lidt videre i denne opgave, kunne man så opstille dette som en lineær funktion 
T: En lineær funktion? (Tænketid), mener du ax+b  
J: Ja kunne man gøre noget så det kom til at ligne det 
T: Det har jeg ingen ide om 
J: Ok, så lader vi bare den være 
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Testperson Am 
Spørgsmål 8 
J: Ok, for det første, hvad har du svaret. 
A: Jeg har svaret at jeg ikke kunne besvare dette. Jeg tror at det har været fordi at jeg har været lidt forvirret og jeg 
ikke har forstået helt pointen i, med det altså, altså jeg tror det har været sådan det med måden det er skrevet på jeg 
ikke helt har forstået. 
J: Ok, så når du siger, måden det er skrevet på, hvad mener du så med det mere specifikt 
A: Hmm (Pause) 
J: Er det selve opgaveformuleringen du ikke forstår 
T: Jeg det tror jeg at det er det der er gået galt der og så tror jeg ikke jeg har forstået hvad jeg skal svare på. Jeg tror 
det er det altså jo vurdere det men så ved jeg ikke hvad jeg skal skrive i mit svar 
J: Ok, altså det har noget med gennemsnit at gøre 
A: Ja, jo så nå ja det er jo 2 lande og så ligger man dem sammen og tager gennemsnittet af dem , ja ok,  
J: Men syntes du at det giver mening det de skriver 
A: Hvis man havde sagt gennemsnittet af de 2 lande at nationalproduktet havde noget med det, så tror jeg at jeg 
havde forstået det, så havde jeg uden tvivl gjort det. 
J: Men giver det mening det de har skrevet, kan man regne det ud på den måde de har skrevet  
A: Teknisk set vil jeg ikke mene at man kan regne det ud på denne måde, fordi at, der er jo altså Det ene land er jo, 
USA er jo ca 12 gange så stort som Danmark       
J: OK 
A: Så hvis man, skulle man også til at regne på hvor , hvis man skulle sammenligne med størrelsen altså indbyggelse 
øhh indbyggerne pr land hvor mange der er der vil jeg havde regnet med så hvor meget det så ville være med det 
gennemsnitlige land og på den måde tror jeg at jeg ville have tænkt over det.  
J: OK 
A: Fordi hvis man har et lille Danmark og et kæmpe USA og siger at vi bruger 37000(Pause) Det er jo faktisk ret meget 
ifht. at de bruger 47000 dollars, når vi er et land der er så lille ifht dem. Sådan kunne man også vurdere på det.  
J: Så hvis du skal være konkret, er det så korrekt eller forkert det de skriver  
A: øhhh, ud fra det jeg lige har sagt ville jeg så mene at det er forkert, men hvis man skal sige det ud fra det som de 
har skrevet, så vil jeg sige at det er rigtigt nok 
J: Det skal du så lige uddybe lidt. 
A: Hvis man bare, nååå det kan man så ikek sige på den måde, øhh, men nej så kan man kun komme til den der med 
og regne med, altså så skulle man nævne flere øhh altså flere funktioner i teksten øhh altså oplyse flere informationer 
med indbyggertal og osv.    
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Spørgsmål 16 
 Hun starter med at tegne en terning med længderne 2 på alle sider og en med 4 på alle siderne 
A: Og det er så rumfanget man skal regne ud, 2 gange med 2 gange med 2 giver 8 og herovre bliver det 16 ganget med 
4 (tænkepause) det er så 60 (Lang tænkepause) 
J: Prøv at sig hvad du tænker 
A: Jeg prøver at regne ud hvor mange gange 8 går op i 60 (Lang tænkepause) 
J: Spørgsmålet går ud på om det er 8 gange så stort som det oprindelige rumfang, så hvordan ville du på en hurtig 
måde kunne tjekke om det er 8 gange så stort 
A: Det var om man kunne dividere 60 med 8, kan man ikke det?  
J: Ok, men er hurtigere måde kunne måske være at sige at hvis det skal være 8 gange større end den første, hvad 
skulle resultatet så blive.  
A: Øhhh 8gange med 8  
J: Ja som er  
A: Ja det er så det jeg prøver at regne mig frem til, men jeg går i står hver gang. 
J: Ok, det er 64 
A: Ja, ok, men der kan man se at der lever den ikke op til dette, fordi at den nye kasse har et rumfang på 60, men den 
skulle have haft et rumfang på 64 for at være 8 gange så stor 
J: Ok, og det er så kun gældende for de 2 der ? 
A: Jaa, hvis man havde valgt nogle andre mål, det afhænger selvfølgelig også af hvor store målene er. Nu ved jeg ikke 
hvor stor hendes tegning er, men hvis nu man tager et andet tal. Hvis nu den havde været 3cm. 
J: Hvad hvis du prøvede tallet 1 
A: Øhh det er jo så, så havde denne her haft et rumfang på 1 og den med 2 havde haft et rumfang på 8 og så havde 
det passet.  
J: Ok og så havde det passet i det tilfælde 
A: Ja det afhænger meget af størrelsesforholdet og størrelsen på den lille terning 
J: Ok 
A: Og det har de ikke opgivet her, så jeg kunne have taget udgangspunkt i 16 og det dobbelte af det.  
J: Ok så du mener at det er størrelsesforholdet der er gældende for om det er korrekt. 
A: Ja det mener jeg 
J: Så du ville svare at hun ikke har ret i påstanden eller har hun ret. 
(Lang pause)  
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A: Jeg vil sige at hun ikke har ret , fordi det hun konkludere på, altså der står ikke om det er hver gang eller om det 
bare er med de terninger hun sidder med  
J: Hmm ok 
A: Så det jeg ville gå ud fra var at hun mente det som, altså konstant at uanset hvilken terning hun har, så hvis du 
putter noget i den, så vil det altså være 8 gange så stor, men det har jeg jo lige bevist at det er den ikke.  
J: OK, så fordi du har vist det i det ene tilfælde så  
A: Ja så vil det ikke kunne lykkes  
J: Så det er ikke gældende altid 
A: Nej ikke altid gældende  
J: Så hvad hvis jeg nu sagde til dig at den der kasse på 4*4*4 den er ikke 60 som du har skrevet  
A: Har jeg regnet forkert (Lang tænkepause) , det giver jo 64, så har hun jo ret 
J: Ok så hvad kan du nu konkludere 
A: At hver gang man har en terning og fordobler størrelsen på hver side, så bliver terningens rumfang 8 gange så stor. 
 
Spørgsmål 15 
Hun tegner 2 cirkler hvor den ene er dobbelt så stor som den anden 
A: De har så sagt at hvis man halvere diameteren så får man en ny cirkel, som er ¼ så stor og der har jeg selvfølgelig 
ikke tænkt over at der bliver stillet 2 spørgsmål  
J: Ja der bliver stille 2 spørgsmål  
A: Ja både arealet og omkredsen, det man kan sige er at hvis man halvere diameteren, så vil jeg mene i hvert fald 
bliver, jeg skal lige tænke mig om, omkredsen bliver halvt så stor, altså hvis man tænker. 
J: Kunne du prøve at uddybe dette nærmere 
A: Ja, men jeg meget visuel når jeg tænker, det jeg har tænkt er at hvis man folder den halve ud, den lille ud så vil den 
ca fylde det her (Tegner en halvcirkel som viser halvdelen af den store cirkel). Og det vil jeg så sige er halvdelen af den 
store cirkel, som så er den hele omkreds af den lille. Men man kunne sikkert også finde en mere matematisk forklaring 
på det 
J: Kunne du prøve at opskrive formlen for omkredsen. hvis det kunne hjælpe dig 
A: øhh, jeg kan nok ikke  huske den i hovedet øhh O er radius i anden gange pi eller sådan noget  
J: Ok, det er ikke helt korrekt, det er vist arealet du mener  
A: Ja er det så ikke 2*pi*r 
J: Jo det lyder rimeligt 
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A: Hvis vi tager omkredsen af den anden(Den store) som 2pi, øh den er dobbelt så stor. Så er radius 2 og pi er 3.14 det 
giver ikke noget pænt. 
J: Du må godt bare skrive 6 for 2 pi, hvis du vil det.  
A: Det er så 6*2 for den lille af dem og 6 gange 4 for den store, det er så halvdelen ja (Hun skriver 1/2) 
J:Ok ja hvis du tager forholdet imellem. 
A: Ja så omkredsen er det halve  
J: Ok ja  
A: Hvis vi så tager arealet, pi gange r i anden var det ikke? 
A: Hvis vi tager de samme tal så bliver det så 3 gange med 2 i anden giver 12 og så har vi 3 gange med 4 i anden som 
giver 3 gange med 16 som er 48 og det er jo så 4 gange så stort. Arealet er en fjerdedel. Jeg tror kun at jeg har svaret 
på den ene af dem og har overset omkredsen  
J: Så er det korrekt det de siger, eller er det forkert  
A: Halvt korrekt  
J: Ja hmm, prøv lige at læs den igen 
Læser opgaven igen 
A: Så er den ikke rigtig 
A: Svaret er som sådan rigtigt nok, bortset fra altså, det ene punkt i hvertfald       
Testperson E 
Spørgsmål 5 
E: de skriver at b er lig med a og så kan vi så se at vi har a ganget med b-a i parentesen, som vi så ganger ud, så a 
ganget med b bliver så til ab her(Højresiden ligning 2) og så husker vi også at gange det andet led a ganget med a er så 
a i anden og så er der et minus og plus ganget med minus giver jo minus, så derfor står der a ganget med b -a i anden. 
og det sætter vi så lig med 0. 
J: Hvorfor sætter man det lig med 0 
E:Fordi det forestiller en andengradsligning  
J: Prøv at kig på det led hvor der stå a ganget med b minus a i anden  
E: Vi har sat b til lig med a ik? 
J: Jo der står der øverst der ja, så giver det mening 
E: (Tænkepause) Ja det gør det for hvis b er lig med a, så a ganget med b det må være det samme. Den koeficient må 
være den samme som a i anden fordi at a og b er det samme tal. 
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Og hvis man trækker hvis man siger 7 minus 7 det ville være 0, eller 8-8 ville være 0, så ja det giver vel meget god 
mening. 
J: Ja ok 
E: Så har vi den anden(Ligning 3). Her har vi sagt 0 er lig med 0 ganget med b-a og det er samme princip igen b og a er 
jo samme tal og det vil sige at hvis man trækker dette fra hinanden så bliver det 0. Vi ved jo alle sammen at ethvert tal 
ganget med 0 giver 0 så det giver også meget god mening umiddelbart skulle man tro i hvert fald. 
Så har vi her(Ligning 4) og vi igen 0 der er i parentes og vi har a ganget med og vi kender ikke a men vi ved bare at vi 
ganger a med 0 og derfor må det også være 0 og det er det samme der gør sig gældende her (Højresiden). Ja 
Og så nederst her (Ligning 5) der har vi en brøk hvor vi siger a det er lig med 0 ganget med b-a i parentes, som vi ved 
er 0 så står der 0 ganget med 0 og her der står der 0(peget på nævner i brøken(b-a)), det er jo bare 0. Og derfor er a lig 
med 0.  
J: Det som der så spørges om er om det er sandt at ethvert tal er lig med 0  
E: Der har jeg sagt nej. 
J: Ja det ved vi godt ikke er korrekt. Du har også skrevet at det anførte bevis ikke er korrekt. Hvorfor mener du at det 
ikke er korrekt. 
E: Jeg tænkte på at f.eks æhhh 
J: Du har lige argumenteret for ligningerne. 
E: Det har ikke noget med det dobbelte produkt at gøre vel? 
J: Hmm hvor 
E: Altså jeg tænkte heroppe(Ligning 2), nej det er kun hvis det er opløftet i en eksponent? 
Vi har b og a inde i parentesen, vi siger jo a ganget med a og a ganget med b.Eller vi skal jo ikke gange det som står 
herinde det er vel kun hvis det er i anden. Det er ikke noget derhen af vel? 
J: Hmm, jeg tror du skal prøve at lede andre steder 
E: Det tænkte jeg nok, men kan man sætte b til lig med a?, Det er jo ikke, det har jo bare sat det til i det her bevis, det 
kan vi vel ikke vide.  
J: Det er jo en antagelse kan man sige, men jeg kan se at a er lig med 0 til sidst så, du har vel bevist at a=0 altid eller 
hvad og du har gjort rede for ligningerne, så hvad er der galt  
E: Ja det er jo noget galt i det. 
J: Så er det bare lige at tænke på hvor det eventuelt kunne gå galt her. 
E: Jeg tænker i hvert fald at(Ligning 4). b-a det er 0, men det betyder ikke at a er lig med 0, her sætter de jo a til 0 gør 
de ikke. Fordi de siger jo 0 ganget med b-a må være det samme som a ganget med b-a 
J: Du har faktisk selv sagt hvad det var som skete i ligning 2, som er svar på det du spørger om nu. 
E: Altså den her (Ligning 2). b-a er 0 og 0 ganget med 0 så bliver det 0  
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J: Ja 
E: Men det der er der vel noget galt i (højresiden ligning 3) 
J: hmm siger de nogen steder at a er lig med 0 
E: Nå nej det har de ikke  
J: Du har selv sagt svaret.  
E: Bare fordi at b-a er 0 aller a-b er 0 så betyder det ikke at de begge er 0. Vi ved bare at det er samme tal, men vi ved 
ikke, så kan vi jo ikke sætte 0 udenfor parentesen. Vi kunne have sat a eller b udenfor parentesen og skrive at det var 
0. Men hvis vi nu erstattede 0 der(Ligning 3) med a, ville der så ikke hernede(Ligning 4) stå, nej så kan vi vel ikke sige 0 
udenfor parentesen. Det er også det de gør heroppe ikke(Ligning 3).  
J: Hvis jeg lige skal prøve at minde dig om det du selv sagde. At ethvert tal man ganger med 0 giver 0, det er det du har 
gjort i ligning 2. 
E: Ja, men her(ligning 3) har de sat 0 udenfor parentesen 
J: Ja hvilket som helst tal man ganger med 0 giver 0, og det er jo bare det som de bruger videre i udledningen. Hvad 
hvis du kigger på den nederste ligning. 
E: Det er bare en brøkstreg hvor der står 0 over 0, det ved jeg ikke om man kan, det kan vel ikke skrive. For det første 
så er det der vi har der(Tæller i ligning 5) det er noget af det vi har haft deroppe, men vi ved jo ikke om a eller b er lig 
med 0, så derfor ved jeg ikke om det giver mening at sætte 0 udenfor parentesen. 
J: Hvad var b og hvad var a 
E: Det ved vi jo ikke, vi ved bare at de er lig med hinanden.  
J: Ja 
E: Og vi ved at hvis vi trækker dem fra hinanden så bliver det 0. Men man kan vel egentlig godt sige at det her(b-a i 
tæller) går ud med det her(b-a i nævner). men det giver jo ikke mening stadigvæk. Så står der bare 0 over 1. 
J: Hvad kommer der så helt præcist til at stå der, nede i din nævner. 
E: Der står 0, det kan man ikke, du kan jo ikke dividere med 0.  
J: Hvorfor kan man ikke dividere med 0 
E: Man kan ikke dividere med 0 fordi hvis du har f.eks, lad mig komme med et eksempel. Du kan ikke eksempelvis tage 
4 elemeter og dele det op i 0 dele. Du er nød til at dele det op i 2 dele eller 1 del eller 3 dele 4 dele, men du kan ikke 
dele det op i 0 
J:Ok 
E: Det kan ikke lade sige gøre, det er en helt almindelig læmands betragtning, det kan du ikke.  
J: Så du siger nu at det ikke kan lade sig gøre 
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E: Ja fordi at b og a det er samme tal og hvis vi trækker dem fra hinanden bliver det 0 lige meget hvad b og a er og det 
betyder at b-a det giver 0 og så står der nede i vores nævner 0 og man kan ikke dividere med 0, da man ikke kan dele 
noget op i 0 dele og derfor er udtrykket ikke sandt.      
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22 opfølgende spørgsmål fra professoren 
Spørgsmål 1 (Nej), (Logik) 
Søren og Erik betragter tallene 2 og 5. De ser at deres sum ( 2 5+ ) er et ulige tal, mens deres 
produkt ( 2 5⋅ )  er et lige tal.  
Søren siger: ”Hvis summen af to heltal er ulige, så er deres produkt lige” 
Erik siger: ”Hvis produktet af to heltal er lige, så er deres sum ulige” 
• Er indholdet i deres udsagn det samme?   Ja:     Nej:     Kan ikke svare:    
Opgaven er meget identisk med opgaven fra detektionstesten. Det sås ud fra testen at et fåtal af eleverne ikke kunne 
lide dette og det forventes heller ikke her at ret mange har denne korrekt. De vil enten svare forkert ellers gætte 
korrekt. Et fåtal vil prøve at argumentere 
 
Spørgsmål 2 (27), (Blandet)  
Hvad er det næste tal i rækken  
3 - 5 - 6 - 9 - 10 - 12 - 15 - 18 - 20 - 21 - 24 - 25 - ? 
Det forventes at eleverne er i stand til se systemet i talrækken og derfor vil størstedelen svare korrekt her, selvom det 
er en blandet opgave som de jo havde størst problemer med. 
 
Spørgsmål 3 (4000), (Matematik)  
I en konkurrence er der præmier til de tre deltagere, der bliver bedst placeret. Vinderen får dobbelt 
så meget som nummer to, der igen får dobbelt så meget som nummer tre.  
De samlede præmiepenge er 7.000 kr. Hvor mange kroner får vinderen? 
Dette er en ren matematik opgave og det forventes også at de kan denne, da det jo også ud fra detektionstesten viste 
at det var denne type opgave de havde lettest ved 
 
Spørgsmål 4 (5005), (Logik) 
4994 er et såkaldt palindromtal. Det vil sige, at det giver det samme, om man læser tallet forfra eller 
bagfra. Hvis du tæller op fra 4994, hvad er det næste palindromtal så? 
 
Eleverne har ikke mødt denne form for logik før, men det må forventes at de kan se logikken her 
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Spørgsmål 5 (3), (Matematik)   
En vaffel med 2 kugler is koster 11 kroner. En vaffel med 3 kugler is koster 15 kroner. Hvor mange 
kroner koster en vaffel? 
 
Igen rent matematik, som det forventes at de kan  
Spørgsmål 6 (60), (Blandet)  
Hvad er det næste tal i rækken  
100 - 90 - 81 - 73 - 66 - ? 
Samme problemstilling som spørgsmål 2 
Spørgsmål 7 (5), (Blandet)  
Hvor mange kvadrater er der i figuren nedefor? 
 
 
Man kan godt forvente at mange nok vil svare 4 her, da man ikke ser det sidste kvadrat 
 
Spørgsmål 8 (Ja), (Logik,Matematik)  
På figuren er tegnet 3 kvadrater samt diagonaler som vist. 
 
Søren påstår at vinklen w er lig med summen af vinklerne u og v. 
• Har han ret:    Ja:       Nej:      Kan ikke svare:   
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
Her vil der nok opstå problemer, da de har svært ved bevise/argumentere for dette. Størstedelen vil ikke kunne give 
en fyldestgørende argumentation. 
 
Del 2, side 126 af 271
  Bilag A23 
 
Spørgsmål 9 (3/5), (Matematik)  
I en kasse befinder sig tre hvide kugler og to sorte. Vi tager en tilfældig kugle op af kassen og 
lægger den - uden at kigge på den - ned i en skuffe. Dernæst trækker vi igen en tilfældig kugle op af 
kassen. Den kigger vi på, og det viser sig, at den er hvid. Hvad er sandsynligheden for at kuglen i 
skuffen er hvid? 
Her vil mange svare ½, idet man kun vurdere på det sidste udsagn og glemmer sammenhængen.  
Spørgsmål 10 (4), (Blandet)  
Hvad er det næste tal i rækken  
2 - 1 - 3 - 2 - 4 - 3 - 5 - ? 
Samme problemstilling som opgave 2 og 6.  
Spørgsmål 11 (E), (Logik)  
Et kvadrat gennemskæres af en ret linje og deles hermed i 2. Hvilke af følgende muligheder kan 
ikke forekomme.  
A) En trekant og en femkant 
B) To firekanter 
C) To trekanter 
D) En trekant og en firekant 
E) En femkant og en firekant 
Her vil langt størstedelen ikke give det korrekte svar. Her er det en klar fordel at prøve at tegne dette og det gør de 
ikke.  
Spørgsmål 12 (E), (Matematik)  
Hvilket af følgende udtryk er lig med 2 2( ) ( )a b a b+ − −   
A) 0 
B) 22 a⋅   
C) 22 b⋅  
D) 2 22 a b⋅ ⋅  
E) 4 a b⋅ ⋅  
Størstedelen vil kunne denne, men der vil sikkert være nogle som svarer 0, idet de ikke kan se forskel på leddene og 
derfor kun identificere at der står minus imellem leddene. 
 Spørgsmål 13 (Nej), (Logik)  
Søren kan hurtigt konkludere at hvis 3a =  så medfører dette at 3 27a =   
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Men hvis 3 27a = medfører dette så både at 3a =  og 2 6a = ? 
• Ja:       Nej:      Kan ikke svare:   
Størstedelen vil svare korrekt, men nogle vil sikkert overse at der står både i opgaven og de vil derfor antage at når 
den ene er korrekt så er antagelsen også korrekt.  
 
Spørgsmål 14 (C), (Blandet)  
Hvor mange forskellige eksamensspørgsmål skal en lærer mindst lave til et hold på 22 elever, når 
hvert spørgsmål må bruges op til 3 gange, og når den sidste elev skal kunne vælge mellem mindst 
fire(Ikke nødvendigvis forskellige spørgsmål) 
A) 7 
B) 8 
C) 9 
D) 10 
E) 12 
Der vil nok være mange som ikke helt ved hvad de skal stille op her.  
Spørgsmål 15 (D), (Blandet)  
Radiobilerne nr 1,2,3 og 4 befinder sig på et givent tidspunkt på de viste positioner. Pilene angiver 
hvilken retning bilerne kører i og pilenes længde angiver bilernes fart. Hvilke biler støder sammen 
hvis de alle fortsætter med samme retning og fart 
 
A) 1 og 2 
B) 3 og 4 
C) 1 og 3 
D) 2 og 4 
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E) Der sker ingen sammenstød 
Størstedelen vil ikke vide hvordan de skal løse denne opgave. Nogle vil muligvis prøve sig frem med pile. 
 
Spørgsmål 16 (Nej, ), (Blandet, Matematik)  
Søren siger at hvis man laver et nyt kvadrat ved at halvere sidelængden, så har det nye kvadrat både 
halvt så stor en omkreds og halvt så stort et areal som den oprindelige. Har han ret? 
 
• Ja:       Nej:      Jeg kan ikke svare:  
• Giv en kort begrundelse for dit svar  
Hvis de ser at der står både så tror jeg at langt størstedelen vil svare korrekt her. Samme problemstilling som 
opgave 13 
 
Spørgsmål 17 (Nej), (Logik,matematik)  
Søren påstår at hvis 3a =  så vil 3( 1) 26a − =  
Han argumenterer på følgende måde 
3 3 3( 1) 1a a− = −   Dette må gælde idet man tager de forskellige led ud af parentesen og 
sætter disse i 3 potens 
3 3 3( 1) 3 1a − = −  Herefter indsættes værdien for a som er 3 
3( 1) 27 1a − = −  Potenserne regnes ud 
3( 1) 26a − =  Facit regnes ud 
• Har søren ret?:    Ja:       Nej:      Kan ikke svare:   
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
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Samme stil som opgave 5c i detektionstesten, dog ikke lige så ugennemskuelige. De svage elever vil kigge det igennem 
og tænke at det ligner et bevis og ergo så er det nok også korrekt.  Der forventes dog ikke samme ringe score som 
opgave 5c i detektionstesten, da den er mere overskuelig. Begrundelsen kunne komme til at omhandle noget med 
kvadratsætninger. 
Spørgsmål 18 (ja, ), (Blandet, Matematik)  
Søren siger at hvis man laver en trekant som har den halve højde og den halve sidelængde ifht. 
kvadratet så kan der ligge 8 trekanter inde i kvadratet. Har han ret? 
 
• Ja:       Nej:      Jeg kan ikke svare:  
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
De fleste vil nok prøve sig lidt frem og prøve at se det inde i hovedet. Jeg tror at de fleste vil kunne se at dette er 
korrekt. Argumentationen er sværere at vurdere  
Spørgsmål 19 (Ja, ), (Blandet, Matematik)  
Hvis Søren kaster 2 terninger 100 gange, så vil man statistisk set 12 gange få summen 4 
Er antagelsen forkert?  
• Ja:       Nej:      Jeg kan ikke svare:  
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
Det forventes at størstedelen svarer forkert. Hvis de prøver at regne det ud, får de 1/12 og det kan nok forvirre dem til 
at svare ja, selvom dette svarer til 8 gange ud af 100.  
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Spørgsmål 20 (Ja, ), (Logik, Matematik)  
Et andengradspolynomium er for alle tal x givet ved forskriften 2( )f x A x B x C= ⋅ + ⋅ +  hvor A 
ikke er 0. Er 2( ) 1f x x=  et andengradspolynomium 
• Ja:    Nej:    Jeg kan ikke svare   
• Giv en kort begrundelse for dit svar  
Samme stil dom detektionstesten med et førstegrads polynomium. Det forventes at størstedelen kan se det korrekte 
svar.  
Spørgsmål 21 (Nej, ), (Blandet, Matematik)  
En taxa i københavn tager et startgebyr på 50kr og 5 kr pr kørt km. Hvis man kører 20km eller 
mere, skal man ikke betale startgebyr. Ole skal køre 10km og Bent skal køre 20 km. Kan det passe 
at den som kører længst skal betale mindst ? 
• Ja:       Nej:        Kan ikke svare:    
• Giv en kort begrundelse for dit svare  
Igen samme stil som en fra detektionstesten. Det er dog lidt anderledes idet de skal regne mere ud her. Men det 
forventes at størstedelen kan se det korrekte svar 
Spørgsmål 22 (A), (Blandet) 
Anna har kastet en terning tre gange og fået tre forskellige øjental. Summen af disse øjental er 11. I 
første og tredje kast viste terningen et lige tal. Intet af kastene var en toer. Hvad viste terningen i 
andet kast?  
A) 1 
B) 3 
C) 4 
D) 5 
E) 6 
Det forventes at de kan se logikken her, idet det kun drejer sig om at lægge 3 tal sammen. 
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Opfølgende test 1 Grøn er opgaver med logik
Opfølgende test 2  i 2. B på Hillerød HTX Gul er opgaver med argumentation
Studieretning: Biotek, Matematik A
Navn, anonymiseres senere Køn 1 2 3 4 5 6 7 8a 8b 9 10 11 12 13 14 15 16a 16b 17a 17b 18a 18b 19a 19b 20a 20b 21a 21b 22
Mathias M r r r r r r r f d r r r r r f f r r r d r d r r r r r r f
Rasmus M f r r r r r r r r f r d f r f f r d r d r d i i f f r r f
Therese F f r d r f r r r d f r d f r f f f i f i r d r f i i r r r
Cecilie nielsen F r r r r r r r f f f r d f r r d f f r d r d i i f f r r r
emil M f r r r r r r r r f r r r r f f r r r r r r r r r r r r r
Christoffer M f r r r r r r f d f r r f r r r r r i i r r r r r r r r r
Mikkel M f f r f r f r i i f f d r i f f r r f i f f i i r r r r r
Josephine F r r r r r r r f d r r d f f f f r r f d r i i i r r r r r
Nicolai M f f r r f r f f f f r f f r f r r r r r f f f i r d r r r
Sarah F r f r f r f f r r f r f f r r f r r r d d d i i r f r r r
Andreas M r f r r r r r r d f r f f r r d r d f i i i i i i i r d r
Cecilie runge F f r f r r r r r i r r d f r f f r r r r r r i i r i r r r
Mikael M f r d r r r r f d r r f r r r r r r r r r d r r r r r r r
Christian B M r f r r r r r d f r r r r f f r r r f f r i f i r d r r f
Louise F r r i r r r f r d f r f f r f f f f f f r r r d r f r d r
Jens christian M r r r r r r f f d f r d r r f r r d r r r r f f r r r r r
Amanda F f r r r f f r d i r d f r r r f r r r r r r i i i i i i i
Lasse M f r r r r r f f f f r d f r r d r r r r r d r d r d r r f
Martina F f r i r r r r f f d r d r r f f r r r r r d f i i i i i i
Antal rigtige 8 14 14 17 16 16 14 7 3 6 17 4 8 16 7 5 16 13 12 8 15 6 7 4 13 7 17 15 13
Antal delvis rigtige 0 0 2 0 0 0 0 2 8 1 1 9 0 0 0 3 0 3 0 5 1 8 0 2 0 3 0 2 0
Antal forkerte 11 5 1 2 3 3 5 9 5 12 1 6 11 2 12 11 3 2 6 2 2 2 4 2 2 4 0 0 4
Antal ubesvarede 0 0 2 0 0 0 0 1 3 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 4 1 3 8 11 4 5 2 2 2
Antal kvinder 8
Antal mænd 11
Sum af forkerte og ikke besvarede 11 5 3 2 3 3 5 10 8 12 1 6 11 3 12 11 3 3 7 6 3 5 12 13 6 9 2 2 6
50% svarer til 9 elever
Bilag A24
Del 2, side 132 af 271
  Bilag A25 
 
3 Forklaringsspørgsmål fra professoren 
Opgave 1 
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Opgave 2 
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Hvad er matematisk ræsonnement 
? 
et bevis 
ingen ide 
Noget der kan beregnes og derfor løses 
Man tager nogle forudsætninger og derefter prøver man at 
argumentere sig frem til en sætning 
at kunne ræsonere sig frem til resultatet ved brug af logik 
At anvende matematiske teorier. 
Google: 
"Kort sagt er det at tage nogle forudsætninger/definitioner og 
argumentere sig frem til en sætning," 
kilde: 
http://www.studieportalen.dk/Forums/Thread.aspx?id=1345007 
aner det ikke 
det ved jeg ikke 
 
Hvad er et matematisk bevis 
Noget der beviser at en sætning/regl er rigtig 
et matematisk påstand 
Man beviser fx. en formel. 
Det er den måde man kommer frem til en 
bestemt ligning 
Der forklarer formelen for hvordan løser en 
bestemt problemstilling indenfor 
matematikkens verden 
Det er noget som beviser hvorfor en 
regneregel/udtryk/formel er rigtig 
udfra noget i forvenden bevis teori bevis en ny 
teori 
At anvende matematiske teorier til at 
argumentere for et problemstilling. 
At man med bogstaver viser at den formel 
man bruger er legit. 
baggrunden for en ligning og hvordan det 
giver mening at den er som den er i forhold til 
andre matematiske love 
Et bevis er når man viser at den måde man 
regner på og de formler man bruger er 
korrekte. 
et matematisk bevis er et forklaring på en 
formel man bruger inden på et emne i 
matematikken 
 
Hvordan beviser vi matematiske påstande 
Ved hjælp af formler. 
beviser 
Vi udregne om påstanden passer 
Ved at regne tilbage på dem og bruge andre regler vi 
kender 
Ved at bruge matematiske operatorer 
ved at have et sted vi starter og hvor vi slutter og 
vise mellem regningen mellem 
At anvende matematiske teorier til at argumentere 
for et problemstilling. 
Ved at udfører dem med bogstaver. 
benytter den baggrundsviden man har sig og tænker 
sig frem til en logisk påstand 
Ved at vise en række udregninger og udledelser fra 
andre beviste formler som til sidst forhåbenligt føre 
til at påstanden bliver bevist. 
ved at vise hvordan formler er udledt?? 
Hvorfor beviser vi matematiske påstande 
For at bevise at sætninger rigtige 
Ved hjælp af formler. 
For at finde ud af om de passer eller ikke 
passer 
Både for at forstå det, men også for at 
bevise at påstanden er rigtig og finde ud 
af hvilke steps der har ledt hen til den 
sidste og færdige påstand 
for at blive gode til at forstå matmatiken 
og vise vores regneevner 
For at vise at de er korrekte, og derfor at 
vi kan anvende påstandene. 
Fordi det verificerer den formel man 
bruger. 
hvad skal man ellers gøre med en 
påstand. kommer man med en påstand 
skal den falcifiseres eller bevises 
For at vide at det er en korretk måde vi 
regner på. ellers kunne alle lave deres 
egne påstande og så ville alle resultate 
både være korrekte og forkerte på 
samme tid. 
for at få en forståelse for hvorfor ting er 
som de er, altså hvorfor formlen ser ud 
som den gør 
 
 
Hvilke forskellige typer af beviser kender du 
? 
Kender nogen, men kan ikke komme på 
dem her og nu 
En bevis med en trekant (sin?), 
differentiel regning, vektor 
Induktion 
Direkte bevis 
Indirekte bevis 
integral regning  
monotoniundersøgelse 
Grafisk, algebraisk og praktisk. 
sætte to matematik stykker sammen 
Bruge en matematisk funktion og 
forkorte 
jeg forstår ikke spørgsmålet 
JEg ved ikke om jeg svare hvilke beviser 
eller hvordan beviserne udføres.. 
 
Er der nogen beviser eller bevistyper der er bedre end andre 
nej 
Det ved jeg ikke, jo mere enkel de er, jo 
nemmere er det at huske og lave... 
Synes jeg er meget forskelligt det handler om 
hvor godt man forstår det specifikke stof 
synes det alle er ens 
Grafiske beviser er nemmere at forstå. 
ææh?? 
.. 
det tror jeg ikke 
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Hvad kan et bevis indeholde 
En masse ligninger der giver en anden 
ligning 
Påstande, antagelser og beregninger. 
Nogle forudsætninger 
Variabler 
Argumentation 
alle matematiske regne arter 
Andre, nemmere beviser, der til sidst 
ender ud i matematiske operationer. 
bogstaver og antagelser 
definitioner, tegning, beskrivelse i ord, 
udregning 
en udledning af en formel 
 
Hvilke trin kan være i et bevis 
Forklaring, skitse og beregning 
Regne baglæns - hvis man starter med en sætning 
Tage nogle forudsætninger - såsom at kalde nogle 
sider et bogstav og derved argumentere sig frem 
til en sætning 
ved ikke hvad jeg skal svare synes det for 
ukonkret 
Alle matematiske påstande og operationer. 
at man udfører en matematisk funktion 
At man sætter "to matematik stykker sammen" 
At man forkorter 
definitioner, tegning, beskrivelse i ord, udregning 
ved ikke hvad jeg skal svare 
 
Hvad er et godt bevis 
Jeg syntes ikke man kan sige der findes et godt 
bevis... 
Et bevis som er let at forstå og lære, hvor der ikke er 
for mange trin. 
Det er et bevis som overskueligt viser hvordan 
udtrykket er rigtigt, både med en masse 
mellemregninger og en god forklarende tekst 
Det skal være nemt at forstå 
et bevis der gælder for alle ting og derved ikke 
længere er en påstand 
Et der både har grafisk, algebraisk og praktisk løsning. 
Et der går op og er med bogstaver 
et man forstår, og ikke husker uden ad 
Et bevis der ikke kan mod bevises på nogen måde 
når man forstår det der er sket 
 
Hvorfor er bevisførelse så svær 
Kan jeg ikke svare på 
Fordi der så mange ting og regler, man skal kunne og 
huske 
Fordi man nogle gange skal tænke ud af boksen, være 
kreativ og ikke tage det lave det trin som måske ligger 
lige for, for så ender man i nogle uendelig lange 
udregner 
Fordi det ikke er let at finde ud af hvad man skal gøre. 
fordi det at holde styr på alle regnereglerne er svært 
Fordi det er svært at huske/ ræsonerer. Det kræver et 
højt taksonomisk nivuea. 
Fordi man skal kunne VIRKELIG ALLE matematiske 
regler i hoved.  
bla. Derfor kan det være nødvendigt at lære et bevis 
udenad.  
Og nej, man kan ikke lærer alle matematiske regler 
udenad i hoved istedet for, fordi man skal kunne SE på 
matematikken hvilke "regl" man skal bruge. 
det er svært hvis man skal huske et bevis uden ad. det 
er bedre hvis man forstår logikken bag påstanden og 
selv kan regne sig frem til beviset 
fordi det er så let at lave en fejl der så vil påvirke resten 
af beviset og derfor give en forkert svar, det er også 
svært at huske alle ledne i hoved på stående fod. 
jeg ved ikke om jeg syntes det er svært... 
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Påstand 1  
Alle er enige om at påstanden er falsk. 
Elev 1 skriver på tavlen 2 2 2( ) ( ) ( ) 2a b a b a b a b a b+ = + ⋅ + = + + ⋅ ⋅ , mens hun siger  
”A plus b i anden er det samme som a+b ganget med a+b og hvis man så ganger dem ud bliver det til a i anden plus b i 
anden plus 2 gange a gange b. Det skal derfor være plus der skal stå i påstanden og ikke minus”.  
Hun laver herefter en firekant, hvor hun deler længderne op i henholdsvis a og b og viser så at man har siderne a 
ganget med a, b siden ganget med b siden, a siden ganget med b siden og b siden ganget med a siden.  
Elev 2 springer til tavlen og siger” kan man ikke gøre det på denne måde”. Herefter skriver hun  
2 2 2( ) 2a b a a a b b a b b a b a b+ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + ⋅ ⋅  
Elev 3 vil gerne op og gøre det på en anden måde.  Han siger, hvad nu hvis man gør sådan her. 
”Hvis jeg nu sætter a lig med 2 og b lig med 3 og så kan jeg se om det bliver rigtigt hvis jeg sætter det ind i din 
påstand” Så kan jeg sige at 2 2 2(2 3) 2 3 2 2 3+ = + − ⋅ ⋅ , altså så er 25 13 12= − , som medfører at 25=1 
eller L=Ø. Det er en anden måde at gøre det på   
Påstand 2  
 
På tavlen er der lavet følgende tegning. 
4 mener at påstanden er korrekt, mens 7 mener at den er falsk. 13 ved ikke om den er det ene eller andet.  
Elev 1 mener at påstanden er falsk. ”Da vi ved at f(x) er lig x, det vil så sige at for hver y, så stiger den også en x, det 
ved vi jo”. I og med at delta x, så må den så også stige en delta x op. Så vi siger bare at delta x er 1.  Derfor kan vi så 
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sætte vores delta x ind i denne her formel 
5
1
( )i
i
A f x x
=
= ∆∑ og så står der f af xi som er det samme som 1 til 2 til 5 
som der står, så vi kan prøve at sætte det op som, tal at A giver (1 2 3 4 5) 1 15A = + + + + ⋅ = .”  En anden melder 
sig på banen og siger at: ”Da vi ved at arealet er 
1
2
A L B= ⋅ ⋅ kan vi sætte tal ind så det bliver, 15 5 12.5
2
A = ⋅ ⋅ =
og det er ikke det samme som vi fik før, derfor er påstanden falsk”.  
Elev 2: ”I har selv lige sagt at det her giver 12.5, peger på tegningen som viser summerne, men i har ligesom glemt det 
røde overskud og det bliver de 2.5, som i har der og så får i jo 15. Så i har jo bevidst at det er rigtigt. I skal jo finde 
arealet af det hele, som er oversummen”.  
Elev 3: ”Vi skal beregne vores delta x her vi skal finde det første areal og så finde ud af de andre. Så derfor skal vi finde 
ud af hvad den her er, (Peger på y forskellen) og den er så delta y. Og så har vi jo, vi skal jo sige længde gange bredde 
for at finde arealet af kvadratet. Og længden er delta y eller også 1( )f x  . Og den næste kan skrives som 2( )f x  
 
Arealet bliver så  1 2( ) ( )A f x x f x x= ⋅∆ + ⋅∆ ”er det nødvendigt at jeg skriver mere nu”  
J: Nej det er ok 
”Nå men i hvert fald er det det samme som der står herovre med 1+2+3+4 osv, så vi i princippet får 15 fordi man 
lægger dem sammen. Og så ved vi at delta x er en fordi vi kan se at der står f(x)=1 og det svarer så til en”.  
Elev 4: ”Og for at vi ligesom kan komme herfra 1 2( ) ( )A f x x f x x= ⋅∆ + ⋅∆ til 
5
1
( )i
i
A f x x
=
= ∆∑ så, så vi på vores 
sumregneregler, så kan vi sætte delta x udenfor parentes så der står, 0 1( ( ) ( ))nA x f x f x= ∆ + , Altså vi sætter 
delta x udenfor parentes og samler alle leddene og det her (kig på nedenstående figur) må derfor være det samme  
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Så det her kan vi forkorte og så får vi det samme som der står øverst 
 
Og det er så derfor en sand påstand” 
J: Ja ok er der nogen der vil modargumentere mod dette. 
Klassen: NEJ, det er jo Mathias så det er nok korrekt. 
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Påstand 3 
20 mener at påstanden ( )( ) ( )
2
b aA f b f a−= −  er falsk og den 4 resterende ved ikke. Følgende tegning er tegnet 
på tavlen. 
 
Elev 1, I og med at vi ved at arealet af en trekant kan skrives som 
1
2
A h G= ⋅ ⋅  , Vi kan kigge på vores graf og i og 
med at vi har fået vores f(b) og f(a) opgivet her og i og med vi trækker dem fra hinanden, så får vi højden som er her 
(Peger på højden til b på tegning). Det vil vi så sætte ind her(peger på påstanden) som vores højde, i vores 
trekantsligning her, og b-a er så intervallet her (peger på tegning), som også kan ses i vores trekantsligning G. Og så 
har vi vores b-a delt med 2 som bare er sat udenfor, og på den måde kan vi også skrive op at arealet er lig med, vi kan 
skrive det op på denne her måde at (Se figur nedenfor). Så derfor vil jeg kalde den falsk, fordi vi får arealet af 
trekanten. SÅ jeg har altså bevist at det kun er arealet for trekanten vi finder her.  
 
Der er en del tvivl i klassen og hvad har helt konkret har foretaget sig, og han bliver derfor bedt om at forklare det 
igen. 
I min trekantsformel, så vil jeg bare udlede at det som der står deroppe(påstanden) det kan jeg kun sætte ind som på 
trekantens areal.  f(b) minus f(a) vil jeg bare kalde højden her, det er det vi får opgivet, og b-a er det vi får her(Peger 
på x-aksen). Som så også kan sættes som grundlinjen i vores trekantsformel her, og så ganger vi med en halv for at få 
en trekant, se figur nedenfor. 
Der er dog stadig tvivl i klassen, da nogle ikke forstår at højden er det samme som f(b)-f(a) og han går ned igen da han 
ikke kan forklare det bedre. 
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Eleven laver her en modstrid, der viser at påstanden ikke gælder. Han viser nemlig at påstanden kun gælder hvis man 
kigger på trekantens areal. 
Elev 2: Arealet kan opskrives som ( )1 2
1
2
A h a a= ⋅ +   
 
Hvis vi kigger her (
2
b a−
 i påstanden) så svarer dette til højden, og det her(peger på x-aksen mellem a og b), er 
højden som er så er vores grundlinje, fordi den er omvendt. Så det her nede er vores højde og det får man ved at 
trække a fra b og så får man så længden af grundlinjen som så er vores højde her i formlen 1 2
1 ( )
2
A h a a= ⋅ + .  Og 
så i formlen hedder den at de to længder a1 og a2 skal plusses med hinanden, som svarer til det her oppe (f(b)-f(a)), 
men da vi minusser heroppe vil jeg mene at den er falsk. 
Elev 3: Vi vil gerne finde arealet af hele trapezen, i stedet for bare at finde at finde ud at påstanden ikke er sand. Først 
finder vi arealet af det her(firkanten) og så bagefter den her(trekanten). Først vil vi gerne finde arealet af denne her 
firkant og det gør vi ved at sige at højden her er, altså højden er så funktionsværdien til a, (se nedenstående figur). 
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Elev 4: Så derfor kan vi sige at ( ) ( )A f a b a= ⋅ −W  og det er vores areal her(firkanten). Og så har vi vores andet 
areal, altså her er højden så funktionsværdien til f(b) minus funktionsværdien til a, ganget med grundlinjen, som vi ved 
er b minus a, ganget med en halv. Og hvis vi så sætter dem sammen kan vi sige at vores samlede areal er,  
    
Og det kan man ikke forkorte til det som står der(påstanden).  
 
  
Deltagelse på tavlen, 
Elvina, Lisa, Chriss, Mathias, Chriss, Lisa, Mathias 
Elvina 1 
Lisa 2 
Chriss 2 
Mathias 2 
Alexander 2 
Therese 1 
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Opgave 1:  
Vis at følgende udsagn gælder 
( ) ( )2
1
1 1 2 1
6
n
i
i n n n
=
= + +∑   
Opgave 2: 
 
Opgave 3 
  
Opgave 4 
Søren siger at hvis man laver en trekant som har den halve højde og den halve sidelængde ifht. kvadratet så 
kan der ligge 8 trekanter inde i kvadratet. Har han ret? 
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Opgave 5 
I en by kan man komme med bus fra A til B, men man kan ikke komme med bus fra A til C. Bevis at man ikke 
kan komme med bus fra B til C 
Opgave 6 
Vis at for ethvert naturligt tal n gælder 
( )
1 1 1 1...
1 2 2 3 3 4 1 1
n
n n n
+ + + + =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
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Hvad var godt mindre godt ved den videnskabelige debat 
Det gode var at man sad sammen i gruppen, hvor at en påstand 
blev givet, derved havde man sin egen indtryk af opgaven at 
fortælle de andre, men de gav også deres, så man sammen i en 
helhed kunne løse opgaven. Jeg kunne godt lide at man selv 
skulle tænke i stedet for at bare få det leveret på et sølvfad. Det 
mindre gode var at nogle gange, så var der for lidt tid, så man 
kunne godt have haft lidt længere tid i selve gruppen til at 
diskutere det. 
Mindre godt 
Det var godt, at man fik lov til at tænke over det og diskuterre, 
og derfra se hinandens måder at finde eksempler på at 
modbevise/bevise. Det er svært, når det er nyt stof. 
Jeg kan godt lide når matematik omhandler noget 
videnskabeligt, så man kan forstå hvordan det egentligt fungerer 
i naturen osv. 
godt: 
man fik arbejdet med det på en måde hvor man ikke "gik i stå" 
Man skulle argumenterer for sine valg, det fik en til både at 
tænkte mere over matematikken, og hvordan man vil formulere 
matematik 
Rigtig godt man man selv får lov til at regne ud hvad der er 
rigtigt, istedet for at man får det fortalt og man så skal lære det 
uden ad 
Det var godt med debat hvor man fik mange synsvinkler. 
Godt at der var flere der kom på banen. Godt at der var flere 
forskellige måder at forstå/ vise sit argument/ Flere typer belæg. 
 
Mindre godt: det tog længere tid 
Jeg syntes det er svære at komme med ind i debatten, da jeg har 
svært ved matematik. Kan det til tider godt være svært, at forstå 
beviserne der kommer op på tavlen. 
det gør man få lov til at lave sine egne tanke strømme find vej 
det rigtige resultat.  
kan blive ensformigt hvis det kun er det man gør.  
ved ikke hvordan det vil fungere i forbindelse med andre emner. 
Ville hellere bare have haft det på tavlen, så jeg kunne huske det 
Det var en god måde at man fik lov til at sidde og snakke om 
påstanden men kunne godt have brugt lidt mere gennemgang 
efterfølgende 
Jeg synes det er godt at man selv får lov til at tænke over om det 
egentlig er rigtigt det der bliver skrevet på tavlen. Samtidig når 
man skal fremlægge sine argumenter bliver man også bedre til 
det matematiske sprog 
det var godt at vi selv skulle tænke over hvordan man kunne 
bevise påstanden og komme op til tavlen og udføre det man 
havde fundet ud af. det synes jeg vi fik mere ud af og jeg kan det 
klart bedre end hvis du bare sagde det. 
Man fik diskuteret det sammen og kom selv med eksempler. 
Dem der er mindre god kunne få hjælp af dem der var bedre. 
Det var godt at man sag med sin gruppe og kunne blive enig om 
det var sandt eller falskt og så forklare hinanden hvorfor, og 
bliver klogere på den måde. 
Gennemgang af beviset med beviser/modbeviser er en god 
måde til at forstå metoden bag samt anvendelsen af den givne 
sætning. 
 
Er der nogle bevistyper du syntes bedre om end andre 
nej 
Jeg ville sige at induktionsbeviset er lettere at kende for de 
andre beviser og lettere at påvise. Mens at det kan være svære 
at kende direkte og inddirekte bevis fra hinanden. 
Nej 
Jeg synes alle er gode på hver sin måde. 
Det vil jeg ikke sige nej 
Induktion er kedelig for der er meget matematik 
Direkte er nem lidt som en gåde hvor man kender svaret 
allerede 
Indirekte er lidt sværrer end direkte, for man skal virkelig have 
styr på teksten/det man vil sige. 
direkte bevis er dejligt 
Direktebevis 
ikke rigtig 
induktions beviser da jeg synes det er mere interessant når man 
har data at skulle bruge frem for kun at skulle omskrive. 
Direkte virker lettere 
Synes induktion er lidt indviklet 
Direkte beviser er bedst 
Den indirekte og direkte synes jeg er LETTERE at bruge, men hvis 
de alle beviser noget er der ikke nogen der er dårligere/bedre 
Simple beviser... 
Direkte beviser er meget bedre at arbejde, med da det giver 
mere mening at komme med et bevis og induktion er meget 
forvirrende og svær at huske hvis man ikke har noter til det. 
nej ikke rigtig, jeg er ikke helt med på induktionsbevis 
Nej 
 
Hvordan beviser vi matematiske påstande 
ved at følge op på dens påstand ved udregninger 
Det gør vi enten med et bevis, et modbevis eller et eksempel på 
påstanden. 
Udregning af beviset 
Ved eksempler blandt andet. 
Svært at forklare, men ville sige at man omskriver påstanden til noget 
der allerede er bevist, eller man deler påstanden op i mindre 
elementer som er bevist på forhånd. 
Enten med bogstaver, eksempler eller modbeviser 
Direkte/indirekte/induktion 
hvis A så B, eller hvis A så ikke B 
Som regel via, et direkte bevis. men andre metoder ´bruges også 
ved at ræsonere, og bruge matematiske argumenter. 
ved at bruge andre dele af andre matematiske påstande. 
man beviser en ved at man ser at A er rigtigt derfor må B også være 
rigtig 
med beviser, eksempler eller modbevis 
Enten med et bevis, modbevis eller eksempel 
Ved hjælp af beviser som taler for din påstand er korrekt 
Ved at deduktere os frem til den formlen med forskellige virkemidler 
afhængigt af typen 
Der bruges enten direkte, indrikte eller induktion til at finde ud af om 
påstandene er sande eller falske 
at kunne argumentere, og vise et bevis som er rigtigt i forhold til 
påstanden. 
Ved at sætte påstanden ind i en anden sammenhæng, for at udlede et 
resultat, og se om dette stemmer overens med udgangspunktet. 
Hvilke forskellige typer beviser kende du 
direkte,indirekte og induktion 
Direkte bevis, inddirekte bevis og induktionsbevis. 
Direkte, indirekte og induktion 
Direkte bevis 
Indirekte bevis 
Induktion 
Jeg kender de direkte, indirekte og induktionsbeviser 
Direkte 
Indirekte 
Induktion 
Direkte bevis, indirekte bevis, induktions bevis 
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Direktebevis 
indirektebevis 
induktions bevis 
Kontraposition  
modstrid (indirekte) 
Direkte 
Indirekte 
Induktivte 
induktion 
indirekte  
direkte 
Direkte beviser, indirekte beviser, induktions beviser. 
direkte, indirekte og induktio 
Direkte 
Indirekte 
Induktion 
Direkte beviser 
indirekte beviser 
beviser ved hjælp af induktion 
Direkte, Indirekte, iduktion 
Direkte, Indirekte, induktion 
3. 
Direkte 
Indirekte 
Induktion 
direkte, indirekte, induktions... 
Induktionsmetoden, det direkte + indirekte bevis, over+undersum samt 
trapezsum (middelsum) 
 
Hvordan udfører man et induktionsbevis 
ved at kigge på værdier i start og slut, minder meget om en egentlig 
udregning 
Man udfører et induktionsbeivs, ved at man sætter tal ind på de 
ubekendt faktores plads og dermed udregner om det er rigtigt. 
Man kigger på værdierne i starten og i slutningen og hvis de er rigtige 
med påstanden, så antager man at beviset er rigtigt 
Ved at kigge på værdierne i start og slut. 
Som der står på tavlen 
Man kommer med eksempler fra begyndelsen og fra eksempler fra 
slutningen og antager at så kan man bruge funktionen på hele tal-
rækken 
man beviser at A giver B, men man ved ikke hvordan, man viser 
eksempler 
Kigger på start og slut værdier, og hvis begge dele gælder passer det til 
alle de reele tal. 
man ser om beviset passer med tal i starten og med tal i slutningen hvis 
den gør det begge steder er det sandt hvis det ikke gør er det faksk 
Man sætter værdier fra start og slut ind i beviset 
Kigger på værdier i start og slut 
ved at gøre prøve 
Ved at se på starten og slutningen af beviset( hvad det så end betyder, 
du må gerne lige forklarer det en gang til er ikke 100% med) 
... 
Har stadig svært ved at sætte ord på det 
jeg forstår det ikke helt endnu, men var der ikke til timen, men det er 
noget med at man beviser at A og B er det samme 
Et induktionsbevis udføres ved at betragte bestemte værdier på 
summens startside og slutside, samt højre og venstreside. Hvis disse 
stemmer overens med det givne udtryk, ser man på hvad der sker i n+1 
(foretages ved at substituere ind i de givne udtryk for n). 
 
 
Hvad er et indirekte bevis 
en bevis der siger at hvis Jacob køber øl vil vi have en god skoledag. 
hvilket før sidstedelen forkert da det strider med skoensregler og langt fra 
er ens betydigt med at der bliver en god dag. 
Man udfører det ved at vise a og b ikke er sammen, at hver for sig. 
Et bevis som modsiger påstanden, sådan at A ikke er B 
Det er et modstridsbevis. (Hvis A ikke er B) 
Et bevis hvor den ikke forklarer det fuldstændigt, men hvor man kan 
tænke sig til resten 
Det er et modstridene bevis. Hvis a gælder, så gælder b ikke. 
et modbevis, beviser at A ikke føre til B 
Til at modstrige beviser. 
Hvor en påstand a medfører at påstand b ikke gælder. 
Ved indirekte bevis: 
 
Hvis A så ikke B 
ved et indirekte bevis, beviser det A at B ikke kan være rigtigt 
Et beviser der viser at hvis A gælder gør B det ikke. De er modstridende 
At man modbeviser 
man skal bevise a som beviser at b er ukorrekt 
Ved at man modsiger en påstand med en korrekt påstand 
Et indirekte er bevis er et modbevis. Hvis A, så ikke B 
I et indirekte bevis beviser man at en påstand er forkert ved at komme 
med eksempler der viser at påstanden er forkert. Så A kan ikke være B. 
Når man kan se eller bevise at A og B ikke er det samme 
Et indirekte bevis eller et modstridende bevis fortæller noget om at hvis 
en given påstand, A, gælder, så vil B ikke gælde. 
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Opfølgende test, Egedal gymnasium  
Logikspørgsmå l 
Negation, konjunktion, disjunktion 
Er det sandt, at 3 er et primtal og 2 går op i 16? 
Er det sandt, at 4 er et primtal eller 2+2=4? 
Hvis det er sandt, at ”7 er et primtal”, er det så sandt, at ”7 er ikke et primtal”? 
Hvis det er sandt, at ”14 er et primtal”, er det så sandt, at ”14 er ikke et primtal”? 
Vi har to udsagn: p: ”Niels elsker Pia” og q: ”Pia elsker Niels”. 
Er det sandt, at 
a) Niels og Pia elsker hinanden? 
b) Niels elsker Pia, men Pia elsker ikke Niels? 
c) Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
d) Det er ikke sandt, at Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
e) Det er ikke sandt, at Niels og Pia elsker hinanden? 
f) Enten elsker Niels Pia eller også elsker Pia ikke Niels? 
Vi har nu to andre udsagn: p: ”Niels elsker Pia” og q: ”Pia elsker ikke Niels”. 
Er det sandt, at: 
a) Niels og Pia elsker hinanden? 
b) Niels elsker Pia, men Pia elsker ikke Niels? 
c) Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
d) Det er ikke sandt, at Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
e) Det er ikke sandt, at Niels og Pia elsker hinanden? 
f) Enten elsker Niels Pia eller også elsker Pia ikke Niels? 
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Spørgsmå l med beviser 
Direkte 
1) Vis at, (a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3 
 
2) I skal i en sammenhængende tekst overordnet beskrive ”idéen” eller ”bevisgangen” i følgende lille 
bevis, der viser én af de sætninger, vi allerede kender, på en anden måde: 
a=a ⇔ ln(a)=ln(a) ⇔ ln(
𝑎
𝑏
∙ 𝑏)=ln(a) ⇔ ln(
𝑎
𝑏
)+ln(b)=ln(a) ⇔ ln(
𝑎
𝑏
)=ln(a)-ln(b) 
 
3) Oversæt følgende tekst til matematisk argumentation:  
To linjer, m og n, er ortogonale. Vi vil vise, at produktet af de to linjers hældningskoefficient er -1. Vi 
tegner derfor to linjer, der står vinkelret på hinanden, i et koordinatsystem, hvor x-aksen er vandret. 
Lad den ene linje have en positiv hældning og den anden linje en negativ hældning. Der tegnes en 
vandret streg gennem linjernes skæringspunkt (benævnt A), og en lodret streg, der skærer x-aksen i 
den x-værdi, der er netop én større end x-værdien i skæringspunktet A. Nederste skæringspunkt 
mellem linje og lodret streg kaldes B, det andet kaldes C. Skæringspunktet mellem lodret og vandret 
streg kaldes D. Vi har dermed følgende:  er vinklen til vandret for den ene linje i ΔABD, og 
 er vinklen til vandret for den anden linje i ΔADC. Vi kan dermed opstille følgende: Da linjerne 
er ortogonale, må summen af vinklerne v og z være 90 grader, hvoraf vi kan bestemme et udtryk for z. 
Af vinkelsummen i trekanten ABD kan bestemmes et udtryk for vinklen B, hvori vinklen z indgår, 
hvorfor vi kan substituere det netop fundne udtryk for vinklen z, hvormed vi kan finde, at vinkel B er lig 
med vinkel v. Endelig kan vi opstille tangens til B og tangens til v. Da de to udtryk for tangens til v og B 
er ens, kan de sættes lig med hinanden og heraf kan den søgte sætning udledes. 
 
4) Beskriv for opgave 1-3, hvad der var sværest. 
Indirekte ved modstrid 
Beskriv for hvert trin hvad der sker i det følgende indirekte (modstrids-)bevis. 
Vi vil bevise, at hvis a.b=c, så er 𝑎 ≤ √𝑐 eller 𝑏 ≤ √𝑐 (a, b og c er alle positive, reelle tal). 
a.b=c  ⇒ 𝑎 > √𝑐, 𝑏 > √𝑐  
 𝑎 > √𝑐 ⇔ 𝑎 ∙ √𝑐 > √𝑐 ∙ √𝑐 ⇔ 𝑎 ∙ √𝑐 > 𝑐 
𝑏 > √𝑐 ⇔ 𝑎 ∙ 𝑏 > 𝑎 ∙ √𝑐 > 𝑐 ⇒ 𝑎 ∙ 𝑏 > 𝑐  
BAD z
DAC v
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 a∙ 𝑏 = 𝑐 ⇒ 𝑎 ≤ √𝑐 eller 𝑏 ≤ √𝑐 
 
Forklar overordnet princippet i et indirekte bevis/modstridsbevis i forhold til et direkte bevis. 
 
Omskriv det følgende direkte bevis til et indirekte bevis - husk forklarende tekst! 
Vi vil vise, at hvis n er lige, så er n2 også lige: 
n=2k ⇒ n2=(2k)2 ⇔ n2=4k2 ⇔ n2=2(2k2) 
Induktion 
Nedenfor vises et induktionsbevis, hvor du skal beskrive hvert enkelt trin. Beviser handler om summen af 
de første n ulige heltal. 
Vis at 1+3+5+…+(2n-1)=n2  for alle positive, ulige heltal n. 
1: n=1:  1=12=1 
2: n=k:  1+2+3+…+(2k-1)=k2 
3: n=k+1:  1+2+3+…+(2k-1)+(2(k+1)-1)=(k+1)2 
 k2+(2(k+1)-1)=(k+1)2 
 k2+2k+1=(k+1)2 
 (k+1)2=(k+1)2 
 
Forklar overordnet princippet i et induktionsbevis. 
Beviser generelt 
Du er nu blevet præsenteret for tre typer af beviser: direkte beviser, modstridsbeviser og 
induktionsbeviser. 
Er alle tre typer af beviser efter din mening rigtige beviser? 
Er alle tre typer af beviser lige gode matematisk set? 
Er alle tre typer af beviser lige lette at forstå?
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Powerpointpræsentation brugt til bevisgennemgang i klassen 
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Svar på test om matematikforestillinger 
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1.21 Hvad er matematisk ræsonnement? 
-Når man udleder noget... 
-Det er den måde man løser det på. 
-Det er et bevis for en sætning 
-Når man kan tænke på noget, og udfra matematisk forviden kan finde en løsning 
-en række af konklusioner efter hinanden der vil bevise at udgangspunktet = slutpunktet 
-Matematisk argumentation bl.a. vha. definitioner som fører frem til det man vil bevise. 
-? 
-Et bevis eller en argumentation for en sætning 
-Det er primært hvor man foretager sig en bestemt definition eller noget man regner med, og på baggrund af matematisk 
argumentation kommer man frem til et udsagn eller sætning 
-Noget der er fornuftigt i forhold til vores matematisk viden 
-Arguementer for definationer ? 
-Det er hvor man tager udgangspunkt i nogle definitioner og argumentere sig frem til en sætning. 
-Her tager man udgangspunkt i nogle forudsætninger eller definitioner, hvorefter man argumenterer sig frem til en sætning. 
Gennem denne proces har man en række af argumenter, slutninger m.m., hvilket netop er matematiske ræsonnementer. 
-At reflektere over matematikken. 
-Noget der giver mening matematisk, altså er logisk 
-logisk tankegang der er baseret på mattematik. 
-at man ved matematiske metoder forklarer sin tankegang 
-Forudsætninger og definitioner man bruger til at argumentere en sætning. 
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-at bruge argumenter til at skabe en sætning 
-når man argumentere sig frem til en sætning 
-Det er en måde at argumentere på i matematikken, hvor man ved hjælp af et eller flere argumenter kommer frem til en 
matematisk sammenhæng eller en matematisk sætning. 
-Det er et slags spørgsmål som man kan argumentere for svaret, som hvis man skal definere en ligning ud fra nogle data man får 
-En række af argumenter? 
 
1.22 Hvad er et matematisk bevis? 
-Man beviser at en formel passer 
-En metode til at bevise formler. 
-det er hvor an beviser en formel 
-Den måde hvorpå man beviser om en sætning er rigtig og hvordan den er lavet, ud fra start værdier og regneregler 
-En general sætning bevises 
-Hvis offeret er skudt 23 gange, og den mistænkte mangler præcis 23 patroner fra sin patronpakke, er der høj sandsynlighed for at 
han er skyldig. 
-Et argument for at en matematisk sætning/påstand passer. 
-En række sætninger der beviser at en matematisk påstand er sand 
-En måde at argumentere eller påvise at en sætning er sand 
-Et udtryk der vha. matematisk logikog teori beviser at udtrykket er i overensstemmelse med den matematiske teori og logik. 
-Et bevis for en metode man bruger i matematik 
-En start på en formel eller eller udtryk 
-Et matematisk bevis er med til at bevise en given sætning, eller udtryk. 
-hvor man ved at bruge matematikken finder ud af om en påstand eller formel er korrekt 
-I et matematisk bevis udleder man en formel, sætning eller udtryk. Beviset er en række overbevisende argumenter, som ud fra 
definerede forudsætninger fører frem til et rigtigt udsagn. Det beviste fremstår som den absolutte sandhed, hvis man har forstået 
de matematiske principper undervejs i beviset. 
-Det er et bevisførelse af en matematisk metode ved hjælp af grundlæggende viden inden for matematikkens verden 
-At bevise et matematisk udtryk - altså at forklare hvordan man er kommet frem til udtrykket. 
-En matematisk sætninger bevises, altså eftervise og sikre at den passer 
-Et matematisk bevis består af argumenter, som fører frem til det rigtige svar. 
-en uddybelse og forklaring af en sætning, som f.eks. en kvadratsætning 
-hvor man i en række trin logisk udleder en sandhed 
-Et bevis er noget der fortæller om en given sætning er sand. 
-En foklaring på hvordan fx en formel giver mening 
-at bevise matematiske formler uden at bruge tal, istedet bruger man algebra og går gennem mange trin. 
-En argumentation dvs. hvor et eller flere argumenter for at noget er sandt. Det kan fx være en sætning eller en sammenhæng man 
vil bevise. 
-et bevisfor enpåstand, der bevises via matematik 
-Forklaring/bevis for at udsagn er sandt 
-En argumentation for en påstand. 
-Et bevis er noget der forklare hvordan man er kommet frem til en given formel 
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1.23 Hvordan beviser vi matematiske påstande? 
-Med beviser 
-ved at finde et bevis for det 
-Vi starter fra ligningens byggesten og regner os frem til den færdige sætning 
-Ved hjælp af nogle forskellige bevisførelser 
-ved at konkludere en række af ting der i forvejen vides (altså andre beviste sætninger) 
-Vha. forskellige former for matematiske metoder 
-Med  
-ved at bruge forskellige former for beviser. 
-Vha. matematisk argumentation i form af teorien 
-Ved at kigge på beviser 
-Ved at lave mellemberegninger for at påvise om påstanden er sand eller falsk. 
-ved at bruge ens viden om matematik til at finde ud af om en påstand er korrekt 
-Vi beviser matematiske beviser vha. matematiske ræsonnementer. Altså gennemgår man flere trin, hvor man med sin logiske samt 
matematiske fornuft beviser den matematiske påstand. 
-Ved at eksperimentere, måle.. 
-Ved hjælp af matematiske funktioner eller tegninger 
-Ved hjælp af matematiske beviser 
-ved sætninger og udregninger 
-direkte beviser 
-Ved at bruge andre beviste påstande og logik i form af algebra, geometri osv. 
-Ved hjælp af beviser 
-ved beviser 
-Det gør man ved hjælp af argumenter og logiske principper. Man er nødt til at have matematiske forudsætninger for at lave et 
bevis. 
-Ved at lave et bevis for påstanden. 
-Ved at bruge formler og opstille nogle udsagn som leder hen til endelige svar 
-Med logisk matematik og regneregler som er opstilt som en argumentation for en påstand. 
-ved hjælp af formler 
 
1.24 Hvorfor beviser vi matematiske påstande 
-For at gøre os sikre på det vi gør er rigtigt 
-for at sikre sig det faktisk er rigtige 
-For at bevise at regne måden er rigtig 
-For at kunne bruge dem, ellers er de ikke sikre 
-for at sikre os at disse er rigtige, så vi kan bruge og forstå dem i den fysiske verden, og så vi kan bruge dem til andre matematiske 
funktioner og beviser 
-For at se hvor påstandene kommer af og her ses sammenhængen mellem andre matematiske metoder. Derudover også for at 
bevise at påstandene er sande. 
-Med en række sætninger og udregninger 
-For at forstå hvorfor sætningerne vi bruger er sande 
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-For at få et større kendskab med den matematiske påstand og tro på at påstanden er korrekt mht. matematikkens love. 
-så man kan få en bedre forståelse for matematikken og tankegangen bag den 
-For at vise, hvorfor og hvordan vi helt præcist kommer frem til de forskellige udtryk. 
-For at få en bedre forståelse på hvordan påstanden er blevet til, og hvilken matematik der ligger bag. 
-for at være sikker på at påstanden er korrekt 
-Vi beviser matematiske påstande, fordi det bidrager til en større og bedre forståelse af matematikken, som vi anvender til 
beregningsopgaverne. Man har nemlig både bevisopgaver og beregningsopgaver i matematik og ved at bevise matematiske 
påstande forstår vi bedre beregningsopgaverne. 
-For at få forståelse for vores fakta, og bedre at kunne sætte os ind  i det. 
-For at kunne forstå matemati bedre, 
-For at bevise at påstandene/formlerne er de rigtige 
-for at overbevise folk om at de er korrekte, og for at forklare dem. 
-for at forstå matematikken bag ved det vi bruger 
-For at se om en given påstand er sand. 
-For at være sikker på at de passer 
-for at finde ud af om man har ret 
-Det gør man for at forstå en given påstand og føle sig sikker på at en matematisk sammenhæng eller sætning er rigtig således at 
man kan bruge den. 
-For bevise påstandene er korrekte, så de ikke blot er påstande men rent faktisk korrekte udsagn. 
-For at få en forståelse af påstanden, så man kender de forskellige trin igennem beviset 
-For at underbygge vores argumenter. 
-ved hjælp af formler 
 
1.25 Hvilke forskellige typer af beviser kender du? 
-Direkte, indirekte 
-Modstandsbevis, direkte bevis 
-modstridende bevis og direkte bevis 
-Direkte bevis, Indirekte bevis, Modstridsbevis, Induktionsbevis, Kontrapositionsbevis 
Direkte 
"Direkte, Indirekte, Induktion 
-Direkte beviser, indirekte beviser: modstridsbeviser og induktionsbeviser. 
-Induktionsbevis, modstridsbevis og direkte bevis 
-direkte bevis, modstridsbevis 
-Induktions bevis, direkte bevis og modstrid bevis 
-Direkte beviser 
-Ved ikke hvad det hedder, men det vi får i et stykke papirer, hvor vi så skal igennem hvert trin, for at komme frem til udtrykket. 
-Direkte bevis, modstridsbevis og induktionsbevis. 
-Et direkte bevis, et induktions bevis, et modstrids bevis 
-Jeg kender det direkte-, indirekte-(herunder modstridsbeviset), samt induktionsbeviset. 
-Funktioner, geometri, andengradsligninger, differentialligninger.. 
Del 2, side 178 af 271
Bilag B23 
 
-Direkte, indirekte, induktions 
-Direkte beviser, Induktions beviser, Modstridende beviser 
-direkte beviser, modstridsbeviser og induktionsbeviser. 
-Direkte, modstridende og (induktion) 
direkte beviser, Muligvis tretrins reglen. 
-Direkte 
-triglometri, differens, funktioner, kvadrat 
-Induktionsbevis, direkte bevis, modstridsbevis 
-Direkte bevis, Introduktionsbevis, Modsætningsbevis, geometrisk bevis 
-Det direkte bevis, det modstidende bevis og induktionsbevis 
-Direkte og indirekte beviser - men jeg har ikke styr på indirekte beviser. 
-toppunktsformlen 
 
1.26 Er der nogle beviser eller bevistyper, der er bedre end andre? 
-Nej, op til den enkelte vel 
-Ja 
-ja direkte beviser er bedst 
-Jeg syntes det indirekte bevis er best 
-Direkte er bedst 
-Indirekte kan nogle gange ikke stå alene, men de er alle som sådan lige gode så længe de gør deres arbejde 
-Nej 
-Det kommer an på hvad der skal bevises 
-Ved ikke 
-Nej, hver bevistype har sit eget formål 
-Det kommer vel an på hvad den enkelte kan 
-Nej? 
-Når alt kommer til alt, så ligger alle beviserne på samme niveau. Man skal bare lære at forstå hvorfor trinnene er sådan i beviset. 
-Nej, da de hver har deres egen måde at bevise påstande på. Man beviser en påstand med bevistyperne, hvilket er det vigtigste. 
-Ligninger og funktioner.. 
-Nej 
-Ja 
-jeg vil ikke kalde det bedre, men direkte beviser er mindre forvirrende end de andre. 
-Direkte er meget bedre... 
-Der må nogle gange være en nemmere vej i forskellige bevisførelser. Så det kommer vel an på hvad man skal bevise. 
-ja 
-måske, jeg vil sige at triglometri er et mere sikkert bevis end et modstridene bevis 
-Det kommer an på hvad man vil bevise. 
-Det direkte bevis ville jeg sige ville være nyttigt i de fleste tilfælde, men det kommer vel an på hvad man vil bevise/modbevise. 
-Det kommer an på hvem man er og hvad man finder besværligt og mindre besværligt. 
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-Ja 
 
1.27 Hvad kan et bevis indeholde? 
-Reducering og meget mere 
-Regneregler 
-forklareinger, algebra og tal 
-regneregler og "gode ideer" 
-Variable 
-matematiske redskaber 
-En række definitioner. 
-Forskellige trin med beskrivelser og udregninger 
-En argumentation for hvorfor en sætning er sand 
-Regneregler, matematiske love og argumentationer 
-Regneregler og tidligere lært matematik 
-Et bevis indeholder beregninger til at bevise om en given sætning, eller udtryk, er korrekt. 
-Typisk går man ud fra en sætning, som man ønsker at bevise vha. logiske principper og trin. De er fundamentale for den 
matematiske argumentation i beviset. Netop denne argumentation skærper forståelsen af beviset, og fører os hen til den sande 
påstand, som vi fra starten ønskede at bevise. 
-Isoleringer, gange ind i paranteser, ophæve paranteser, at sætte ind i fælles brøk.. 
-Reduktion 
-Forskellige regnemetoder, såsom differentialregning osv. 
-alt og (næsten) ingenting 
-alle "godkendte" matematiske beregninger 
-en påstand. et udgangs punkt. en argumentation. 
-Regneregler 
-bogstaver, tal, parenteser 
-Det kan indeholde eksempler, regneregler, geometriske tegninger, andre lære sætninger, argumenter 
-Det afhænger af bevis typen. F.eks. benytter geometrisk beviser sig af geometriske figure osv. 
-Formler, udtryk, matematiske egenskaber (ln, sin, tan, cos mm.) 
-Regneregler og reduktion, bl.a. 
-Formler og forklarende tekst 
 
1.28 Hvilke trin kan der være i et bevis? 
-Reducering 
-trin hvor der bliver reduceret 
-Flere trin af reducering og indførelse af regneregler og de "gode ideer" 
-Rigtig mange 
-x^2=v^2+2ov+o^2 <=> x^2=(v+o)^2 <=> x=v+o <=> o=x-v 
-Udledninger, omformninger, faktorisering, reduktion, forkortelse+forlængelse af brøker. 
-Forkortning af brøker, reducering, ligheder osv 
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-Trin for trin kan man se hvor sætningen er fra 
-Det er forskelligt fra bevis til bevis, men fx kan der være noget med at isolere et udtryk eller reduktions trin 
-Reduktioner 
-Der kan for eksempel være tre trins reglen i et bevis, som går ud på at bevise en sætning, eller et udtryk, i tre "dele". 
-I et bevis kan der være trin, hvor man viser hvordan man kommer frem til det næste punkt vha. Pythagoras sætning eller 
kvadratsætninger, som kan bruges til reduktion. I trinnene kan man anvende matematiske regler eller omvendte operationer, som 
fører en videre til næste punkt. Man kan fx udtrykke og sætte det lig med d også bygge videre på trinnet. Altså har man nogle 
forudsætninger i et bevis, som får én videre i trinnene. 
-Beregninger.. 
-Reduktion 
-Fx Reduktion, differentiering osv. 
-dem man vil have i det? 
-rigtig rigtig mange 
-alt der har med beviset at gøre. 
-fx. forkortelse/forlængelse af brøker, faktorisering 
-det afhænger af beviset 
-Udgangspunkt i en matematisk sætning, antagelser, løsninger af ligninger, konklusion 
-Det er igen forskelligt alt efter hvilken slags bevis vi har med at gøre. Men det kan feks. være at der ganges noget på begge sider af 
et lighedstegn osv. 
-Forkortelser, forlængelser, omskrivninger af et udtryk 
-udregning af parenteser, reduktion af tal, udledning af udtryk bl.a. 
-Diferentiret trin 
 
1.29 Hvad er et godt bevis? 
-Et der er nemt at forstå og som giver mening 
-Et med udførligt forklaret regnemetode. 
-simpelt, direkte og med en god forklaring 
-f(x)= 1/x      f'(x)=-1/x^2 
-Et direkte bevis 
-et mordvåben med blod og fingeraftryk på 
-Et bevis hvor argumenterne holder. 
-Et der indeholder de trin der skal bruges til at forstå beviset 
-Et bevis der forklare hvad det skal uden at have unødvendige trin 
-Et bevis der tydelig illustrerer med matematiske argumentationer, at påstanden er korrekt 
-Et bevis der er til at forstå, meget gerne i første eller andet forsøg og så må det gerne være så overskueligt som muligt 
-Et bevis der punktvis, forklare grundigt hvordan man kommer gennem udtrykket eller formlen ? 
-Et godt bevis er hvis den opfylder det man er igang med at bevise. 
-Et godt bevis er et fyldestgørende bevis, som får de nødvendigste trin med undervejs. Argumentet er netop særlig vigtigt i 
bevisførelse, da det er dette, som danner grundlaget for forståelsen af beviset. 
-Kort og præcist. 
-Et bevis som er let og giver mening 
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-Et forklarende, gennemgående og et bevis med mange trin. 
-et ikke over-kompliceret bevis, der kan forklares i klare trin. 
-et modtageren forstår 
-Et bevis man får lært noget af og som kan underbygges. 
-Et der relativt simpelt 
-kvadrat eller triglometri 
-Et bevis der på en kort og indlysende måde overbeviser om at den matematiske sætning er sand. 
-Et bevis der er vel argumenteret via matematikken. 
-et bevis der lever op til formålet, så hvis formålet er at bekræfte en påstand, skal beviset bekræfte påstanden og ikke modvise det 
-Et bevis der er let at forstå og simpelt at udføre - og det skal give mening med slutresultat. 
-Et bevis der forklare godt hvad der sker i formlerne 
 
1.30 Hvorfor er bevisførelse så svært? 
-Det er svært at kode beviset 
-de er ofte ret indviklet 
-Fordi dem der laver dem engang imellem får en "god idé" at indføre en værdi eller regneregl som man ikke havde set komme 
-Det er det som regel ikke 
-Jeg synes ikke det er svært... jeg burde nok få 12 i så fald.. 
-Fordi du skal forstå hvad der sker ved hvert trin som der kan være mange af. Det kan derfor også være svært at huske 
-ved ikke 
-Det er kun svært hvis man ikke forstår matematikken bag påstanden og ikke forstår de foreskellige bevis trin for påstanden. 
-Fordi man er nødt til at forstå hvert enkelt trin før man kan gå til det næste 
-Fordi der er meget man skal kunne huske? 
-Fordi der er mange små detaljer man nogengange skal have styr på, og nogengange kan overse. 
-fordi der er mange trin hvor man skal huske hvad man skal gøre 
-Det kan være svært, hvis trinnene i beviset ikke giver mening - derfor kan man ikke forstå det næste trin, og derfor kan man 
risikere at gå i stå i beviset. 
-Fordi der er meget at huske og det er ikke så lige til. 
-Fordi nogle gange giver trinene i et bevis slet ikke mening, fx. når de får en "god ide" 
-Fordi der er mange trin der skal huskes, og man skal samtidig forstå trinene. 
-fordi det for det meste er udenadslære 
-fordi modstridende og induktions beviser ikke giver så god mening endnu... 
-Fordi det kræver en ide og mine evner indenfor regneregler er ikke lært eller fuldendte. 
-Fordi man gerne skal kunne forstå matematikken bag, samt kunne huske en del 
-fordi at man ikke kan bruge tal men istedet argumenter sig frem til et resultat. 
-Der mange måder at gribe et bevis an på og der findes ingen standard måde, som man kan bruge hver gang. 
-Fordi det er svært at huske begyndelserne på de forsklige beviser 
-Fordi der er mange trin man skal huske, og ikke alle er lige logiske. 
-Det er svært at huske alle trin 
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1.31 Er alle de beviser, vi fører i undervisningen komplette? 
-Ja det er de vel 
-Nej 
-ja 
-Indtil videre har vi kun gennemgået de indirekte beviser, så JA! 
-Øhh? 
-nej, man må jo stoppe et sted. Nogle ting er for avancerede/abstrakte til at forstå, så vi går bare ud fra det (fx. at 1+1=2) 
-Ja hvis vi skal kunne bruge dem i undervisningen 
-ved ikke 
-Ja for ellers vil de ikke være lige så troværdige 
-Det er de vel 
-Nej. 
-Nej det tror jeg ikke. 
-Nej, da man ikke altid går ligeså meget i dybden i alle trin i et bevis. Det vigtigste er, at man forstår de mest principielle 
matematiske trin. 
-Ja, for det meste. 
-Nej 
-Ja 
-nej- 
-ja? 
-Ikke i mit hoved, da jeg har glemt nogle af de beviste påstande, som bruges under bevisførelsen. I realiteten kan jeg slå det op. Jeg 
synes ikke jeg har mødt noget, som ikke kan bekræftes. 
-... 
-det tror jeg ikke. 
-Nej 
-nej, nogle gange antager vi at andre påstande (definationer) er korrekte og bruger dem i vores bevis uden at bevise dem inden vi 
bruger dem. 
-Det ville jeg da mene, det er ikke alle udregninger der altid er med, men man kommer frem til et resultat og derved må de da være 
komplette 
-Det burde de vel være? 
-ja det vil jeg regne med 
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Elevernes påstande vedr. differentialregning, til den videnskabelige debat 
f(x)e^x=>ln(e)*e^x 
Hvis f(x) er lineær er f’(x) også lineær 
X^2 <=> (X-1)(X+1) 
Hvis f'(x_0) = 0, har funktionen f(x) et ekstremumspunkt i x_0 
Hvis d>0, så skærer parablen x-aksen to steder 
Hvis f(x)=x^2 så er f’(x)=2x 
Hvis f'(x) positiv, så er den voksende. 
hvis f(x)=x^a så er f(x)'=a*x^(a-1) 
Hvis f'(x0)=0, gælder at x0 er et ekstremumspunkt på grafen f. 
Hvis man differentiere f(x) = 2x^2 så bliver f '(x)= 4x 
Hvis b-værdien i f(x)=ax2+bx+c er over 0, så er f'(x) opadgående i x=0. 
hvis f er x så er f' også x' 
Hvis f(x)=ax+b er differantiabel så er differentialkovitienten f´(x)=a 
Hvis f(x)=x^2, så er f'(x)=2x 
Hvis f(x) er lig 0, så er f`(x) stigende 
hvis f(x) er voksende i et hvist interval=>f'(x) er positivt i alle punkter i intervallet. 
Hvis f(x) er en konstant er f’(x) lig med 0 
Hvis f'(x) er aftagende, er f(x) også aftagende 
f(x)=h(x)+g(x) => f'(x)=h'(x)+g'(x) 
Hvis f’(x)=2x så er f(x)=x^2 
Hvis f'(x) er 0, så der ingen ændring på grafen. 
hvis f(x)=sin(x) så er f(x)'=cos(x) 
Hvis f'(x) er stigende, altså har en positiv værdi, er grafen f stigende. 
Hvis man har differentieret en funktion og den er positiv så er funktionen voksende. 
Hvis f'(0) = 0 , så er c-værdien i ax2+bx+c lig 0 
hvis f'(x) er postiv så er grafen voksene 
Hvis f(√x) er differentiabel så f´(x^2) differentialkovitienten. 
Hvis f(x) er voksende, så er f'(x) negativ. 
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Hvis f(x) er lig c, så er c afgørende for f`(x) hældning 
f(x))n=>f'(x)=0 
Hvis f(x) er stigende er f’(x) konstant 
Hvis der er en tilnærmet ret linje i et punkt, er det pågældende punkt lokalt lineær 
f(x)=log(x) => f'(x)=(x*ln10)^-1 
Hvis f(x)=3x^2 er differentiabel for alle x så  er f’(x)=6x 
En kurve er lokalt lineær i et punkt A, hvis kurven kan tilnærmes vilkårlig tæt med en ret linje gennem punkt 
A, hvis man zoomer tilstrækkeligt ind på punktet. 
Hvis h --> 7 så vil h nå 7 på et tidspunkt. 
Hvis f(x) =0, så er f'(x)=0 
hvis f'(x) er 0 så er grafen hverken voksene eller faldene 
hvis A ikker kontiuner, så er A differentiabel i x 
Hvis f(x)=x^a, så er f'(x)=ax^a-1. 
Hvis f(x) er lig a^n, så er f(x) en parabel 
f(x)=e=>f'(x)=e=>f''(x)=e...f^n*'(x)=e 
2g(x) differentieret er dobbelt så stor som g(x) 
Hvis (x_0+h) tilnærmer sig x_0, dvs. når h tilnærmer sig 0, gælder det, at differenskoefficenten nærmer sig 
differentialkvotienten 
a<0 => parablens grene vender opad 
Hvis den aflede funktion er negativ så er differenskvotienten positiv i 30% af tilfældene 
Hvis x0+h nærmer sig x0, vil grafens differenskvotient nærme sig differentialkvotienten i punktet x0. 
Hvis man differentiere en funktion så kan man bestemme sandsynligheden for at slå en sekser med en 
terning. 
Hvis en graf i TI-nspire er grøn, så er den også kontinuert, og dermed differentiabel. 
hvis x går i en positiv retning så er f'(x) også posetiv. 
hvis f(x)=(a*a)+(x*x)+3 så er funktionen positv 
Hvis f(x) er positiv, så er f´(x) negativ 
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 Eksponential- og logaritmefunktioner, EFA 3: Læs s. 138-142 i GB1
Vi tegnede sidst graferne for ex og ln x( ), hvilke vi har gentaget disse nedenfor.
4− 2− 0 2 4
4−
2−
2
4
e
x
ln x( )
x
x
Vi kan på baggrund af graferne og vores snak sidst om funktioner og deres inverse forhåbentlig huske, at
funktionerne vil ophæve hinanden - altså således at eln x( ) x= , men lad os gennemføre nogle reelle beviser,
som du færdiggør og kommenterer!
Vi husker, at f x( ) ex=  og finv x( ) ln x( )=  . Vi kan derfor forsøge blot at bestemme de to funktionskald
nedenfor: Mine kommentarer står her...
finv f x( )( ) ...=
f finv x( )( ) ...=
Måske drillede det sidst funktionskald? Ok - lad os så se, om vi ikke kan klare den med et indirekte bevis.
Teksten er angivet til venstre, og det er din opgave at skrive den tilhørende matematik til højre! 
Jeg antager, at eln x( ) er forskellig fra x.
Jeg tager logaritmen på begge sider af lighedstegnet.
Jeg bruger logaritmeregnereglen om potenser.
Jeg har nu en identitet, der er en modstrid,
hvorfor jeg må konkludere, at min antagelse var forkert,
så eln x( ) er lig med x.
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Fint klaret. Prøv så også at benytte en lignende fremgangsmåde men denne gang i et direkte bevis!
Ok da, jeg har jo ellers lige bevist det! Jeg skriver altså følgende...
Det næste (naturlige...) spørgsmål er så, hvorfor man taler om den  naturlige eksponentialfunktion eller
logaritmefunktion. Der er flere årsager, men først lidt om hvorledes ln(x) er defineret: Den naturlige
logaritmefunktion er naturligvis den inverse til den naturlige eksponentialfunktion, og den viser sig at
modsvare arealet under grafen til funktionen f x( ) 1
x
= , regnet fra x=1 til argumentet til funktionen (det tal vi
ønsker logaritmen til). Hvis arealet ligger til venstre for x=1 svarende til et argument mindre end 1, er
logaritmen negativ - ellers er den positiv. Grafisk ser det således ud: 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3 1 6
Jeg bestemmer her arealet
ved en metode
(integralregning), som vi
skal lære senere:
A1
1
6
x
1
x
⌠


⌡
d=  
A1 1.7918=  
Vi bestemmer logaritmen til
6 med den indbyggede
funktion: ln 6( ) 1.7918= ,
hvilket ses at være det
samme som tidligere
beregnet som et areal. Det
er dog ikke et bevis!
Så vidt så godt. 
Et andet interessant faktum er, at hældningen for en tangent til grafen for den naturlige
eksponentialfunktion, ex, for ethvert x er ta-da... ex! Dette kan vises ved differentialregning, som vi også
skal lære lidt senere: 
x
e
xd
d
e
x
= , hvilket udtrykker, at hældningen af ex netop er ex,der i øvrigt også kan
skrives exp(x). Ja - kært barn mange navne! 
Bemærk at hvis hældningen af ex er ex, så må der gælde, at hældningen, hvor grafen skærer y-aksen, er
1, da e0 1= . Endelig indgår ex og ln(x) i løsningen til en laaang række tekniske ligninger og udtryk. Vi
vender tilbage til den naturlige eksponentialfunktion senere :-).
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Nu vi kender flere forskellige logaritmefunktioner, mangler vi at beskæftige os med omskrivning mellem
logaritmefunktioner, som ofte kan være ganske nyttigt. Lad os se på det! Du må meget gerne
kommentere!
Med udgangspunkt i ti-talslogaritmen haves
Kommentarer...
10log x( ) x=
ln 10log x( )( ) ln x( )=
log x( ) ln 10( )⋅ ln x( )= eller
log x( ) ln x( )
ln 10( )=
q.e.d.
Afslutningsvist lidt om tilvækst: Hvis en given størrelse til tidspunktet t1er N1og senere til tidspunkt t2 er 
N2 har vi haft en tilvækst, der kan regnes ud efter?
Der er da let: Vi gør blot således...
Korrekt, og hvis tilvæksten er negativ,
 betyder det blot at? 
Ja, så må der være tale om et...
Rigtigt igen - det kører derudaf :-). Hvis den ovenfor nævnte størrelse er en funktion, så taler vi om en
funktionstilvækst, ∆y ∆f= , der er betinget af en tilvækst i x, ∆x. Angiv nedenfor, hvorledes denne
funktionstilvækst beregnes og skitser dit svar på den højrestående graf!
Funktionstilvæksten beregnes ved:
0 2 4 6 8 10
20
40
60
80
Det ser godt ud - hvad er sammenhængen egentlig mellem monotoniforholdene og tilvæksten?
      Den er som følger...
Fint klaret!
Besvar nu følgende spørgsmål og angiv et eksempel efter eget valg.
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Besvar nu følgende spørgsmål og angiv et eksempel efter eget valg.
a) Hvor meget er den procentvise stigning, hvis en størrelse vokser fra y1 til y2?
b) Hvis en størrelse vokser p% fra f1 til f2, hvordan man man så beregne f2, og hvad er en
fremskrivningsfaktor?
c) Hvis en størrelse vokser med en faktor a fra f1 til f2, hvordan man man så beregne hvor mange procent
størrelsen er vokset med?
Jeg svarer lige her og husker eksemplerne...
Spørgsmål a) Eksempel a)
Spørgsmål b) Eksempel b)
Spørgsmål c) Eksempel c)
God fornøjelse!!!
Sten Bregnhoved
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Detektionstest 2 i 1. y på Helsingør Gymnasium
Studieretning: Matematik A, Fysik B, Kemi B
Elev Køn 1 2 3 4 5a 5b 5c 6 7 8 9a 9b 10a 10b 11 12a 12b 13 14 15a 15b 16a 16b 17a 17b 18 19 20 21a 21b 22 23
A F r d r f f r i f d f f i r r i f f r f f f i i r r r r f r r i f
AS F r f d r r f f f r f f f r r d f r f r r f r d r d f f f f f f f
AN M r d r r r f d f r f r d r r r r r r r r d r d r d r r r r r r r
ASK M r d d r f r i f d i i i r r d i i r r f i r i r r f r r r r d r
EL F r d r r r f f f r f f f r r d r d r r r d f f r d f r r r r d f
E F r f r r r f f f r f r i f f d r r r r r d r i r d f r f r r f f
F F r d r r r f f r d f f f r r r r r r r r d r r r d r f r r r r f
I F r r r r r f f f d r f f r r d r d r r r d r r r d r r f r r d f
J M r r d r r f r f r f f f r r d r d r r r r r r r r r f f r r r r
K F r r r r r f i f r r f f r r d r r f r r r r r r r r r f r r r f
M F r r r f r f f r r d f f r r d r d r r r d r d r r f r r f r d f
N F r d r r r f f f d f r f r r r r r r r r f r d r d f r f r r f r
O M r f d f i i r f d r f f r f d r r r r r d r d r r f f f r r r f
P F r r r r i r d f r r f f r r r r r r r r d r r r d f r r r r d r
R F r d r f r r f f d f r f r r d i i r r r i r r r f r r f r r f i
SA F r r r r r r f f d r r f r r d r r r r r f r i r r r r f r r d f
S M r r r r r r r f d f f f f f d r r r r r d r r r d r r f r r d r
T F r r f f r r r f d i f f f f d r r r r r d i i r d r r r r r i i
Antal rigtige 18 8 13 13 14 7 4 2 8 5 5 0 15 14 4 14 11 16 17 16 2 15 7 18 7 10 14 7 16 17 5 6
Antal delvis rigtige 0 7 4 0 0 0 2 0 10 1 0 1 0 0 13 0 4 0 0 0 10 0 5 0 10 0 0 0 0 0 7 0
Antal forkerte 0 3 1 5 2 10 9 16 0 10 12 14 3 4 0 2 1 2 1 2 4 1 1 0 1 8 4 11 2 1 4 10
Antal ubesvarede 0 0 0 0 2 1 3 0 0 2 1 3 0 0 1 2 2 0 0 0 2 2 5 0 0 0 0 0 0 0 2 2
Antal kvinder 13
Antal mænd 5
Sum af forkerte og ikke besvarede 0 3 1 5 4 11 12 16 0 12 13 17 3 4 1 4 3 2 1 2 6 3 6 0 1 8 4 11 2 1 6 12
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Detektionstest 2 i 1. y på Helsingør Gymnasium
Studieretning: Matematik A, Fysik B, Kemi B
Antal
Elev KønRigtige Delvis rigtige Forkerte Ikke besvarede Sum af forkerte og ikke besvarede
A F 12 2 12 6 18
AS F 11 4 17 0 17
AN M 23 6 3 0 3
ASK M 15 5 4 8 12
EL F 16 6 10 0 10
E F 16 3 11 2 13
F F 21 4 7 0 7
I F 19 6 7 0 7
J M 22 3 7 0 7
K F 23 1 7 1 8
M F 18 6 8 0 8
N F 19 4 9 0 9
O M 15 5 10 2 12
P F 23 4 4 1 5
R F 17 3 8 4 12
SA F 22 3 6 1 7
S M 20 5 7 0 7
T F 16 4 7 5 12
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Interview med O 
Hermed transskriptionen af interviewet med O, som der tog udgangspunkt I de spørgsmål, som O enten 
ikke havde besvaret, eller som O havde besvaret forkert.  
Spørgsmål 4 
Interviewer: Lad os kigge på opgave 4. Det er noget med, at du skal finde et eller flere mulige svar, som du 
anser for korrekte.  
Elev: Jo, selvfølgelig (Meget lang pause). Man kan godt svare b).  
Interviewer: Okay. 
Elev: (Lang pause igen) Man kan faktisk godt sige øhh, man har for det meste ret i det, men nogle gange er 
der nogle undtagelser som vist i det sidste eksempel. 
Interviewer: Det er en undtagelse? 
Elev: Det er en undtagelse eller øh, hvis det er mindre end 10, ja. Man kan sige, man kan gøre det med 
begge to, hvis man ganger..., hvis b er et negativt tal, eller om det er et positivt tal, så kan man enten få om 
det er mindre eller øh eller større. 
Interviewer: Ok, godt, så bladrer vi lige lidt. 
Spørgsmål 5 
Interviewer: I spørgsmål 5 er der et bevis, og når man har gennemgået beviset, er der et par spørgsmål, 
man skal tage stilling til. Kan du prøve at forklare mig, hvad der sker ned gennem beviset? 
Elev: (Meget lang pause)  
Interviewer: Du behøver ikke at læse hele beviset igennem, men kan du forklare mig hvad der sker til at 
begynde med? 
Elev: Nå, på den måde. Vi har et tal her, vi har et tal for a og et tal for b. Vi ganger med a på begge sider, så 
flytter vi a over på den anden side og ganger med det. Så får vi ab... 
Interviewer: Men hvordan kan vi så få ab=a^2? 
Elev: Øh, der står, at vi ganger med a på begge sider af lighedstegnet. Så hvis vi også ganger a med sig selv, 
får vi a^2. 
Interviewer: Ok - den er god nok. 
Elev: Så kan vi udregne det på en anden måde, ved at... man får det samme sådan set, hvis man siger a*b,  
ab, minus a^2, og det skal give 0, og det er det samme som hvis.. øh, det vi har gjort før. 
Interviewer: Hvordan kan det være det? Hvordan kan ab-a^2 give 0, når vi har ab=a^2? 
Elev: Vi har flyttet a^2 over på den anden side. 
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Interviewer: Det kan man sige, fint nok. Og så videre - så ganger vi med nul eller hvad? 
Elev: Ja, med... (lang pause) 
Interviewer: Det postulat her: 0=0*(b-a), er det korrekt? 
Elev: Ja, fordi hvad kan du ellers gange med nul, som vil give 0?   
Interviewer: Ok, den er også god nok. Hvad så med næste trin? 
Elev: Så har vi taget det, vi har gjort heroppe, og sat det ind i den her (peger korrekt på papiret) 
Interviewer: Ja, det er korrekt. Og videre? 
Elev: (lang pause) øh... 
Interviewer: Så dividerer vi med b-a, og så står der a=0. Da a er et hvilket som helst tal, konkluderer vi 
derfor, at alle tal er 0, og så er der de tre spørgsmål. Det første: Er det sandt at hvert tal er 0? 
Elev: Øh..nej (med tryk på nej - ikke tøvende). 
Interviewer: Hvad så med beviset - er det korrekt? 
Elev: Det kan man godt sige det er - på en måde, men konklusionen er ikke korrekt. 
Interviewer: Ok, så konklusionen er ikke korrekt - er beviset så korrekt? 
Elev: (lang pause) Ja, øhm da...  
Interviewer: Så giver opgave c) ingen mening, fordi du mener beviset er korrekt. 
Elev: Jeg skal lige tænke en ekstra gang over det. 
Interviewer: Det er fint. 
Elev: (meget lang pause) Der står, da a var vilkårligt valgt, er ethvert tal lig med 0. Øhm... 
Interviewer: Hvis vi bare kigger på denne sætning: a=0. Da a kan være alle tal, er alle tal lig 0. Hvis vi kun 
kigger på selve den sætning, hvad siger du så til det? 
Elev: Den bør ikke være sand, nej. 
Interviewer: Det er ikke logisk korrekt? 
Elev: At sige at alle tal er 0, nej. 
Interviewer: Nej, men hvis nu vi siger, at a=0, og a kan være alle mulige tal, kan man så tillade sig at 
konkludere, at alle mulige tal er nul. Hvis nu a=0 er vores præmis, hvad så? 
Elev: Hvis a=0, så er...øh… (Lang pause) 
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Interviewer: Det er fint nok. 
Elev: (afbryder) Jeg har det bare sådan, som om, at... jeg har... nu kan jeg ikke rigtig, men øh i hvert fald ved 
jeg, at det selvfølgelig ikke er rigtigt, og beviset må være forkert på én eller anden måde. 
Interviewer: Okay. 
Spørgsmål 6 
Interviewer: I opgaven er der en lille påstand. Vi kender sætningen om kvadratet på en toleddet størrelse, 
så hvad siger vi til, at det passer aldrig, at (x+y)^2=x^2+y^2? Du har i første omgang både svaret ja og 
måske, så kan du forklare lidt om, hvad du har tænkt der? 
Elev: Jeg skal lige se, hvad jeg har gjort (pause).  
Interviewer: Altså, du er kommet med to svar, ikke? 
Elev: Ja, det er jo lige det. Der har jeg sikkert været usikker, fordi i det her eksempel har vi sagt x^2, det er 
selvfølgelig x^2, plus y^2, men øh... jeg har nok sagt måske, jeg har tænkt på den regel, der siger, at det 
giver plus 2xy. 
Interviewer: Ja, der er det med, at vi skal huske det dobbelte produkt - det er det, du mener. Det er jo 
sådan en regel, vi kender. Så i virkeligheden kunne man spørge sig selv: Gælder den regel altid? Er der nogle 
tilfælde, hvor den regel ikke gælder? 
Elev: ...Hvis øhm (lang pause). 
Interviewer: Altså den regel, vi har hernede (peger på kvadratsætningen), gælder den regel altid? 
Elev: Ja, den har vi bevist. 
Interviewer: Hvad så med det, at kvadratet på den to-ledede størrelse (x+y)^2, kan den nogen gange være 
x^2 + y^2? 
Elev: (lang pause) 
Interviewer: Det er det, der bliver spurgt om. Der står nemlig: Det passer aldrig, at... 
Elev: Når nu vi har bevist det andet (kvadratsætningen), så bør det første ikke passe, fordi det er egentlig 
det samme man gør, når man udregner det. Man skal have plus 2xy oveni. 
Interviewer: Ja, vi er jo enige om, at den regel hernede er korrekt, ikke? Kan der være nogle særtilfælde, 
hvor sætningen reduceres til det øverste udtryk? 
Elev: Hm.., (lang pause) Jeg tænker ja, på nogen tidspunkter kan det godt holde. 
Interviewer: Ok, hvad kan det være for nogen tidspunkter, eller for hvilke værdier? 
Elev: For 0 for eksempel. Hvis man sætter 0 ind, så er det bare 0^2 +0 i øhh. Hvis y så også er 0, så 0^2. 
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Interviewer: Det er faktisk rigtigt. 
Elev: Hvis 2xy er 0, så behøver man ikke at regne den med. 
Interviewer: Ok, så hvis nu vi har fået øje på det lille argument, hvad så med selve udsagnet, selve 
opgaven? 
Elev: Så siger jeg nej. 
Interviewer: Det er rigtigt - super. 
Spørgsmål 7 
Interviewer: Du har tre forskellige forklaringer at vælge mellem. 
Elev: (meget lang pause) Alle tal kunne sættes ind i t eller hvad? 
Interviewer: Ja, altså spørgsmålet går på hvorfor det er forbudt at dividere et tal t med nul. Og så er der to 
dele der, ikke. Fordi der ikke findes noget tal, der ganget med 0 giver t Hvad betyder det? 
Elev: Fordi, når man dividerer med 0 gange t, så får vi et resultat. hvis man gangede det... Hvis man startede 
modsat og gangede det, så kan det ikke give det samme, t, som før. 
Interviewer: Okay, så vi skriver i virkeligheden vores division om til et produkt? 
Elev: Ja. 
Interviewer: Så hvis nu t selv er 0, hvad så?  
Elev: Så giver det nul uanset hvad. 
Interviewer: Ja, det er det, der står. Så nu vi har fået den afklaring, hvad så - a), b) eller c)? 
Elev: c) 
Interviewer: Okay.  
Spørgsmål 9 
Interviewer: Det var noget med en ret linje, der hedder y=ax, og linjen går gennem origo (0,0). Og så 
kommer spørgsmålet: Passer det, at enhver ret linje... 
Elev: (Meget lang pause) Hvis a er en konstant, så tænker jeg, at man godt kan påstå, at det er rigtigt. 
Interviewer: Ok, så du siger ja. 
Elev: Jeg siger ja. 
Spørgsmål 10 
Interviewer: I den næste opgave om gæsterne på café, har du svaret Nej, og det er faktisk korrekt. Prøv at 
begrunde hvorfor. 
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Elev: Jeg læser lige en gang, så jeg kan huske det (lang pause). Øhm..., fordi på det tid for... fordi 80 % kan 
være af et kort antal, øh fordi 80 % kan være af for eksempel kun 10 personer, og 80% kan også være af 20 
personer. Det vil sige, at hvis 80 % af kvinderne går på café, så tager man det af et meget stort antal. Det 
kan det ikke være. 
Interviewer: Okay, når du siger meget stort antal, hvad er det så, vi snakker om? 
Elev: Når du har sagt at det er korrekt, at 80 % af pigerne og eller kvinder går på café, så vil det sige at... Jeg 
ved ikke om du mente af befolkningen på det tidspunkt, men hvis..  
Interviewer: Hvis det var befolkningen, hvad så? 
Elev: Man kigger heller ikke på mændenes antal, derfor er det så et nej, jeg har svaret. 
Spørgsmål 17 
Interviewer: Vi skal se på en taxatur. Hvad siger du til det? 
Elev: Jeg kan regne den her ved at sige... (de to priser regnes korrekt ud på papiret). Spørgsmålet er så, om 
han har betalt dobbelt så meget... nej. 
Interviewer: Super, og den næste. 
Spørgsmål 18 
Interviewer: Det er nævnt et udsagn i opgaven, og det fremgår, at udsagnet ikke er sandt, men hvilke tal 
kan vi vælge her til at vise, at det ikke er sandt?  
Elev: Jeg skal lige se en gang (pause)... Ja, hvis man sætter 1 ind for eksempel, hvis vi siger 1^2, så det er lig 
med 1, så kan man sætte... -½ ind.  
Interviewer: Altså, det andet svar, du har valgt i første omgang, er a=0. 
Elev: Ja, jeg kører dem lige igennem. 
Interviewer: Okay. 
Elev: Ja, selvfølgelig er det a=0, for hvis vi sætter 0^2 er det 0, 0=0. 
Interviewer: Dette udsagn, nu peger jeg lige på det, hvad betyder det, sådan udtrykt med ord? 
Elev: At et tal ganget med sig selv skal være større end det.. end a fra starten af eller lig med. 
Interviewer: Okay, så når du så har valgt løsning b) og d), så er det der, hvor højre- og venstresider er lig 
hinanden. 
Elev: Ja. 
Interviewer: Det er korrekt. Hvad er det, opgaven egentlig går ud på? Kunne du lige prøve at læse den 
sidste sætning? 
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Elev: Hvilke følgende værdier af a kan bruges til at vise, at udsagnet er falsk? (tavshed) 
Interviewer: Viser a=0, at udsagnet er falsk? 
Elev: Det gør det selvfølgelig ikke. 
Interviewer: Nej. 
Elev: Og det gør a=1 heller ikke. Det gør -½.  
Interviewer: Aha. Er der andre værdier? 
Elev: Øhm.. Det er der ikke, nej. 
Interviewer: Godt 
Elev: (afbryder) For hvis vi sætter 1/10 i anden, så får vi vel øhm, noget der er større end den første værdi, 
og så gælder det så ikke, og det er det samme med 0,2. 
Interviewer: Okay, så hvis a=1/10 så er a^2 større end eller... 
Elev: Større end. 
Interviewer: Kunne du prøve at skrive ned på papiret, hvad 1/10 i anden er? 
Elev: Det giver 1/100. 
Interviewer: Godt, vi går videre. 
Spørgsmål 19 
Interviewer: Søren siger, at en firesidet figur med lige lange sider er et kvadrat. Så har vi fire figurer 
nedenfor, og du skal vælge én af dem som argumentation for, at det, Søren siger, er noget vrøvl. Hvad vil 
du vælge? 
Elev: .... 
Interviewer: Faktisk har du valgt denne figur (peger på trapezet). Prøv at forklare hvorfor. 
Elev: Øhm... fordi det ikke er fire lige lange sider. 
Interviewer: Ja, den har ikke fire lige lange sider, så når nu Søren påstår, at en figur med fire lige langer 
sider er et kvadrat, kan vi så bruge den figur til at argumentere for, at han ikke har ret? 
Elev: Nej, det kan vi selvfølgelig ikke. 
Interviewer: ´Hvorfor? 
Elev: Fordi den ikke har fire lige lange sider - selvfølgelig. 
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Interviewer: Rigtigt - så vi kunne begynde med at finde de figurer, der har fire lige lange sider. Hvilke er 
det? 
Elev: Den her, den her... og den her (peger på kvadratet, femkanten og romben). 
Interviewer: Prøv lige at tælle siderne igen. 
Elev: Nå jå, den har fire sider, den har undskyld fem sider. 
Interviewer: Vi har nu valgt to figurer. Kan begge figurer bruges til at afvise Sørens påstand? 
Elev: Nej, Det her er jo et kvadrat i forvejen, så det er den sidste figur. 
Interviewer: Videre til sidste spørgsmål. 
Spørgsmål 23 
Interviewer: Du har i opgave 23 sagt Nej - den er den opgave, der handler om en n'te del. Kan du prøve at 
begrunde, hvorfor du har svaret Nej? 
Elev: (eleven læser, men kommer ikke med nogen bud) 
Interviewer: Hvad går spørgsmålet egentlig ud på? Kunne vi prøve at tale lidt om det? 
Elev: Ja, jeg skal bevise, at 1/n hvor n er et positivt helt tal, kan give mig et .. det mindste positive tal som 
muligt. 
Interviewer: Jae, at det kan blive vilkårligt lille og positivt, ikke? 
Elev: Vilkårligt lille. 
Interviewer: Ja, nu siger du, at vi skal bevise det. Skal vi egentlig bevise det? 
Elev: Nej. 
Interviewer: Nej, hvad er det så, du skal? 
Elev: Jeg skal være enig i ovenstående, jeg skal se om det er rigtigt eller forkert. 
Interviewer: Ja, okay, du skal tage stilling til hvorvidt det, der står, er korrekt, og det betyder vel, at du skal 
prøve at løbe beviset igennem. 
Elev: Ja, det er bare mig, der vrøvler. 
Interviewer: Det gør ikke noget, men hvad siger du til det? 
Elev: (Beviset læses op i sin helhed, herefter pause) 
Interviewer: Hvad siger du til det? 
Elev: Jeg skal lige... 
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Interviewer: Nu har vi jo arbejdet med forskellige typer af beviser. Kan du... 
Elev: (afbryder) Hvis vi lægger én til, så vil tallet jo blive endnu mindre. 
Interviewer: Ja, altså tallet i nævneren? 
Elev: Tallet i nævneren. 
Interviewer: Ja, det er fuldstændig rigtigt. Hvad mener du så om beviset? 
Elev: At det er korrekt. Antagelsen er forkert. 
Interviewer: Antagelsen er forkert? 
Elev: Ja, den første antagelse er forkert, den anden er ... 
Interviewer: Så lad os lige blive enige om, hvad den første antagelse er. 
Elev: Øh, vi har 1/"n". 
Interviewer: Altså store N? 
Elev: Store N, ja.  
Interviewer: Det er rigtigt, så det kan du konstatere faktisk er forkert, hvad vil det så betyde? 
Elev: Hvad øh..? 
Interviewer: Hvad betyder det så, når nu vores antagelse eller forudsætning er forkert? 
Elev: Øhm... Kan jeg lige få den igen? 
Interviewer: Ja, du siger, antagelsen om at der er rent faktisk findes en mindste positiv n'te del 
Elev: (afbryder) er forkert, ja. 
Interviewer: Hvad betyder det så, hvis antagelsen er forkert? 
Elev: At der er en anden antagelse, som siger noget andet, som bør være korrekt. 
Interviewer: Ja, men hvad er så det for en anden antagelse? 
Elev: Det er der, hvor vi plusser med en i nævneren. 
Interviewer: Jae, okay. Kan du huske, hvad sådan en bevistype kaldes? 
Elev: Nej, det kan jeg ikke huske. 
Interviewer: Okay, det er fint. 
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Interviews med E 
Hermed transskriptionen af interviewet med E, som der tog udgangspunkt i de spørgsmål, som E enten ikke 
havde besvaret, eller som E havde besvaret forkert.  
Spørgsmål 2 
Interviewer:  ...så hvis nu vi starter med spørgsmål 2, kan vi så prøve at snakke lidt om hvordan du er 
kommet frem til dit svar, og hvis det indbefatter noget matematik, så må du gerne skrive det her på 
papiret. 
Elev: Ja, okay. Det er jo fordi, at når man rykker 38x over på den anden side.. Så hvis vi har 38x plus 72  er lig 
med 38 x, så ved at rykke 38x over på den anden side, så skifter det fortegn, og så kan vi se, at 38x minus 38 
x giver 0, og når vi kan se, at 72 er lig med 0... - det er jo ikke sandt, så derfor kan den ikke passe. 
Interviewer: Hvad kan ikke passe? Når du siger "den", hvad mener du så? 
Elev: Ligningen, så vil der ikke være nogen løsning. 
Spørgsmål 5b og 5c 
Interviewer: Det er opgaven med det meget smarte bevis. Prøv lige at læse det for dig selv, så du kan se, 
hvad det handler om. 
Elev: Okay...(lang pause) Jeg kan ikke huske helt, hvad det var, jeg svarede på den her, men jeg tror, at det 
var et eller andet med at øhm, er det rigtigt, når jeg siger, at man ikke har lov til at gange med 0 på... 
Interviewer: Det var faktisk det, du skrev i dit svar. Så kunne du prøve at vise, hvor det er henne i beviset og 
så skrive det ned? 
Elev:Ja, jeg tænker, det går galt, når der står, at 0 gange hvad som helst er 0, at 0 gange b-a i parentes er 0. 
Interviewer: Så det er ikke rigtigt, det der står her (peger på 0*(b-a))? 
Elev: Det er det jo, når det står sådan der, men ikke i forhold til det, der står "inde", hvis man kan sige det 
sådan. Fordi man kan jo sige, hvis 0 gange... så kan alt, altså hvis man kan for eksempel sige.. det e jo står er 
jo, at 0 gange hvad som helst er 0, og det er jo sandt nok, men so i den kontekst, de bruger det, så vil det jo 
være det samme som at sige at, 1 er lig med 2, fordi de begge to gange 0 giver 0, så 1 er lig med to. Hvis det 
giver mening på den måde.  
Interviewer: Så det der er faktisk sandt (peger på 0=0*(b-a)). Har man så lov til at sætte det ind her (peger 
på a*(b-1)=0=0*(b-a))? 
Elev: Ja, eller det har man ikke, kan man sige. 
Interviewer: Vi har at a*(b-a) er lig med 0, og 0*(b-a)=0, og så kan man sætte dem lig hinanden? 
Elev: (Lang pause) Jeg bliver lidt faldet af på den. 
Interviewer: Ok - det er fint nok - vi går videre. 
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Spørgsmål 6 
Interviewer: Spørgsmålet er her, om det fremførte argument holder. Vi ved jo, at sætningen om kvadratet 
på en toleddet størrelse er sand. Hvad tænker du om det? 
Elev: Øhm, umiddelbart så tænker jeg, at det der står ikke kan passe. 
Interviewer: Det kan ikke passe? 
Elev:Ja, netop fordi det dobbelte produkt mangler. 
Interviewer: Ok, du mangler det dobbelte produkt. 
Elev:Ja. 
Interviewer: Og sætningen hernede er sand, men hvad er det egentlig spørgsmålet er? Der står jo "Det 
passer aldrig, at... ". Hvad ligger der egentlig i det? 
Elev: At det ikke er muligt eller at det aldrig vil ske, at det kunne blive altså.. 
Interviewer: Det er rigtigt, så det er altså ikke fordi der stilles spørgsmålstegn ved sætningen. 
Elev: Nej, det er det ovenover. 
Interviewer: Så spørgsmålet er, om der kan være undtagelser? 
Elev: Det tænker jeg umiddelbart, at der ikke kan være - netop fordi hvis de her, altså 2 x y ikke findes, kan 
man sige, så vil det jo være nul, så vil de her - altså x og y indgår både her og her. 
Interviewer: Det er jo meget interessant, for i virkeligheden siger du, at hvis det her skal være korrekt, så 
må det betyde, at 2xy=0. Kan det lade sig gøre? 
Elev: Øhm... (lang pause) 
Interviewer: Du har skrevet 2xy=0 på papiret, og det er faktisk det, der er forskellen på de to udtryk i 
opgaven. 
Elev: Ja... 
Interviewer: Kunne man forestille sig nogle værdier, hvorom det galt, at 2xy=0? 
Elev: Altså det jeg sidder og tænker lige nu, det er at, hvis når man ganger det her, så vil det jo ikke kunne 
give 0 sådan umiddelbart, fordi der ikke er noget, der bliver... altså det vil altid.. 
Interviewer: Hvad er det, der skal til, for at noget kan bliver nul, hvis man har et produkt? 
Elev: Så skal man gange det med 0. 
Interviewer: Ok, så det du har skrevet der: 2*x*y, det kan aldrig blive nul? 
Elev: Med mindre x eller y er nul. 
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Interviewer: Hvad nu hvis x eller y er lig med 0? 
Elev: Så gælder den der jo ikke (peger på kvadratsætningen). Så vil det jo være 0 i anden... det er vel 0 
også.... 
Interviewer: Det er jo rigtigt nok, men så vil der vel også stå nul her (peger på (x+y)^2)? 
Elev: Jo, så vil der stå nul her hvis x eller y er nul. 
Interviewer: Så det kan ikke passe? 
Elev: Ikke umiddelbart. 
Interviewer: Ok - det er fint, vi går videre. 
Spørgsmål 8 
Interviewer: Det var opgaven med nationalproduktet, som vi kender per indbygger i USA og Danmark, og så 
skulle vurdere det ræsonnement, der ligger der. 
Elev: Øhm, ja der var man så valgt at tage et gennemsnit af de to lande, så det er vel bare gennemsnittet for 
det nationale produkt per indbygger både i USA og Danmark set under ét. 
Interviewer: Så hvis du skulle vurdere det, er det så et ræsonnement, der er okay, eller er det et 
ræsonnement, der ikke er okay? 
Elev: Mmm, altså det er vel okay, fordi at det er opgjort per indbygger, hvilket så vil sige, at Danmarks og 
USAs størrelse er ligegyldig. 
Interviewer: Ok, hvis vi nu tog nogle pæne runde tal og sagde, at at nationalproduktet per indbygger i 
Danmark var 10.000$, hvor meget var det samlede nationalprodukt så? 
Elev: Vi skulle så gange med det samlede antal indbyggere i Danmark. 
Interviewer: Ok, lad os tage et rundt tal der også og bruge 5 mio. 
Elev: OK (der regnes). 
Interviewer: Godt, så gør vi noget lignende med nationalproduktet i USA og bruger 15.000 $ og 200 mio. 
indbyggere. 
Elev: OK (der regnes igen) 
Interviewer: Hvordan bestemmer vi så nationalproduktet for USA og Danmark som en helhed? 
Elev: (en lille pause) Man kunne så prøve at lægge nationalprodukterne og indbyggerne sammen og så 
dividere. Man ville selvfølgelig få et andet tal end i opgaven. 
Interviewer: Ja, det har du ret i, og gennemsnittet beregnet som før ville jo blive 10.000 plus 15.000, der er 
25.000 og så ville vi dividere med 2 og få 12.500. Ville vi få det, hvis vi regner det ud, som du sagde før? 
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Elev: ... 
Interviewer: Jeg kan også spørge på en anden måde: I dit forslag indgår indbyggertallet, og det gør det ikke i 
gennemsnittet? 
Elev: Nej, men det gør det jo sådan set, for det er per indbygger. Man har jo bare allerede divideret det op i. 
Interviewer: Ok. 
Spørgsmål 9 
Interviewer: Her er der det med en ligning, hvor du har svaret nej til spørgsmålet, men jeg mangler en 
begrundelse. 
Elev: (lang pause) 
Interviewer: Du har faktisk svaret rigtigt, det er superfint. 
Elev: Ja, jeg sidder lige og tænker over, hvorfor jeg svarede nej. 
Interviewer: Ja. 
Elev: (lang pause) Jeg kan simpelthen ikke huske, hvorfor jeg svarede nej. 
Interviewer: : Kan du prøve at tegne et koordinatsystem og en linje y=ax? 
Elev: Okay, så hvis vi har y=ax og a er 2, så ligger den sådan. 
Interviewer: Ja, det er rigtigt. Så det er et eksempel på en linje, der hedder y=ax. Det er vi enige om? 
Elev: Ja.  
Interviewer: Spørgsmålet er så, om det er rigtigt at påstå, at enhver ret linje, der går gennem origo, har 
ligningen y=ax. 
Elev:... 
Interviewer: Så alle de rette linjer, du overhovedet kunne tænke dig at tegne, og så går gennem punktet 
(0,0), de har sådan en regneforskrift? 
Elev: Jeg tror, jeg tænkte, at det var noget med at hvis… lad os sige... altså der er mange rette linjer, der kan 
gå gennem... hvis nu den ligger op ad selve y-aksen, eller x-aksen. Det var det, jeg tænkte.  
Interviewer: Aha, hvad er ligningen for sådan en ret linje, som ligger på y-aksen? 
Elev: Den er vel y=0, eller y=y.. er jeg helt.. 
Interviewer: y=0 ligger på x-aksen. 
Elev: Nå ja, så det er x=0. 
Interviewer: Ja, det er fuldstændigt rigtigt. 
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Elev: Så ligger den sådan (linjen tegnes). 
Spørgsmål 10a og 10b 
Interviewer: I denne opgave er der noget med 80 % af gæsterne på caféer er piger, og så er der et postulat. 
Du har svaret Ja/nej - altså begge dele. 
Elev: Ja, jeg tror, at jeg læste den forkert, da jeg svarede på det her spørgsmål. 
Interviewer: Ok - fint nok, så prøv at komme med et nyt bud. 
Elev: Øhm, at det kan man ikke antage, fordi at.. hvad kan man sige, det er to forskellige målinger eller, hvis 
det giver mening, hvor den ene, de første 80 % repræsenterer dem, der går på café, og derfor kan man ikke 
at det repræsenterer resten af befolkningen. 
Interviewer: Flot, videre til næste. 
Spørgsmål 16b 
Interviewer: Så er det spørgsmål 16b, som omhandler en terning. Og du har svaret rigtigt, nemlig ja. Kan du 
begrunde det? 
Elev: Jeg tror, jeg sagde, hvis man har længde gange bredde gange højde, og så skal det hele stå i...hvad var 
det jeg sagde, det skulle stå øhm...Det skulle så være gange 2 (skriver udtrykket 2*(l*b*h) ned på papiret). 
Sådan dér. 
Interviewer: Ja, bliver det så 8 gange så stort? 
Elev: Øh.. 
Interviewer: Hvad er det, der bliver dobbelt så stort i opgaven? 
Elev: Det er jo kanterne, så det er længden og bredden og højden, der vil være to gange så store. 
Interviewer: Det er rigtigt, og derfor kan vi skrive? Altså, det er både længde og bredden og højden, ikke? 
Elev: Det skal være 2 længde gange 2 bredde gange 2 højde, og det bliver så 2 gange 2, det er fire og 4 
gange to, det er 8. 
Interviewer: Og postulatet er, at volumen bliver 8 gange så stort, så det holder? 
Elev: Ja. 
Interviewer: Fantastisk! 
Spørgsmål 18 
Interviewer: Du har her sat nogle cirkler om nogle tal, og du skal i opgaven vise, at udsagnet er falsk. 
Elev: Det gjorde jeg så bare ved at sætte de her tal, som a var lig med, ind på a's plads, og så se om det 
passede. 
Interviewer: Okay. 
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Elev: Med den første kan vi sige: -½ i anden skal være større end eller lig med -½. Det er minus, så det giver 
0.25, og det er så større end -½, så den passer. 
Interviewer: Okay, kan man så vælge det her tal for at vise, at udsagnet er falsk? 
Elev: Nej. 
Interviewer: Okay, godt, hvad så med den næste? 
Elev: Åh, den kan man jo så heller ikke bruge, fordi 0 i anden det er 0, og det er lig med 0.  
Interviewer: Ja, det er rigtigt. 
Elev: Den næste det er (skriver udsagnet med 1/10 substitueret for a), og så 1/10 i anden, det er...jeg skal 
lige gange det (ganger 0,1 med sig selv på papiret). Bliver det ikke 0,1?   
Interviewer: 1/10, hvad er det som decimaltal? 
Elev: 0,1 
Interviewer: Kan du få det samme, når du ganger, som du havde til at begynde med? 
Elev: Ja, hvis du ganger 1 med 1. 
Interviewer: Ja, okay, 0 gange 0 holder også, men 2*2 giver ikke 2 :-). Okay, du får 0,01 her. Hvad så med 
udsagnet? 
Elev: Øhm, den er jo mindre, end det vi startede med, så den kan vi godt bruge. 
Interviewer: Det kan vi bruge, og d)? a=1, kan det bruges? 
Elev: Den kan vi ikke bruge, for så bliver udsagnet sandt. 
Interviewer: Præcis. 
Elev: Så.., det bliver 0,04, og det kan vi jo allerede se, at det er mindre end 0,2, så den kan vi også godt 
bruge til at vise, at det ikke passer. 
Interviewer: Det er rigtigt. 
Spørgsmål 20 
Interviewer: Der har vi to udsagn, og du skal svare på, om indholdet i Ayas og Alis udsagn er det samme. 
Elev: Øh, jeg svarede ja til den her, ikke? 
Interviewer: Du svarede ja, så det har du ret i. 
Elev: Og ja, det er fordi, at de siger det samme. De siger det bare i forskellig rækkefølge.Man kan sige, hvor 
at Aya nævner det med produktet til sidst og summen først, og Ali gør det modsatte.  
Interviewer: Så rækkefølgen betyder ikke noget? 
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Elev: Ikke i det her, kan man sige.. det er jo... 
Interviewer: Så hvis summen af to heltal er lige, så ved vi deres produkt er ulige. og det er så det samme 
som at sige, at hvis produktet af de to heltal er ulige, så er deres sum lige? Der er ingen forskel på det? 
Elev: Jo... jeg er lidt i tvivl. 
Interviewer: Ja? Hvis der er en forskel, hvad er den så, tror du?  
Elev: Altså, der er jo den forskel, at man har to forskellige udgangspunkter. 
Interviewer: Det er da rigtigt, vi har to forskellige udgangspunkter, så svaret her vil være..? 
Elev: Nej. 
Spørgsmål 22 
Interviewer: Det er den med terningerne. Du skriver: "Terningen er designet således, at værdien på de to 
modstående sider er 7", og det er jo sådan set rigtigt nok, og så skriver du noget med 12 ud af 36 lig med 
1/3 af forsøgene vil få udfaldet 7. Kan du prøve at få hængt de ting sammen? 
Elev: Ja, jeg tror, jeg tænkte det der med, at der vil være 36 forskellige udkom, hvoraf 12 af dem så ville give 
7.  
Interviewer: Hvad ville det for eksempel være for nogen? 
Elev: hvis du nu for eksempel siger 1 + 6 og 2+5 og 3+4 og, hvad var det... 4+3 og 5+2 og så 6+1.  
Interviewer: Hvor mange muligheder er det? 
Elev: Det er 6, men så tænkte jeg, at fordi det var to.. nej nu skal jeg lige tænke efter. Altså der er jo 6 
muligheder, og jeg kan ikke huske, hvorfor jeg skrev 12. Jeg tror, det var fordi, jeg bildte mig selv ind, at der 
var to muligheder. 
Interviewer: Ja. 
Elev: Så der er 6 ud af 36.  
Spørgsmål 23 
Interviewer: Det er et lille bevis. Kan du se, hvad det er for en type bevis? 
Elev: ...hvad mener du med... 
Interviewer: Vi har arbejdet med forskellige typer af beviser i AT-ugen sidst. Vi har haft direkte bevis, vi har 
haft induktionsbevis, vi har haft modstridsbevis, vi har haft geometrisk bevis for eksempel. 
Elev: Ja, øhm.. Ikke geometrisk i hvert fald :-). 
Interviewer: Lad os bare bruge udelukkelsesmetoden. Er det et induktionsbevis? Det er jo også lidt specielt. 
Kan du huske lidt om det? 
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Elev: Ikke helt 100. Jeg er lidt i tvivl med nogle af dem, hvad det var.  
Interviewer: Det er ikke et induktionsbevis. 
Elev: Øh, er det direkte...? 
Interviewer: Det er nu indirekte, men bortset fra det, hvad tænker du så om beviset. Er det et helt korrekt 
bevis for, at en n'te del kan blive så lille et positivt tal som vi ønsker? 
Elev: (lang pause, medens beviset læses) Jeg er ikke helt sikker på, at jeg forstår spørgsmålet. 
Interviewer: Nej, okay: Der er et bevis her, beviset viser antageligt, at 1/n kan blive så lille et positivt tal, 
som vi har lyst til at få, altså en million'te del, en milliard'te del eller en trillion'te del og så videre. Og her er 
angiveligt et bevis for det. Spørgsmålet er: Er det et bevis, eller er det ikke et bevis? 
Elev: Jeg vil nok sige, at det ikke gjaldt, fordi det er lidt intetsigende, at man bare, når man plusser 1 til... 
altså det er jo selvfølgelig sandt det her, men det beviser jo ikke, at der ikke findes..., at vi ikke kan lave det 
mindste positive tal som muligt. Det beviser jo bare at, at øhm.. 1 divideret med N vil være større end... 
Interviewer: Ja, men hvis nu vi kigger på den første del her (peger på beviset) og antager, at der rent faktisk 
findes et mindste positivt tal, altså vi kan ikke finde et mindre positivt tal, så 1/N er det allermindste 
positive tal, du overhovedet kan finde.  
Elev: Det passer jo heller ikke, for man kan jo blive ved og ved og ved, indtil... 
Interviewer: Det er rigtigt, så vores antagelse er forkert. Hvad må det så betyde? 
Elev: At hele beviset er forkert. 
Interviewer: Hvis vores antagelse er, at der findes et mindste positivt tal, og vi så viser, at det ikke er rigtigt, 
hvad er konklusionen så? 
Elev: Nå, så må det være at... 
Interviewer: Altså, antagelse var: Der findes et mindste positivt tal. 
Elev: Så må vi jo konkludere, at vores antagelse var forkert. 
Interviewer: Det er rigtigt, og hvad er så følgen af, at vores antagelse, om at der findes et mindste positivt 
tal, er forkert? 
Elev: At der ikke findes et mindste positivt tal. 
Interviewer: Præcis, ja. Vi kan med andre ord komme så tæt på nul, som vi måtte have lyst til, så når nu vi 
husker det, er dette så et bevis (peger på beviset)? 
Elev: Det er det...vel. 
Interviewer: Ja, det er det, og det er tilmed et modstridsbevis: Jeg har antaget noget. Nu viser det sig, at 
være forkert, så derfor må det modsatte af min antagelse gøre sig gældende. 
Del 2, side 207 af 271
Bilag C25 
 
Elev: Ja, for man beviser jo at antagelsen er forkert. 
Interviewer: Ja, det er rigtigt. 
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Spørgeskema til eleverne om matematik 
Skalaspørgsmål 
1. Matematiske problemer har kun ét og kun ét rigtigt svar. 
2. Der er kun én korrekt metode i forhold til at løse et givent problem I matematik. 
3. Man kan ikke forvente, at normale elever kan forstå matematikken, der blot skal huskes udenad. 
4. Matematik er en aktivitet, der bedst udføres alene uden andres medvirken. 
5. Hvis en elev har forstået matematikken, kan ethvert problem løses på højst 5 minutter. 
6. Den matematik, vi lærer på gymnasiet, har intet at gøre med den virkelige verden. 
7. Matematiske beviser er irrelevante i relation til udvikling og innovation. 
8. Jeg synes godt om matematik. 
9. Jeg ved, hvad der forventes af mig i matematikundervisningen. 
10. Jeg læser på lektien hver gang.  
11. Jeg besvarer EFA’erne hver gang. 
12. Jeg afleverer mine hjemmeopgaver hver gang. 
13. Beviser er en naturlig og nødvendig del af matematikken. 
14. Beviser hjælper mig til at forstå matematikken bedre. 
15. Bevisførelse er svært. 
16. Jeg kender flere forskellige former for beviser. 
17. Hvis man kan give tilstrækkeligt mange eksempler på en sætning eller en regel, er det et bevis. 
18. Hvis en sætning skal modbevises, skal der mange eksempler til. 
19. Et induktionsbevis bruges, hvis en sætning, der gælder for alle reelle tal, skal bevises. 
20. Ved et modstridsbevis begynder man med at antage noget, der er forkert. 
21. Et direkte bevis er et bevis, hvor man i en række trin logisk udleder en sandhed. 
22. Bevisførelse er en nødvendig del af matematikken. 
Bemærk at spørgsmål, som egentlig skal besvares med et rigtigt eller forkert er valgt som et skalaspørgsmål, 
da svaret på for eksempel 7 da må være udtryk for et eller andet… 
Åbne spørgsmål 
1. Hvad er matematisk ræsonnement?  
2. Hvad er et matematisk bevis? 
3. Hvordan beviser vi matematiske påstande? 
4. Hvorfor beviser vi matematiske påstande 
5. Hvilke forskellige typer af beviser kender du? 
6. Er der nogle beviser eller bevistyper, der er bedre end andre? 
7. Hvad kan et bevis indeholde? 
8. Hvilke trin kan der være i et bevis? 
9. Hvad er et godt bevis? 
10. Hvorfor er bevisførelse så svært? 
11. Er alle de beviser, vi fører i undervisningen komplette? 
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Spørgsmål om matematikforestillinger
Skalaspørgsmål 1. 
Matematiske problemer 
har kun ét og kun ét 
rigtigt svar.
Skalaspørgsmål 2. Der 
er kun én korrekt 
metode i forhold til at 
løse et givent problem I 
matematik.
Skalaspørgsmål 3. Man 
kan ikke forvente, at 
normale elever kan 
forstå matematikken, der 
blot skal huskes udenad.
Skalaspørgsmål 4. 
Matematik er en 
aktivitet, der bedst 
udføres alene uden 
andres medvirken.
Skalaspørgsmål 5. Hvis 
en elev har forstået 
matematikken, kan 
ethvert problem løses på 
højst 5 minutter.
Skalaspørgsmål 6. Den 
matematik, vi lærer på 
gymnasiet, har intet at 
gøre med den virkelige 
verden.
Skalaspørgsmål 7. 
Matematiske beviser er 
irrelevante i relation til 
udvikling og innovation.
Skalaspørgsmål 8. Jeg 
synes godt om 
matematik.
1 1 9 1 7 3 5 10
1 1 5 1 1 3 6 8
3 1 3 1 1 1 3 8
10 2 2 8 6 2 2 9
1 2 3 5 2 3 2 8
3 4 6 6 8 3 3 9
3 5 2 2 3 3 5 9
1 1 1 3 1 1 1 10
10 1 8 1 1 1 1 10
2 1 2 7 2 3 8 10
10 1 6 2 9 1 1 8
2 9 7 4 8 7 4 7
4 2 5 5 7 2 2 9
7 3 8 2 8 1 1 9
5 5 7 2 2 2 5 8
8 1 6 1 2 1 3 7
3 2 2 1 5 1 2 9
9 1 5 5 2 3 3 9
Min 1 1 1 1 1 1 1 7
Nedre 2 1 2,25 1 2 1 2 8
Median 3 1,5 5 2 2,5 2 3 9
Øvre 7,75 2,75 6,75 5 7 3 4,75 9
Max 10 9 9 8 9 7 8 10
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Spørgsmål om den didaktiske kontrakt
Skalaspørgsmål 9. Jeg 
ved, hvad der forventes 
af mig i matematik-
undervisningen.
Skalaspørgsmål 10. Jeg 
læser på lektien hver 
gang. 
Skalaspørgsmål 11. Jeg 
besvarer EFA’erne hver 
gang.
Skalaspørgsmål 12. Jeg 
afleverer mine 
hjemmeopgaver hver 
gang.
9 9 6 10
8 9 8 9
8 9 9 10
7 8 8 10
9 7 6 7
8 10 10 10
8 9 10 10
10 10 9 10
10 10 8 10
10 8 8 9
7 9 9 10
8 9 8 9
9 9 8 10
9 9 9 10
7 8 7 10
7 9 9 8
7 8 9 9
7 10 9 10
Min 7 7 6 7
Nedre 7 8,25 8 9
Median 8 9 8,5 10
Øvre 9 9 9 10
Max 10 10 10 10
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Spørgsmål om holdninger til bevisførelse
Skalaspørgsmål 13. 
Beviser er en naturlig og 
nødvendig del af 
matematikken.
Skalaspørgsmål 14. 
Beviser hjælper mig til at 
forstå matematikken 
bedre.
Skalaspørgsmål 15. 
Bevisførelse er svært.
Skalaspørgsmål 16. Jeg 
kender flere forskellige 
former for beviser.
Skalaspørgsmål 17. Hvis 
man kan give 
tilstrækkeligt mange 
eksempler på en 
sætning eller en regel, er 
det et bevis.
Skalaspørgsmål 18. Hvis 
en sætning skal 
modbevises, skal der 
mange eksempler til.
Skalaspørgsmål 19. Et 
induktionsbevis bruges, 
hvis en sætning, der 
gælder for alle reelle tal, 
skal bevises.
Skalaspørgsmål 20. Ved 
et modstridsbevis 
begynder man med at 
antage noget, der er 
forkert.
Skalaspørgsmål 21. Et 
direkte bevis er et bevis, 
hvor man i en række trin 
logisk udleder en 
sandhed.
Skalaspørgsmål 22. 
Bevisførelse er en 
nødvendig del af 
matematikken.
7 8 8 10 1 1 10 10 8 9
9 8 7 10 1 1 1 1 10 10
10 10 4 10 1 1 1 9 10 10
10 9 3 10 1 1 4 10 10 9
8 9 6 8 2 2 5 6 8 8
9 10 4 10 3 3 9 8 10 10
9 8 8 8 3 3 3 4 7 8
10 10 6 10 1 1 8 1 10 3
10 10 8 10 1 1 1 3 10 10
9 9 10 10 2 1 1 10 10 9
10 6 10 8 1 1 8 10 10 10
9 7 8 3 1 2 6 8 9 8
7 10 7 7 1 1 3 8 8 9
9 8 9 5 3 2 5 9 10 6
7 7 7 10 1 2 9 7 7 10
10 8 8 10 2 1 2 10 10 10
10 9 6 10 2 3 1 10 10 10
7 9 6 8 1 1 5 10 10 7
Min 7 6 3 3 1 1 1 1 7 3
Nedre 8,25 8 6 8 1 1 1,25 6,25 8,25 8
Median 9 9 7 10 1 1 4,5 8,5 10 9
Øvre 10 9,75 8 10 2 2 7,5 10 10 10
Max 10 10 10 10 3 3 10 10 10 10
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Spørgsmål om viden om bevisførelse
Åbent spørgsmål 1. 
Hvad er matematisk 
ræsonnement? 
Åbent spørgsmål 2. 
Hvad er et matematisk 
bevis?
Åbent spørgsmål 3. 
Hvordan beviser vi 
matematiske påstande?
Åbent spørgsmål 4. 
Hvorfor beviser vi 
matematiske påstande
Åbent spørgsmål 5. 
Hvilke forskellige typer 
af beviser kender du?
Åbent spørgsmål 6. Er 
der nogle beviser eller 
bevistyper, der er bedre 
end andre?
Åbent spørgsmål 7. 
Hvad kan et bevis 
indeholde?
Åbent spørgsmål 8. 
Hvilke trin kan der være 
i et bevis?
Åbent spørgsmål 9. 
Hvad er et godt bevis?
Åbent spørgsmål 10. 
Hvorfor er bevisførelse 
så svært?
Åbent spørgsmål 11. Er 
alle de beviser, vi fører i 
undervisningen 
komplette?
Matematisk 
tankegang/argumentatio
n??
Et matematisk bevis 
kunne være et bevis 
med bogstaver, hvori 
man så beviser, at 
sætningen så må gælde 
for alle tal. Men der 
findes flere former for 
beviser. 
Der er vel forskellige 
metoder alt efter, hvilket 
påstand? En måde at 
gøre det på kunne være 
at vise, at påstanden 
gælder for n = 1, og n + 
1, for så at konkludere, 
at påstanden gælder for 
alle tal (Matematisk 
induktion)
1. for at forstå, hvordan 
vi kan gøre som vi gør. 
2. for at vise at 
postanden ikke blot er et 
postulat
Direkte-, indirekte- 
geometrisk bevis, samt 
matematisk induktion. 
Nej, men nogle typer 
giver mere mening end 
andre. 
Det kan indeholde 
tegninger - geometrisk 
bevis. 
Antagelse, manipulation, 
konklusion af enten 
forkert eller rigtig 
antagelse - er ikke helt 
sikker på spørgsmålet....
Et der er udført korrekt, 
et som er forståeligt, 
gerne et med tegninger - 
den visuelle del gør det 
nemmere at forstå.
Fordi når man regner 
med bogstaver kan det 
være svært at se 
rigtigheden i det. Hvis 
man regner med tal, kan 
man hurtigt se 
meningen og være enig 
i svaret - især fordi 
lommeregneren som 
regel er enig med dig - 
deraf bliver man 
bekræftet. 
Hvis du med komplette 
mener, at vi også 
beviser andre 
sætninger, som vi 
benytter for at bevise 
den egentlige ting, så 
nej.
At man gennem beviser 
argumenterer sig frem til 
en sætning/et nyt bevis.
Et argument for at et 
postulat er enten sandt 
eller falsk.
For at have noget at 
arbejde med og gå 
udfra.
Så vi ved at vores 
senere udregninger er 
sande
Induktion, geometrisk, 
direkte, indirekte og 
modstrids.
Det kommer an på hvad 
man skal bevise. Algebra, geometri o.s.v. -
Hvor alle regler er 
overholdt, og postulatet 
enten bliver be- eller 
afkraftet.
Fordi det ikke er 
indlysende. Det håber jeg da
Det er når man via 
logiske regler 
ræsonnerer sig frem til 
et logisk resultat
Man viser at et udsagn 
faktisk gælder, ved at 
regne med symboler og 
beskrive med tekst
Vi viser vha symboler at 
påstanden gælder
så vi har bedre indblik i 
matematikken, vi kan 
huske hvorfor det er 
sådan det er.
Direkte-, indirekte-, 
modstridendebevis
Direkte bevis er bedre 
end indirekte Algebra
Der skal være 
udledende, beviser. 
Et godt bevis regnes 
med symbolder, samt 
tekst og matematik til så 
læseren kan forstå hvad 
der sker.
Det er en ny form for 
matematik at blive 
introduceret til.
Nej vel ikke alle er, fx da 
vi havde geometri
Brug af matematiske 
regler
Et matematisk bevis er 
et bevis hvor man ved 
hjælp af grundsætninger 
og nogle forudsætninger 
kan vise at noget er 
sandt eller falsk 
Ved at kombinere 
forskellige sætninger
For at man ved at det 
man gør er rigtigt
Induktionsbevis, 
deduktionsbevis, direkte 
bevis, indirekte bevis, et 
modbevis.
Nej, alle beviser er vel 
gode
Eksempler, aksiomer, 
argumenter, figurer
man kommer med en 
hypotese, man laver 
nogle forudsætninger, 
man benytter aksiomer 
og udnytter dem til at 
lave nogle andre 
generelle regler
Et gennemført bevis 
med sande 
forudsætninger
at komme videre, skridt 
for skridt, De fleste er. 
Det, fx at tage nogle 
definition og 
argumentere sig frem til 
deres rigtighed
Et argument, der beviser 
en sætning, regel mm.
Fx ved hjælp af 
bogstaver
For at bevise at man 
ikke sidder og laver 
noget der er hul i 
hovedet
Direkte -, indirekte-, 
induktions og 
modstridsbevis
Beviser med bogstaver - 
ikke figurer Forklaring Konklusion
Èt, som selv jeg forstår 
(og som også er rigtigt)
Fordi man skal 
argumentere uden at 
blive sur på hele verden ja
Jeg mener at det er et 
slags "matematisk 
argument" men er ikke 
helt sikker :-)
I et matematisk bevis 
bruger man noget viden 
man har, til at bevise 
noget ukendt viden
ved hjælp af noget viden 
vi allerede har
for at formidle 
matematikken, og for at 
gøre det nemmere at 
kunne forklare videre og 
huske
Direkte, Indirekte, 
induktion, opdeling i 
tilfælde og den type vi 
havde om i AT, fx alle 
alle mennesker trækker 
vejret, Thomas er et 
menneske, så thomas 
trækker vejret... 
derudover er der også 
beviser der ikke har 
noget med matematik at 
gøre...
ja, det kommer dog an 
på hvad der skal 
bevises. F.eks kan det 
give mening at fremføre 
et "direkte bevis" i nogle 
sammenhæng, hvor det 
i andre sammenhæng 
kan være bedre at lave 
et indirekte..
En sætning. som er et 
slags udsagn, selve 
beviset og så en 
konklusion
sætning, bevis, 
konklusion
I et godt bevis, er et 
bevis hvor a
ved ikke hvordan jeg 
skal forklare det 
Ja for det meste (der har 
vidst været en lille 
undtagelse, hvor du 
sprang lidt af 
bevisføringen over, da 
beviset ikke var så 
vigtigt)
forklaring af noget 
matematik (tænke over 
det)
En måde på matematisk 
vis at bekræfte eller 
afkræfte matematiske 
hypoteser
Ved hjælp af tidligere 
beviste matematiske 
regler og evt. aksiomer
for at blive overbevist 
om at det er rigtigt og vi 
kan finde generelle 
formler
indirekte, direkte, 
(modstridsbevis), 
(induktions bevis)
Personligt synes jeg 
bedst om direkte beviser
figuerer, tal 
(beregninger), grafer..
Man har vel i hvert fald 
en hypotese, som man 
gerne vil bevise og så 
nogle, beregnende trin, 
for til sidst at kunne 
bevise eller afvise 
hypotesen
Et der overholder de 
matematiske regler og 
er til at forstå
Da der er så mange 
matematiske muligheder 
og man skal regne ud 
hvilken af dem der vil 
bevise ens påstand Ja, det synes jeg
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det er når man skal 
argumenterer for en 
definition og derved kan 
man udlede et 
matematisk udtryk eller 
sætning
kort sagt er beviset et 
logisk argument for en 
påstand
Det kommer an på 
metoden som skal 
bruges og hvad man har 
med at gøre, men man 
kan prøve på at 
"realisere" det - fx. Vi 
starter med at 
agumentere -> hvis vi 
har at gøre med en 
trekant, og vores 
påstand er at da siden c 
er mindre end siden a, 
er vinkel C mindre end 
vinkel A - vi kan iagttag 
en trekant og derefter 
prøve at bevise ved fx. 
at gøre en vinkel størrer 
og se hvad der sker med 
den modstående katete -
vi finder så ud af at den 
modstående side bliver 
større i takt med vinklen 
og at det er vinklen der 
strækker kateten ud
så vi får en opfattelse af 
baggrunden af vores 
viden og hvad vi arbejde 
med
Modstridsbeviser, 
direkte bevis og 
inddirekte bevis, 
induktion 
det kommer vel an på 
hvad man skal bevise - 
men ellers er 
modstrids"metoden" fin 
at bruge
"udledning" af en 
påstand - det kommer 
an på hvad man skal 
bevise og hvilken 
metode man vil bruge..
man kan starte med at 
modstride en sætning og 
derefter udbygge dette 
ved brug af et af de 
kendte metoder
et godt bevis, er et bevis 
der indeholder alle 
mellemtrin til hvordan en 
sætning er udledt. Alle 
formler skal med og 
forklaring til 
fremgangsmåden skal 
beskrives detaljeret så 
læseren forstår hvad der 
sker og menes - det er 
vigtigt for læseren at 
kunne "spotte" den 
brugte metoder let
man skal "indblande" 
mange områder indenfor 
matematiken og det kan 
blive langt og avanceret
Ja - alle beviser er 
"fuldført eller 
gennemført med alle 
trin" - således at vi 
forstår de "gemte" 
detaljer bag bl.a./fx. 
formler
Et bevis eller en 
konklusion der er 
bygget, udelukkende på 
matematik. Man kan 
eventuelt inddrage logik, 
men man kan diskutere 
om dette nu bliver kaldt 
et matematisk 
ræsonnement eller 
noget andet
En matematisk analyse 
af et problem der tager 
(helst) udgangspunkt i 
flere forskellige metoder, 
for at komme frem til 
den samme konklusion
ved at tage et generelt 
exempel (regne 
symbolsk) og derved 
konkludere at noget er 
rigtigt
For at se om vi har 
forstået vores verden 
rigtigt. Det kan også 
bruges til at finde ud af 
andre ting i fx fysik eller 
kemi eller for den sags 
skyld noget andet der er 
baseret på logik og hvor 
matematik er inddraget
indirekte og direkte og 
den deduktive metode 
og den induktive metode
nej, fordi alle bygger på 
de grundlæggende 
samme principper for 
logik og de deraf ledte 
matematiske regler
grafisk bearbejdning 
eller en anden form for 
bearbejdning der gør 
problemet nemmere at 
forstå. Hvis der er en 
generel ting man skal 
undgå, er det at bruge 
sin logiske sans (helt 
uden supplerende 
matematik) fordi denne i 
mange tilfælde ikke er 
bygget til at forstå alle 
problemer af 
matematikken. feks 
giver summen af 
1+2+3+4+5+6+7+8+9+1
0.......  til uendelig = -
1/12, hvilket i sig selv er 
komplet ulogisk for 
nærmest alle, lige meget 
hvor logisk man tænker 
med hensyn til normale 
ting. Man skal dog ikke 
forkaste dette totalt da 
nogle ting er mere 
logiske når man tænker 
over det, end hvis man 
bare har matematikken, 
så matematik og 
logikken skal egentlig 
arbejde sammen i de 
fleste tilfælde for at 
man starter normalt med 
en førhen bevist 
matematisk sætning 
eller noget man ved er 
rigtigt. Derefter kan man 
omformulere dette så 
man logisk kommer 
frem til en anden 
matematisk sætning vha 
kendte regler indenfor 
matematikken. Dette 
kan så eventuelt testes 
grafisk, men dette er 
ikke nødvendigt 
medmindre man skal 
bevise at en matematisk 
sætning der omhandler 
det grafiske er rigtigt og 
det er bevisførelsen kan 
være besværlig på 
denne måde, hvis man 
ikke kender alt til grafisk 
regning og de deraf 
følgende regneregler for 
denne form for 
matematik
Et bevis der beviser 
noget for alle reelle tal 
(eller så stor en mulig 
mængde af disse som 
muligt). Man kan dog 
også arbejde med 
imaginære tal, men 
disse optræder relativt 
sjældent i forhold til de 
reelle.
fordi der kun er én 
løsning til et bestemt 
matematisk problem. 
Der er i mange tilfælde 
flere måder at komme 
frem til denne, men det 
er alligevel meget svært, 
da man ikke kan følge 
en bestemt skabelon for 
bevisførelse generelt
Det er vel umuligt at 
lave et delvist bevis, da 
man ikke er sikker på at 
man har bevist noget i 
denne situation. Men 
hvis man tager 
udgangspunkt i vores 
erfaringer, må man 
konkludere at man 
selvfølgelig kan 
behandle beviserne 
yderligere for at komme 
frem til et eller andet, 
andet bevis, men for 
hvad vi skal bruge det til 
er det tilstrækkeligt, ikke 
at gå ad denne vej, fordi 
vi har alt hvad vi skal 
bruge, ved at udføre det 
enkle bevis
Det, at man har nogle 
matematiske 
definitioner, og med 
disse argumenterer frem 
til en sætning. 
Det, at man viser, at et 
matematisk udsagn er 
korrekt vha. 
argumentation, og 
dermed logik.
Med argumentation, og 
dermed ny matematik 
kombineret med logik.
Så man kan se, hvorvidt 
påstanden er sand eller 
ej.
Direkte bevis, indirekte 
bevis og 
induktionsbevis.
Direkte og indirekte 
beviser er de mest 
dækkende, hvorimod 
induktionsbeviset kun 
gælder for naturlige tal.
Matematik, logik, 
geometri, andre 
matematiske beviser.
I f.eks. et 
induktionsbevis lægger 
man ud med at bevise 
en sætning for et 
bestemt naturligt tal, 
f.eks. 1. Dernæst 
beviser man for tallet 
n+1, sådan at man får 
dækket alle naturlige tal.
Et bevis, der er 
dybdegående nok og 
med logikken i orden.
Beviser, specielt de 
geometriske af slagsen, 
kræver en del kreativitet. 
Dernæst er der et 
problem, der hedder: Er 
beviset nu 
fyldestgørende nok? 
Hvor dybt skal man 
bevæge sig, før at det er 
tilstrækkeligt?
Næsten. Et bevis kan 
benytte sig af sætninger, 
der i sig selv kræver 
beviser. Disse beviser 
indeholder sætninger, 
der også bevises osv. 
osv. F.eks. er flere af 
vores førte geometriske 
beviser ukomplette i den 
forstand.
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Er at tage f.eks. en 
defintion og 
argumentere sig frem til 
en sætning 
Er hvor man beviser om 
en matematisk påstand 
er sand eller falsk, 
hvilket man kan gøre 
med de forskellige 
bevistyper.
Matematiske påstande 
kan bevises på 
forskellige måder, det 
kan f.eks. gøres ved et 
direkte eller indirekte 
bevis.
Vi beviser matematiske 
påstande, fordi at være 
sikre på at det rent 
faktisk er sandt og derfor 
kan udnyttes i den 
virkelige verden.  
Jeg kender et 
direktebevis, et 
inddirektebevis og et 
matematisk 
induktionsbevis.
Jeg vil mene at der i 
forhold til specifik 
påstand kan være nogle 
bevistyper, der kan gøre 
det nemmere at bevise 
påstanden og som gør 
det mere forståeligt. 
Et bevi kan indeholde 
flere elementer og flere 
beviser, så som grafiske 
beviser og eksempler.
Man har fx en sætning 
og dernæst vælge en 
bevistype der passer 
bedst til 
påstanden/sætningen og 
så bevise det og drage 
en konklusion ud fra det 
til sidst
Et godt bevis er når 
påstanden fuldstændig 
er bevist og der ikke er 
nogen tvivl om at den er 
sand.
For det første så er det 
et helt nyt element i 
matematikken som man 
ikke er vandt tl fra 
folkeskolen. Så er det 
også svært fordi det er 
svært at vide hvordan 
man skal bevise 
forskellige former for 
påstande..
Ikke altid, da man nogle 
gange skal bevise 
mange ting i et bevis, 
som er grundlæggende, 
men ellers ja.
Det ved jeg ikke
Et matematisk bevis er 
en måde at vise om en 
formel, sætning eller et 
udtryk er sandt.
Jeg ved ikke hvordan 
jeg skal forklare det
For at be- eller afkræfte 
dem
Induktion, indirekte og 
direkte. Nej
Jeg ved ikke hvordan 
jeg skal forklare det Det ved jeg ikke
Det er et der be- eller 
afkræfter vores 
antagelse
Bevisførelse er svært 
fordi der er en masse 
ting  man skal holde styr 
på og det er svært at 
finde ud af hvordan man 
skal gribe det an Ja, det tror jeg
:(
Det, i modsætning til de 
fleste andre beviser, er 
når man vha. nogle 
forudsætninger og logik 
kan finde en absolut 
sandhed der ikke kan 
diskuteres (det kan dog 
modbevises)
ud fra nogle 
forudsætninger bruger vi 
logik og allerede bevist 
matematik til at udføre 
nye beviser.
For at skabe nogle 
universelle regler vi kan 
benytte os af uden tvivl 
om det muligvis er en 
undtagelse og det måke 
ikke vil fungere.
induktion, direkte, 
indirekte, 
modstridsbevis
Det er afhængigt af 
hvad man skal bevise.
nogle logiske præmisser 
som man kan drage 
konklusioner fra.
En antagelse, 
udregninger og 
konklusion. 
Et hvor man ud fra en 
række logiske trin kan 
udrage og konkludere en 
universel sandhed der 
gælder for alle 
tal/situationer (eller alle 
indenfor nogle satte 
grænser) 
Man skal tage højde for 
at logikens præmiser 
stemmer overens. Forhåbentligt..
Ved jeg ikke! Et bevis?
Hvor man be eller 
afkræfter en påstand 
Ved enten at lave et 
indirekte eller direkte 
bevis
For at be eller afkræfte 
vores påstande Indirekte, direkte bevis Ved jeg ikke
Det be eller afkræfter 
vores påstande
Ved jeg ikke helt, det vel 
forskelligt tror jeg
Hvor der bliver be-eller 
afkræftet en påstand og 
får og til at forstå 
matematikken bedre
Fordi man skal holde 
styr på mange ting! Og 
det jeg synes der er 
sværest er hvordan man 
skal gribe det an Ja
Ved det ikke
Det er udledning af 
formler, sætninger og 
udtryk
Ved at vi ender med at 
bekræfte eller afkræfte 
påstanden
for at vi kan ende med 
en sandhed
Induktion, direkte, og 
indirekte.modstrid ved jeg ikke Påstand, 
Starter med at have en 
sætning eller udtryk, der 
derefter bevises, og 
kommer så frem til et 
eller andet. 
Man ender med at 
komme frem til en 
sandhed
Synes der er mange ting 
man skal tage høj, og 
det kan ende med at 
blive lidt noget rod og 
uoverskueligt ved jeg ikke
Matematisk 
ræsonnement er når 
man tager en 
forudsætning i et bevis 
og argumentere sig 
frem. Så det er trinene i 
et givent bevis. 
Et matematisk bevis er 
en udledning af en 
formel, sætning eller et 
udtryk. 
Det er meget abstrakt da 
det variere efter hvad vi 
ønsker at bevise. Men 
man skal argumentere 
sig frem via matematik, 
for at bevise (eller 
modbevise) en sætning 
eller formel ved at 
betragte "baggrunden" 
for sætningen/formlen.
Fordi, at hvis vi ikke 
beviser vores påstande 
kan vi ikke vide om det 
er korrekt. At føre 
beviser kan også give 
en bedre forståelse for 
stoffet. 
Indirekte bevis, direkte 
bevis, induktion.
Jeg mener ikke at der er 
nogen bevistype der er 
direkte bedre end andre, 
men der er nogle man 
bruger mere end andre 
og nogen typer der vil 
være mere relevante 
end andre i forskellige 
situationer. 
Et bevis kan indholde 
meget alt efter beviset.
Mange alt afhængelig af 
beviset. Men der vil 
være en antagelse, en 
bevisførelse og en 
konklusion.
Et godt bevis er vel et 
bevis der ender med en 
konklusion. I et godt 
bevis vil alle formler og 
sætninger brugt i beviset 
også være 
bevist/begrundet.  
Fordi det tit kræver 
bagrundsviden for andre 
aspekter af 
matematikken som 
regneregler, formler osv.
Ikke alle, går jeg ud fra. 
Da nogle beviser gør 
brug af andre 
matematiske formler, 
regneregler, udsagn og 
formler, vil et komplet 
bevis gøre krav på 
beviser for for de 
matematiske antagelser 
osv. der bliver brugt i 
fremgangsmåden. 
Det er den logiske 
fremgangsmåde, 
hvormed man udleder 
en matematisk slutning 
ud fra en definition eller 
sætning.
Den underbyggende 
logiske argumentation 
bag en matematisk 
sætning.
Vi beviser matematiske 
påstande vha. flere 
forskellige typer 
bevisførelse, dog har vi 
primært beskæftiget os 
med direkte beviser. 
Direkte beviser beror på 
en definitioner eller en 
antagelse, som man 
antager er sand, og ud 
fra dette udleder man et 
udtryk eller formel, der 
også må være sand 
som konsekvens af det 
matematiske 
ræssonnement.
Vi beviser matematiske 
påstande, da de 
underbygger al den 
matematik, som vi 
udfører. Det er derfor 
rart at vide, at de er 
gældende og følgeligt, 
at vores resultater er 
korrekte.
Direkte bevis, indirekte 
bevis (herunder 
modstridsbevis)o og 
induktionsbevis.
I nogle sammenhænge 
vil en visse typer 
bevisførelse ikke være 
fyldestgørende.
Matematiske definitioner 
og sætninger. 
Algebraiske udtryk. 
Geometri. Illustrerende 
eksempler. Tekst. 
Det første trin kunne 
være den påstand man 
ønsker at bevise. Derfor 
kunne definitionen eller 
sætning, der ligger til 
grund for det ønskede 
bevis nedskrive. Ved et 
indirekte bevis tager 
man udgangspunkt i, at 
det man ønsker at 
bevise er falsk. Derefter 
kan man vha. af 
algebra, geometri eller 
tekst nå en logisk 
slutning, der i et 
indirekte bevis er en 
form for modstrid, der så 
nødvendigvis må 
betyde, at den 
indledende påstand er 
sand.
Et godt bevis er en 
logisk konklusion af det 
matematiske 
ræssonnement. 
Bevisførelse er nødt til 
at være dækkende. Det 
går ikke at en udledt 
formel kun virker 
eksempelvis 50% af 
tiden.
Nej, i undervisningen 
bygger beviserne på en 
del forudsætninger, der 
ikke altid bevises (i hvert 
fald ikke altid med det 
samme).
...
Det er, når man kommer 
frem til at noget gælder. ...
En af grundene er, at vi 
derefter kan bruge 
sætningerne uden at 
udføre hele beviset hver 
gang, for vi har allerede 
bevist det.
Induktion, deduktion, 
direkte, indirekte
Det kommer an på, hvad 
formålet med beviset er. 
Hvis det skal bevise, at 
en sætning gælder for 
alle tal/alle naturlige 
tal/alle reelle tal, er 
nogle bevistyper bedre 
end andre
Udgangspunkt, 
begrænsninger...
F.eks. opskrive 
begrænsninger...
God argumentation og 
bevisførelse, evt. 
begrænsninger noteret...
Det kan være svært, 
hvis man ikke forstår de 
enkelte trin i 
bevisførelsen.
Ikke alle - vi udelader 
måske nogle gange 
dele, som man egentlig 
burde bevise først for at 
kunne bruge det i vores 
bevis
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Logikspørgsmå l 
Implikationer 
Er ”Det regner, så gaden er våd” ensbetydende med ”Gaden er våd, så det regner”? 
Når en cirkel er en ellipse, er enhver ellipse så også en cirkel? 
Hvis Niels er jyde og dermed dansker, er enhver dansker så jyde?  
Hvis x=2, er x2 =4. Kan vi så tillade os at skrive ”Hvis x2=4, er x=2”? 
Bi-implikationer 
Hvis vinkel C i trekant ABC er 90°, er a2+b2=c2. Kan vi deraf slutte, at hvis a2+b2=c2, så er trekant ABC retvinklet? 
Er ”15 går op i tallet T” det samme som ”3 og 5 går op i tallet T”? 
Er ”Malingen er våd” ensbetydende med ”Malingen er ikke tør”? 
Er 2+2x=2 ækvivalent med 2x=0? 
Negation, konjunktion, disjunktion 
Er det sandt, at 3 er et primtal og 2 går op i 16? 
Er det sandt, at 4 er et primtal eller 2+2=4? 
Hvis det er sandt, at ”7 er et primtal”, er det så sandt, at ”7 er ikke et primtal”? 
Hvis det er sandt, at ”14 er et primtal”, er det så sandt, at ”14 er ikke et primtal”? 
Vi har to udsagn: p: ”Niels elsker Pia” og q: ”Pia elsker Niels”. 
Er det sandt, at 
a) Niels og Pia elsker hinanden? 
b) Niels elsker Pia, men Pia elsker ikke Niels? 
c) Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
d) Det er ikke sandt, at Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
e) Det er ikke sandt, at Niels og Pia elsker hinanden? 
f) Enten elsker Niels Pia eller også elsker Pia ikke Niels? 
Vi har nu to andre udsagn: p: ”Niels elsker Pia” og q: ”Pia elsker ikke Niels”. 
Er det sandt, at: 
a) Niels og Pia elsker hinanden? 
b) Niels elsker Pia, men Pia elsker ikke Niels? 
c) Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
d) Det er ikke sandt, at Niels og Pia ikke elsker hinanden? 
e) Det er ikke sandt, at Niels og Pia elsker hinanden? 
f) Enten elsker Niels Pia eller også elsker Pia ikke Niels? 
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Spørgsmå l med beviser 
Direkte 
Vis at, (a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3 
I bedes ofte på EFA’erne om at beskrive hvert trin i et bevis - denne gang skal I i en sammenhængende tekst 
overordnet beskrive ”idéen” eller ”bevisgangen” i følgende lille bevis, der viser én af de sætninger, vi allerede 
kender, på en anden måde: 
a=a ⇔ ln(a)=ln(a) ⇔ ln(
𝑎
𝑏
∙ 𝑏)=ln(a) ⇔ ln(
𝑎
𝑏
)+ln(b)=ln(a) ⇔ ln(
𝑎
𝑏
)=ln(a)-ln(b) 
Oversæt følgende tekst til matematisk argumentation:  
To linjer, m og n, er ortogonale. Vi vil vise, at produktet af de to linjers hældningskoefficient er -1. Vi tegner derfor to 
linjer, der står vinkelret på hinanden, i et koordinatsystem, hvor x-aksen er vandret. Lad den ene linje have en positiv 
hældning og den anden linje en negativ hældning. Der tegnes en vandret streg gennem linjernes skæringspunkt 
(benævnt A), og en lodret streg, der skærer x-aksen i den x-værdi, der er netop én større end x-værdien i 
skæringspunktet A. Nederste skæringspunkt mellem linje og lodret streg kaldes B, det andet kaldes C. 
Skæringspunktet mellem lodret og vandret streg kaldes D. Vi har dermed følgende:  er vinklen til vandret 
for den ene linje i ΔABD, og  er vinklen til vandret for den anden linje i ΔADC. Vi kan dermed opstille 
følgende: Da linjerne er ortogonale, må summen af vinklerne v og z være 90 grader, hvoraf vi kan bestemme et 
udtryk for z. Af vinkelsummen i trekanten ABD kan bestemmes et udtryk for vinklen B, hvori vinklen z indgår, hvorfor 
vi kan substituere det netop fundne udtryk for vinklen z, hvormed vi kan finde, at vinkel B er lig med vinkel v. Endelig 
kan vi opstille tangens til B og tangens til v. Da de to udtryk for tangens til v og B er ens, kan de sættes lig med 
hinanden og heraf kan den søgte sætning udledes. 
Beskriv for hver opgave, hvad der var sværest. 
Indirekte ved modstrid 
Beskriv for hvert trin hvad der sker i det følgende indirekte bevis. 
Vi vil bevise, at hvis a.b=c, så er 𝑎 ≤ √𝑐 𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟 𝑏 ≤ √𝑐 (a, b og c er alle positive, reelle tal). 
a.b=c  ⇒ 𝑎 > √𝑐, 𝑏 > √𝑐  
 𝑎 > √𝑐 ⇔ 𝑎 ∙ √𝑐 > √𝑐 ∙ √𝑐 ⇔ 𝑎 ∙ √𝑐 > 𝑐 
𝑏 > √𝑐 ⇔ 𝑎 ∙ 𝑏 > 𝑎 ∙ √𝑐 > 𝑐 ⇒ 𝑎 ∙ 𝑏 > 𝑐 
 a∙ 𝑏 = 𝑐 ⇒ 𝑎 ≤ √𝑐 𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟 𝑏 ≤ √𝑐 
Omskriv det følgende direkte bevis til et indirekte bevis - husk den vigtige tekst! 
Vi vil vise, at hvis n er lige, så er n2 også lige: 
n=2k ⇒ n2=(2k)2 ⇔ n2=4k2 ⇔ n2=2(2k2) 
Vis ved et indirekte bevis, at når x=2, så er 3x-5≠10. 
Beskriv for hver opgave, hvad der var sværest, og angiv forskellen på denne bevistype og den forrige. 
BAD z
DAC v
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Induktion 
Nedenfor vises et induktionsbevis, hvor du skal beskrive hvert enkelt trin. 
Vis at 1+2+3+…+n=n(n+1)/2 for alle positive heltal n. 
1: n=1:  1=1(1+1)/2=1 
2: n=k:  1+2+3+…+k=k(k+1)/2 
3: n=k+1:  1+2+3+…+k+k+1=(k+1)(k+1+1)/2 
 k(k+1)/2+k+1=(k+1)(k+2)/2 
 k(k+1)/2+2(k+1)/2=(k+1)(k+2)/2 
 (k(k+1)+2(k+1))/2=(k+1)(k+2)/2 
 (k+1)(k+2)/2=(k+1)(k+2)/2 
Nedenfor vises endnu et induktionsbevis, hvor du skal beskrive hvert enkelt trin. Beviser handler om summen af de 
første n ulige heltal. 
Vis at 1+3+5+…+(2n-1)=n2for alle positive, ulige heltal n. 
1: n=1:  1=12=1 
2: n=k:  1+2+3+…+(2k-1)=k2 
3: n=k+1:  1+2+3+…+(2k-1)+(2(k+1)-1)=(k+1)2 
 k2+(2(k+1)-1)=(k+1)2 
 k2+2k+1=(k+1)2 
 (k+1)2=(k+1)2 
Forklar overordnet princippet i et induktionsbevis. 
Vis ved induktion at følgende sætning ikke gælder for alle 𝑛 ∈ 𝑁: 2𝑛 > 2 ∙ 𝑛 og vis for hvilke positive heltal den 
gælder. 
Beskriv for hver opgave, hvad der var sværest. 
 
For en god ordens skyld skal der gøres opmærksom på, at der naturligvis findes flere forskellige bevistyper . 
God fornøjelse!!! 
Sten Bregnhoved 
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Optælling af logikspørgsmål
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22 23 24
Nej Nej Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Ja Nej Ja Ja
Nej Ja Nej Ja Nej Ja Nej Ja Ja Ja Nej Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Nej Ja Nej
Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Nej Ja Ja Nej
Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Nej Nej Ja Nej
Nej Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej
Nej Nej Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Ja Nej Ja Ja
Nej Ja Nej Ja Ja Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Ja Nej Ja Nej
Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Ja Nej Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Nej Nej Nej Ja Ja
Nej Ja Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Nej Nej Ja Ja
Nej Ja Nej Nej Ja Nej Ja Nej Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej
Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Nej
Nej Nej Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Ja Ja Nej
Nej Ja Nej Ja Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Nej Ja Nej
Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Ja Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Nej Ja Ja
Nej Ja Nej Nej Ja Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Nej Nej Ja Ja
Nej Ja Nej Ja Ja Ja Ja Ja Ja Ja Nej Nej Ja Nej Nej Ja Ja Nej Nej Ja Nej Ja Ja Nej
Nej Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Nej Nej Nej Ja Nej Nej Ja Nej Nej Nej Ja Ja Nej Ja Ja
17 7 17 10 10 14 15 15 16 14 17 15 17 17 17 16 16 6 17 16 9 15 17 7
Fejlprocent 0 59 0 41 41 18 12 12 6 18 0 12 0 0 0 6 6 65 0 6 47 12 0 59
Matematik Matematik Eller Negation Eller
Matematik
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Spørgsmål med beviser
1.) Vis at aC b 3 = a3 C 3 a2bC 3 ab2 C b3
aC b $ aC b $ aC b
a2 C b2 C 2 ab $ aC b =
a3 C a2bC b2aC b3 C 2 a2bC 2 ab2
a3 C a2bC ab2 C 2 abbC 2 ab2 = a3 C 3 a2bC 3 ab2 C b3
2.)
- Vi ved at: a = a og det skal kommenteres.
- Der startes med at jeg tager den naturlige logartime på begge sidder af lighedstegnet.
- Der ganges med b og divideres med argumentet på venstre side af lighedstegnet.
- Regnereglen der siger at log xy = log x C log y  kan nu bruges - det skal også selv bevises.
- På venstre side af lighedstegnet isoleres nu log
x
y
 - som nu giver: log
x
y
= log x K log y
3.)
4.) 
For første opgave: Man skal kunne opdele et stykke og multiplicere ind i parenteserne.
For anden opgave: Man skal kunne sine logaritmeregler og hvad de bruges til
Indirekte ved modstrid
1.)
- a og b ændres såldes  at vi kan lave et modstrid
- vi antager derfor det modsatte for a og b og siger de er større end c
- for første tilfælde med aO c  forlænges der først med c  på begge sider af lighedstegnet.
- derved fås a$ c O c da roddene går ud med hinanden og der forbliver kun ét c. 
- for det andet tilfælde med bO c  forlænges der med a
- da resultaterne af de to tilfælde ikke går op - således vil det modsatte være bevist
- og da vil a$b = c0 a% c  eller b% c
2.)
Jeg skal lave et inddirekte bevis:
Vi vil vise, at hvis n er lige, så er n2 også lige:
n = 2 k0 n2 s 2 k 2 5 n2 s 4 k2 5 n2 = 2 2 k 2
Jeg har grundudtrykket der er n = 2 k
Denne prøver jeg at modbevise ved at lave en modstrid.
Da der siges at resultatet n2 s 2 2 k 2 ikke er lig hinanden er det modsatte bevist og
derved er det inddirekte bevis lavet.
3.)
Jeg skal vise at hvis x = 2 så er 3 xK 5 s 10
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Jeg siger i stedet at hvis x = 2 så er 3 xK 5 = 10
Jeg indsætter 2 i formlen og det giver mig:
3 xK 5 = 10 5
3$2 K 5 = 10 5
6K 5 = 10
Da 6-5 selvfølgelig ikke giver 10 så er det modsatte bevist.
4.) Forskellen på denne og den sidste er at vi bare gøre det modsatte af hvad vi prøver på at bevise.
Induktion
1.)
- Der startes med at sætte n til at være 1 - og denne prøves i formlen 
n nC 1
2
- Nu sættes n til at være k i stedet.
-  I tredje trin sættes n til at være k+1
2.)
3.)
Vi beviser at et udsagn for n gælder for alle naturlige tal (n=1+2+3...)
4.)
5.)
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Spørgsmål med beviser
with Gym :
Direkte bevis
1.
aC b 3 = aC b aC b aC b = a2 C b2 C 2$ab aC b = a3 C a2$bC ab2 C b3 C 2$a2
$bC 2$ab2 = a3 C 3$a2$bC 3$a$b2 C b3
2.
a = a a er lig med a, hvilket vi ved er sandt.
ln a = ln a Vi indsætter den naturlige logaritme på begge
sider af er lig med tegnet.
ln
a
b
$b = ln a
Vi ganger og dividerer i den ene parentes med b,
 hvilket vi godt må,
 da de vil udligne hinanden.
ln
a
b
C ln b = ln a
Vi deler b fra a over b,
 hvilket vi kan da de alligevel deler samme
grundtal.
ln
a
b
= ln a K ln b
Til sidst subtrahere vi med ln b begge sider af er
lig med tegnet.
3.
3. Oversæt følgende tekst til matematisk argumentation: 
To linjer, m og n, er ortogonale. Vi vil vise, at produktet af de to linjers hældningskoefficient er -1. Vi 
tegner derfor to linjer, der står vinkelret på hinanden, i et koordinatsystem, hvor x-aksen er vandret. 
Lad den ene linje have en positiv hældning og den anden linje en negativ hældning. Der tegnes en 
vandret streg gennem linjernes skæringspunkt (benævnt A), og en lodret streg, der skærer x-aksen i 
den x-værdi, der er netop én større end x-værdien i skæringspunktet A. Nederste skæringspunkt 
mellem linje og lodret streg kaldes B, det andet kaldes C. Skæringspunktet mellem lodret og vandret 
streg kaldes D. Vi har dermed følgende:   er vinklen til vandret for den ene linje i ΔABD, og   er 
vinklen til vandret for den anden linje i ΔADC. Vi kan dermed opstille følgende: Da linjerne er 
ortogonale, må summen af vinklerne v og z være 90 grader, hvoraf vi kan bestemme et udtryk for z. Af
vinkelsummen i trekanten ABD kan bestemmes et udtryk for vinklen B, hvori vinklen z indgår, 
hvorfor vi kan substituere det netop fundne udtryk for vinklen z, hvormed vi kan finde, at vinkel B er 
lig med vinkel v. Endelig kan vi opstille tangens til B og tangens til v. Da de to udtryk for tangens til v 
og B er ens, kan de sættes lig med hinanden og heraf kan den søgte sætning udledes.
4.
Opgave 1 var ikke synderlig svær, men hvis man skulle nævne den sværeste del var det nok at holde 
redde på hvornår det skulle være ab2 og  a2b.
I opgave 2 var det terminologien der var sværest. Det var svært at huske og bruge de rigtige ord til at 
forklare med.
Indirekte med modstrid
1.
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a$b = c0 aO c , bO c Vi går ud fra at når a$b = c, så må a være større 
end c  og b må være større end c
aO c Vi starter derfor med at kigge på a er større end 
kvadratroden af c.
a$ c O c $ c Vi starter med at gange med kvadratroden af c på
begge sider
a$ c O c Vi ganger ud på højre side, og ved at de 
c $ c  er lig med c.
bO c Dernæst kigger vi på b er større end c
a$bO a$ c O c0 a$bO c  Vi ganger med a på begge sider, og kommer 
frem til a$bO a$ c . Det må altså betyder at 
a$bO c, da a$bO a$ c  og vi ved fra før at a
$ c O c. Det ved vi dog er falsk da a$b = c
.
a$b = c0 a% c eller b% c Derfor må a og b være lig med eller større end 
c  i ligningen a$b = c. 
2.
n = 2$k0 n2 s 2$k 2 Vi antager at når n er et lige tal, så er n2 ikke et 
lige tal, hvilket må betyde at det er ulige.
n = 2$k0 n2 = 2$k 2 K 1
3.
x = 2 0 3$xK 5 = 10 Vi antager at når x er 2, så må 3$xK 5 = 10.
3$2K 5 = 1 0 3$2K 5 s 10 Vi indsætter vores x-værdi i ligningen og ser at 
3$2K 5 giver 1, hvilket så må betyde at deres 
sum ikke er 10 og dermed at vores antagelse er 
forkert.
4.
I opgave 1 var det at forstå fremgangsmetoden og læse tegnene korrekt, mens i opgave 2 var selves 
omskrivningen rigtig svær.
Det modstridende bevis er lidt mere indviklet end det direkte.
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Bilag C213
Spørgsmål om bevistyper
Hvad er sværest ved de direkte 
beviser?
Beskriv overordnet princippet i et 
modstridsbevis.Hvad er sværest 
ved de indirekte beviser?
Beskriv overordnet princippet i et 
induktionsbevis.
Hvad er sværest ved induktions 
beviserne?
At undgå sjuskefejl, og også at 
man skal bruge den mest 
hensigtsmæssige metode til 
hurtigt at løse problemet, da det 
bliver mere indlysende på denne 
måde, i stedet for at bruge logik 
(som man ville med meget simple 
problemer). Det kan hurtigt blive 
svært at holde styr på de 
forskellige metoder til forskellige 
situationer, ved længere beviser. - -
Det var svært at holde styr på alle 
de faktorer, som man nu havde 
brug for. Hvis man overser et eller 
andet er man lidt fastskruet. Det 
kan også blive lidt langhåret i 
længden, og man må lige hive sig 
selv i nakken for ikke at gå ned 
med stress mm.
Forskellen mellem det direkte 
bevis og det indirekte bevis er, at 
mens man i det direkte bevis 
beviser noget ved at antage at det 
er forkert, antager man i det 
indirekte bevis, at noget er forkert.
Forskellen mellem det direkte 
bevis og det indirekte bevis er, at 
ved det direkte bevis, får man 
udleveret hvordan beviset skal 
føres, mens ved det indirekte, er 
det op til én selv at finde en 
fremgangsmåde - altså hvordan 
man starter selve beviset og finde 
en påstand.
At sammensætte beviset, så det 
rent faktisk beviser noget som 
helst. Altså manipulationen. Også 
det at sammensætte ligning 2 
(n=k) med ligning 3 (n=k+1). Det 
er også besværligt at finde ud af 
hvilke _tal_ man skal teste inden 
man går i gang med k og co.
Det sværeste ved direkte beviser 
er, at fremgangsmåden skal være 
logisk og præcis.
Forskellen ligger i, at man i et 
indirekte bevis tager 
udgangspunkt i, at den modsatte 
konklusion er sand. Når man så 
har vist, at dette ikke er tilfældet, 
kan man konkludere, at det man 
ønsker at bevise er sandt.
Det sværeste ved indirekte 
beviser er det samme som ved 
direkte beviser: bevisførelsen skal 
bygge på et fornuftigt matematisk 
ræsonnement. Beviset skal _altid 
_gælde. Hvis man bare finder ét 
eksempel, hvor beviset ikke 
holder, er beviset ugyldigt. 
I et induktionsbevis viser man, at 
en sætning gælder for 
induktionsstarten samt for et 
vilkårligt tal + 1, og derved for alle 
naturlige tal.
Da vi ikke har arbejdet så meget 
med dem endnu, er det 
fremgangsmåden i praksis, der 
driller. Hvad er en fyldestgørende 
konklusion? 
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Det sværeste ved det direkte 
bevis er nok at holde styr på al 
information man får tildelt.
Man skal udfra disse kunne 
udlede forskellige formler, som 
kræver kendskab til regneregler 
og andre beviser.
Det kommer selvfølgelig an på 
hvilket direkte bevis man fører. 
Man skal desuden passe på at 
man ikke noterer en forkert 
formel/påstand, (sjusk) for så 
ender det med noget vrøvl.
Man beviser det modsatte af 
forrige bevistype, ved at foretage 
beviset på denne måde.
At holde styr på alle informationer, 
ligesom i forrige bevistype. 
Desuden kan teksten være lige 
besværlig, selvfølgelig alt efter 
hvad man arbejder med.
Indirekte bevis kan være lettere 
end det direkte bevis.
Man skal hvergang nå eller slutte 
med et modstrid.
Vi starter med at have et 
udsagn P(n) der sandt for alle 
naturlige tal (n = 1,2,3,...). 
Beviset forløber i to dele:
(1) Vi skal starte med at vise, at 
P(1) er sandt. 
(2) Derefter antager vi at P(n) er 
sandt; 
Under vores antagelse skal vi vise 
at P(n+1) er sandt. 
Ved hjælp af (1) og (2) kan vi nu 
slutte, at P(1), P(2), P(3) dermed 
er sande.
Man kan vha. matematisk 
manipulation finde 
metoder/påstande/formode/lave 
ens egne teorier til beviset.
Det sværeste er at man skal have 
mange formodninger og påstande 
som skal afprøves.
Det, der er sværrest ved direkte 
beviser er, at gå fra a til b, enkelt 
men præcist! 
Forskellen på et direkte og et 
indirekte bevis er, at vi istedet for 
at antage at noget er rigtigt, 
antager vi istedet at det er forkert. 
Herefter udfører vi vores bevis, i 
tilfælde at vores indirekte bevis 
var forkert må vores præmis i så 
fald være korrekt, og omvendt..
Det sværeste ved det indirekte 
bevis er, at kunne udlede den 
modstrid som er nødvendig i det 
indirekte bevis.
Et induktionsbevis går ud på at 
bevise en sætning er sand for alle 
naturlige tal ved:
1. At bevise sætningen for det 
første naturlige tal "n=1" 
2. Herefter at bevise at sætningen 
gælder for "n+1"
3. At konkludere, at hvis 
sætningen gælder for "n=1", så 
gælder den også for det næste tal 
i rækken "n=2". Og når det gælder 
for "n=2", gælder det også for det 
næste osv. Hvor man så har 
konkluderet at sætningen gælder 
for alle naturlige tal.
Her mener jeg det sværeste er at 
ende ud med en ordentlig 
konklusion.. Altså "vide hvornår 
man er færdig" (ved ikke om jeg 
kan forklare det bedre). :-)
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1. I den første var det at finde et 
overblik når man begynder. 
2. I det andet var det at vide hvor 
præcist man skulle beskrive 
trinene
3. I den sidste var det at vide 
hvordan man bedst kunne placere 
grafen og udregninger på siden 
for ikke at løbe tør for plads (eller 
ende med en masse tomt plads)
Forskellen ligger i at man i de 
direkte beviser må manipulere 
ens antagelse til den beviser den 
skal samtidig med at den stadig 
stemmer overens med 
antagelsen.
Hvorimod man i indirekte beviser 
fastholder præmissen og negere 
resten af sætningen
 Det svære ved modstridsbeviser 
er at overskue at det hele er det 
omvendte af hvad man forsøger 
at bevise..
Et induktionsbevis kan bruges til 
at bevise at en sætning gælder for 
alle naturlige tal (eller alle 
naturlige tal over et induktionsstart 
fx. 2). For at udføre 
induktionsbevis formoder vi at en 
sætning gør sig gældende for k og 
ved at vise at _k+1 _er sandt må 
sætningen altså være sand for 
alle tal _n _tilhørende N (evt. over 
induktionsstart).
Hvordan man går frem trin for trin, 
hvilke regler man skal anvende, 
man kan jo ikke bare anvende 
hvad som helst, så vil man ikke 
komme frem til det man ønsker at 
bevise. 
I et indirekte bevis antager vi det 
modsatte af hvad vi vil bevise, 
sådan så at hvis vi kommer frem 
til et forkert resultat med modstrid, 
må det vi vil bevise være sandt. I 
direkte beviser skriver vores 
sætning direkte og ændrer ikke på 
antagelserne. 
Det sværeste ved indirekte 
beviser er, at lære at forstå at hvis 
vi antager noget modsat og 
kommer frem til noget forkert, da 
vil vores start antagelse være 
rigtig. Men når man har fod på 
det, er indirekte beviser væsentligt 
nemmere end direkte beviser. 
Det sværreste er den del hvor 
man skal antage at 2. led (n=k) er 
rigtigt og indsætte det i 3. led 
(n=k+1). Desuden man så 
kommer frem til at kunne bevise 
det. 
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Hvis man har gennemskuet et 
direkte bevis, ved hvad man skal 
have fat i, hvad der er relevant for 
beviset og har styr på sin 
fremgangsmåde, er et direkte 
bevis nemt nok. 
Der hvor et direkte bevis er 
besværligt er når man ikke ved 
hvor man skal starte og måske 
ikke kender baggrunden for det 
man skal bevise. 
Jeg syntes det kan være svært at 
vide hvad der er relevant for 
beviset, og hvornår man har nok 
relevant argumentation til at det er 
et bevis. 
I forhold til sværhedsgrad syntes 
jeg ikke at et indirekte bevis er 
sværere end et direkte bevis, da 
forskellen for mig ligger i om jeg 
har styr på stoffet. Faktisk syntes 
jeg nærmere at indirekte beviser 
er nemmere end direkte beviser, 
da der er flere muligheder til 
fremgangsmåden når man skal 
modbevise, og man kun har brug 
for en modstrid for at bevise at en 
påstand ikke er sand 
Induktionsbevis er når man 
beviser at en matematisk 
hypotese er sand for alle naturlige 
tal, eller andre talmængder, 
Princippet i et induktionsbevis 
består af 2 skridt: basisskridtet og 
induktionsskridtet.
I basisskridtet beviser man at 
hypotesen er sand ved det 
mindste tal i talmængden.
I induktionsskridtet beviser man, 
at hvis hypotesen gælder for tallet 
n, gælder den også for tallet n+1 
osv. 
Basisskridtet hvor man arbejder 
med tal er bare regning og er 
derfor et let og overskueligt. Det 
er når man skal til at bevise at 
hypotesen gælder for tallet n at 
det bliver svært. Da man i mange 
induktionsbeviser først ved dette 
trin skal til at blande tal og 
bogstaver.
-At forstå det.
-At kunne huske og gøre brug af 
de forskellige regneregler, specielt 
med algebra.
-At argumentere for ens 
fremgangsmåde.
-Hvornår man skal gøre brug af 
hvad og hvornår.
-At "tænke bagvendt". Det er 
svært at tænke modsat, når man 
er vant til direkte beviser.
-At omskrive fra direkte til 
indirekte.
-At forklare 
processen/fremgangsmåden. 
Altså forklare step by step med 
ord, hvorfor og hvordan man gør 
det.
-Igen det algebraiske. 
Regnereglerne.
Princippet i et induktionsbevis er 
at kunne bevise at et udsagn er 
sandt for alle naturlige tal. 
Det gør man ud fra to dele. Først 
hvor man beviser at udsagnet 
P(1) er sandt, hvorefter man 
beviser at udsagnet P(n) er sandt, 
ud fra den antagelse at udsagnet 
P(n+1) er sandt.
-Det er svært at forstå da det er 
meget komplekst.
-At forstå sammenhængen.
-At danne sig et overblik.
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Det svære ved direkte bevise er at 
finde den metode der skal bruges 
til at bevise sætningen. Altså at 
overskue hvordan 
fremgangsmåden skal være, og 
hvad udgangspunktet skal være 
for at finde frem til det der skal 
bevises.
Forskellien mellem det direkte- og 
indirekte bevis, at at man ved 
indirekte bevis, beholder 
præmisset, men man søger at 
bevise det modsatte, man bruger 
altså modstrid til at bevise 
sætningen. Udfra den modstrid 
man kommer frem til udfra 
præmisset, kan man antage at det 
omvendte gælder. Ved direkte 
bevis, beviser man direkte at 
sætningen gælder, man beviser 
det altså ikke ved modstrid.
Det sværeste ved indirekte 
beviser er sammenhængen 
mellem, det man når frem til og 
det man vil bevise, for de er 
omvendte.
I et induktionsbevis, beviser man 
at en sætning gælder for alle 
naturlige hele tal. Vi viser at 
sætningen gælder for tallet 1. så 
antager vi at sætningen gælder 
for n=k, og viser at hvis sætningen 
gælder for n=k så gælder den 
også for n=k+1, vi indsætter k+1 
på n's plads. Herefter manipulerer 
vi så, vi ender med det samme 
udtryk på begge sider af 
lighedstegnet.
Det sværeste ved 
induktionsbeviser er at finde 
sammenhængen mellem at sætte 
n=k, altså "bare" antage at n=k 
gælder. Og bruge den til at bevise 
at sætningen for n=k+1 gælder. 
Det er svært at overskue hvilke 
matematiske værktøjer man skal 
bruge for at gennemføre beviset.
Vi fastholder vores præmis, men 
ellers antager det modsatte i et 
indirekte bevis. Hvorimod i et 
direkte bevis antager vi helt fra 
start at vores påstand er rigtig, for 
derefter at bevise det.
Det svære ved indirekte beviser er 
at først finde ud af hvilke 
præmisser vi fastholder og for 
hvilke vi forsætter det modsatte. 
Det kan også være svært, ud fra 
resultatet af et bevis, at finde ud 
af om det man har antaget er 
sandt eller falsk.
I et induktions bevis finder vi først 
induktionsstart, hvorefter vi viser, 
at det vi gerne vil bevise gælder 
for et vilkårligt tal n, og derefter for 
n+1. Derefter virker 
"dominoeffekten" så den gælder 
for f.eks. de positive reelle tal.
Det sværeste er helt klart, når 
man skal bevise det for n+1, for 
hvornår kan man sige, at det er 
bevist? Det er også svært at finde 
en kobling mellem det udsagn 
med n og det med n+1.
Nogle gange kan det være svært 
at forklare fremgangen trin for trin, 
da man måske ikke kan forstå 
hvorfor man gør det. 
Ved indirekte bevis antager vi, at 
noget er det omvendt. Det vil sige, 
hvis vi vil bevise, at noget rigtigt, 
antager vi, at det er forkert. Da 
vores nye antagelse er forkert, må 
det modsatte være rigtigt. Dermed 
er det bevist.
Ved et direkte bevis ændrer vi 
derimod ikke på det, man bruger 
vores første antagelse, f.eks. at 
noget er rigtigt, og beviser at det 
er rigtigt. Vi antager altså ikke det 
modsatte af det, som vi vil bevise.
Det sværeste ved indirekte 
beviser er...
Ved induktionsbeviser skal man 
først finde induktionsstart, som 
man finder ved at indsætte n=1, 
n=2.... for n indtil man finder et 
sandt udtryk. Dette vil så være 
induktionsstart. Man skal nu 
bevise, at det gælder for alle 
naturlige tal efter induktionsstart. 
Man antager at sætningen er rigtig 
for n=k. Derefter skal man bevise, 
at sætningen er rigtig for n=k+1.
Det sværeste er at vide, hvornår 
man har bevist sætningen.
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Det svære ved direkte beviser er 
at det nogle gange kan være 
svært at vide hvilke værktøjer 
man skal udnytte. Men af alle de 
bevistyper vi har brugt er indtil 
videre er det forholdsvis nemt at 
forstå og benytte da man bare 
sætter lighedstegn mellem to 
resultater og dermed har bevist 
det. Men det med om noget rent 
faktisk er bevist og kan bevises 
med et enkelt direkte bevis er 
svært at forstå.
Det direkte bevis antager at 
antagelsen er sandt og dermed 
tager man udgangs punkt i denne. 
Ved det indirekte bevis tages 
antagelsen og vendes om, altså 
bliver modsat, dog fast holdes 
præmissen.
Det svære ved det indirekte bevis 
er at man lige skal finde ud af 
hvad det er der skal være modsat. 
Det kan f.eks. være lidt forvirende 
at der i en antagelse er ulige og 
den så skal vendes om til at være 
lige og at man stadig skal 
fastholde præmissen.
Induktionsbeviset benyttes til at 
bevise matematiskeudsagn er 
sand for ordnede 
talmængder/række f.eks. naturlige 
tal. Det svære er når beviset ikke 
er lige til f.eks. en ulighed. Jeg 
synes ar det er den sværeste 
bevistype, da det kan være svært 
at få det bevist helt og desuden 
også at finde det første trin.
De sværeste ved de direkte 
beviser er at vide, hvordan man 
skal komme frem til det ønskede. 
Det kan være svært at se, hvilken 
form for manipulation, man skal 
benytte. 
Forskellen på indirekte- og direkte 
bevistyper er, at man i de indirekte 
beviser skal finde en modstrid - 
altså noget, der ikke passer i 
forhold til det man skulle komme 
frem til. Man kan sige, at man 
søger, at bevise det modsatte, 
hvor man ud fra præmisset 
antager det omvendte. Ud fra 
dette "forkerte" resultat kan man 
så konkludere, at det omvendte 
så gælder. 
De sværeste ved de indirekte 
beviser er, lidt ligesom ved direkte 
beviser, at det kan være svært at 
se, hvilken form for manipulation, 
der ønskes  benyttet. Men det er 
også svært at se sammenhængen 
i beviset, idet man ønsker at 
bevise det modsatte, derfor kan 
det være lidt svært at se "den 
røde tråd". 
I induktionsbeviser skal man 
bevise, at en sætning gælder for 
alle naturlige heltal. Først beviser 
man, at sætningen gælder for 
tallet n=1, derefter antager man, 
at sætningen gælder for n=k, som 
er ethvert naturligt tal. Derefter 
beviser man at den gælder for 
n=k+1 ved at manipulere 
sætningen frem til det ønskede 
resultat. Dermed har man bevist 
at den gælder for alle naturlige 
tal. 
Det sværeste ved 
induktionsbeviser er at skulle 
acceptere at antage n=k. Det 
mangler jeg personligt bevis på, 
og derfor har jeg svært ved at 
benytte den her form for bevis. 
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Det er svært at komme i gang og 
finde den rigtige måde at kigge på 
beviserne og finde frem til dem, 
men når de f.eks. bliver fremlagt 
forstår jeg det godt. Jeg skal bare 
lære at kigge mere overordnet på 
det og så finde frem til det, da det 
jo i nogle tilfælde kan være ret 
simpelt.
Forskellen er at ved direkte bevis 
antager vi noget og beviser vores 
antagelse hvor ved indirekte 
antager vi et modsatte af hvad der 
er rigtigt, beviser at det er forkert 
og konkludere at svaret er det 
modsatte.
Som jeg også skrev ved direkte 
bevis synes jeg at det er svært at 
finde ud af hvordan man skal 
starte. Hvis vi får et direkte bevis 
og skal omskrive det til indirekte 
bevis kan det være svært at se på 
det på en anden måde end 
direkte, men det tror jeg, jeg er 
ved at få styr på. 
Det sværeste er at skulle lave et 
indirekte bevis helt fra starten af, 
da jeg ikke ved hvordan jeg skal 
gribe det an. -
Der er mange ting der skal tages 
højde for, hvilket kan gå hen og 
blive forvirrende og en smule 
noget rod. 
Jeg har selv besvær med at gribe 
beviser an, da jeg ikke ved hvor 
hen det føre til. 
Direkte: der har vi en antagelse 
som skal bevises. Ved et indirekte 
bevis antages det modsatte. Før 
vi havde ført indirekte bevis i 
timen, så forstod jeg ikke helt at 
man skulle antage det modsatte. 
Dette har jeg fået fod på nu, men 
noget andet der kunne være lidt 
svært, er måske det man ender 
med at komme frem til, altså bevis 
af det modsatte. 
Synes det kan være ret så 
forvirrende. Jeg er med på 
indsættelse af værdien af fx n og 
at man efterfølgende antager at 
det sandt, og derefter anvendes 
det til næste skridt. Det med 
manipulation i beviset, kan være 
lidt svært forholde sig til. 
I direkte beviser skal, afhængigt af 
sværhedsgrad, benyttes en række 
regneregler. Det svære heri 
består af, at bevæge sig den rette 
vej, så man ikke udleder ud i det 
blå, hvor man ender op med 
noget ligegyldigt.
Geometriske beviser kræver en 
del kreativitet hvad angår 
geometri - mærkeligt nok. Dermed 
også kendskab til geometriens 
regneregler.
I et indirekte bevis benytter man 
den modsatte antagelse og finder 
en modstrid.
Man skal hele tiden have i 
baghovedet, at man skal sigte 
efter at opnå en modstrid i denne 
bevistype. Man skal huske at 
negere sin grundantagelse korrekt 
i det indirekte bevis. Indirekte 
beviser kan være nemmere at 
udføre end de direkte ditto.
Indirekte beviser kan kræve en 
god del kreativitet og stadig 
kendskab til en masse 
regneregler.
Induktionsbeviset består af to trin: 
For n=1 (eller hvilketsomhelst 
naturligt tal) og dernæst n+1. 
Sådan beviser man for alle 
naturlige tal.
Det kan være svært, da der som 
regel indgår mange komplekse 
algebraiske regneoperationer. 
Endelig skal man have styr på sit 
summationstegn og de 
dertilhørende regneregler.
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Jeg synes det sværeste er 
hvordan jeg lige skal gribe de 
forskellige beviser an, altså fx 
som i de opgaver vi lavet sidste 
sidste fredag. Den der hed a=a, 
så synes jeg det svært at man så 
skal tage In på begge sider. Nu 
var det okay i den opgave fordi vi 
lige har haft om det, men bare 
sådan normalt.g
Direkte bevis: har vi en 
aftagelse,altså vores 
grundantagelse. Vi bruger nu den 
i vores svar, eller altså vi bruger 
vores grundantagelse til at 
formulere et svar som vi bruger til 
at støtte op om vores 
grundantagelse. 
Indirekte bevis: vi vælger at 
fastholde vores præmis, og så 
sætte resten forskellig fra. Vi 
sætter det forskellig fra for at 
kunne finde ud af om vores 
antagelse er forkert, og hvis den 
er det ved vi at vores svar er det 
modsatte. 
Jeg vil sige det sværeste er at 
tage de antagelser, som den 
opgave vi lavede lige før: den med 
a større end kvadratroden af c 
osv, det med at vi havde nogle 
antagelser. Jeg synes det 
sværeste er at tage antagelserne 
til vores indirekte bevis.  
Man starter med at bevis en 
hypotese er sand, det kunne være 
at n gælder for vores antagelse og 
når vi har bevidst det gælder for n, 
beviser vi også lige at det gælder 
for n+1, fordi vi ved at hvis det 
gælder for et tal så som 2 gælder 
det også for 3 osv. Så når vi har 
fundet vores induktionsstart 
prøver vi at lægge 1 til.  
Jeg synes det sværeste er når 
man nu har fundet sin 
induktionsstart hvordan man så 
skal udføre den, når man lægger 
1 til. 
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Lav en EFA 
Udarbejd på basis af dagens lektie en EFA, som besvarer nedenstående spørgsmål og opfylder 
nedenstående krav. 
1. Hvad er sammenhængen mellem eksponentialfunktioner og logaritmefunktioner? 
2. Hvordan ser logaritmefunktionen ud, og hvilke karakteristika har grafen 
3. Hvilke regneregler findes der med relation til logaritmer? 
4. EFA’en skal indeholde beviser for ovennævnte regler – dels med sproglige forklaringer, således at 
de matematiske skridt skal formuleres af læseren af EFA’en, dels med matematik således at de 
tilhørende sproglige forklaringer skal tilføjes af læseren. 
5. Hvad kan man benytte logaritmereglerne til? 
6. Hvad er e og ln for nogle størrelser? 
 
God fornøjelse!!! 
Sten Bregnhoved 
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EFA til s. 133-138
Vi skal i denne EFA se på logaritme funktioner og eksponential funktioner.
For at kunne gøre dette skal vi selvfølgelig først finde ud af hvad en logaritme- og eksponential 
funktion er:
En eksponential funktion er en funktion på følgende form...
En logaritme funktion er en funktion på følgende form...
Flot!
Men hvordan ser disse ud grafisk?
Det fremgår af nedenstående...
Rigtigt igen!
Hvis vi nu kigger på udformningen af de to funktioner ser vi en umiddelbar lighed- de er begge bøjede.
Men hvorfor er de dette?
Det er de fordi de har formen...
Fint!
vi kan også se på en vilkårlig eksponentiel funktion og en vilkårlig logaritmisk funktion hvad 
definitions- og værdi mængden angår. Hvordan hænger disse sammen med den grafiske 
representation og hvad er deres definitioner?
Hvis man kigger på grafen, finder man at den eskponentielle funktion har en værdi- og 
definitionsmængde på henholdsvis...
Hvis man kigger på grafen, finder man at den logaritmiske funktion har en værdi- og 
definitionsmængde på henholdsvis...
Rigtig godt!
vi kan nu også lige finde en lighed/forskel for definitions- og værdimængden for begge funktioner.
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Hvad er dissse?
Man kan se at deres definitions- og værdimængder har byttet...
Vi kan nu tage et dybere blik ind i forskellene på logaritme- og eksponentiale funktioner, set fra et 
grafisk synspunkt. Hvad er et af de mest iøjnefaldende karakteristika ved disse funktioner?
Det ser ud til at deres asymptoter...
Denne lighed fortsætter hvis vi kigger lidt nærmere på deres lignings konstruktion:
Vi ved at en logaritmefunktion er baseret på det følgende:
log(x) = y
Hvis vi antager at dette er et 10 tals logaritme er x det resulterede tal af 10 i yende 10y
Vi ved også at en eksponential funktion er baseret på følgende form:
y = ax
Vi ser her at y er resultatet af a opløftet i xte ax .
Men vent lige lidt... Hvad er det egentligt vi har fundet frem til på baggrund af det overstående?
Vi har da fundet frem til at log(x)=y er den...
Flot!
Lad os nu kigge lidt videre på logaritmefunktionerne da de har en så stor betydning for 
eksponentialfunktionen:
vi skal først have styr på hvordan man også kan omforme en logaritme funktion. Hvordan lyder disse
omforminger (kig i bogen)?
Man kan omforme en logaritmefunktion på følgende måder...
Rigitgt!
Men hvorfor gælder dette egentligt?
at log ax = x er fordi man finder det tal man opløfter i a'ende ved at bruge logaritmefunktionerne
at alog x = x er fordi x er det tal man får ud af at opløfte a i y'ende og fordi log x = y hvilket er 
fremgået tidligere.
Vi kan nu se lidt på hvordan man egentlig bruger logaritmer i praksis:
Der er først og fremmest nogle vigtige regneregler der omhandler logaritmefunktioner. Hvad er disse?
De tre grund regneregler for logaritmer er som følger...
Rigtigt igen!
Men hvordan kommer man egentlig frem til disse?
Vi kan omforme logaritmefunktionerne på følgende måde: Kommenter
Der tages udgangspunkt i 10 tals logaritmen ved alle beviser, men man kan i princippet gøre det samme
med alle slags logaritmer
Først tager vi beviserne med ord: forklar med matematik
log a$b = log a C log b :
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Vi definerer først B som logaritmen af b og A som logaritmen af a
Derfor kan vi sige at a er lig med ti opløftet i Aende og at b er lig med ti opløftet i Bende
Vi substituerer disse med a og b i logaritmen af a*b
Vi finder nu at vi har samme grundtal for begge eksponenter og vi kan derfor formulere dette til log af 
10 i A+Bende
Fordi log og 10 i a+bende er hinandens inverse funktioner  giver dette A+B
Da A er logaritmen til a og B er logaritmen til b får vi til slut at A+B giver logaritmen til a plus 
logaritmen til b og beviset er ført
log
a
b = log a K log b :
Vi definerer a som værende a divideret med b gange b
Vi tager nu log på begge sider at dette ligehedstegn
Vi kan nu fra foregående se at log til a divideret med b ganget med b er lig med log til a divideret med b
+ log til b
Vi suntraherer nu log til b på begge sider af lighedstegnet og dermed er det foregående bevist
log ax = log a $x:
Vi definerer først a til 10 i Aende
Vi tager nu udgangspunkt i det vi skal bevise og substituerer a på den højre side af lighedstegnet med 
dens anden definition, hvilket vi har defineret lige før
Vi ved at et tal, x, med en potens, y, der har en potens, z, kan udtrykkes som et x i y*z ende og dette 
udnytter vi i det foregående
Da log og 10 i det resulterende A*x ende er hinadens inverse funktioner, får vi resultatet A gange x
Da A er det lig med log til a bliver resultatet log til a gange x, og beviset er ført
Vi kan nu føre de samme beviser som før, med bare hvor i skal kommentere: kommenter
log a$b = log a C log b :
Vi ved at B = log b  og at A = log b . Hvis vi nu tager udgangspunkt i 10 tals logaritmen kan vi 
konstatere følgende:
a = 10A
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b = 10B
Da vi skal bevise at log a$b = log a C log b  kan vi indsætte det fundne i denne ligning:
Nu får vi:
log 10A$10B = log 10a C b
log 10AC B = ACB = log a C log b
log
a
b = log a K log b
Vi ved at
a =
a
b
$b
Derfor kan vi gøre følgende:
log a = log
a
b
$b
log a = log
a
b
C log b
log a K log b = log
a
b
Dermed er det bevist
log ax = log a $x:
Vi ved at a = 10A. Hvis vi tager udgangspunkt i 10 tals logaritmen:
log ax = log 10A
x
= log 10A$x = A$x = log a $x
Rigtig flot!
Men hvad bruges disse regler egentlig til?
Man kan feks bruge den til at beregne værdien for x i y0 = 10
x hvor man først tager log på begge sider 
af ligehedstegnet, og derefter bruger regnereglerne til at finde værdien for x
Det kan vi lige prøve her nede: Løs ligningen 5 = 10x
ok det gør jeg her nede...
Vi starter med at definere ligningen: 5 = 10x ...
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Opvarmning til matematiske formodninger og videnskabelig 
debat :-)
En matematisk formodning er en begrundet men endnu ubevist formodning om, 
hvordan et givent forhold kan være. 
Eksempelvis har vi baseret på en række grafiske billeder af en eksponentialfunktion tidligere 
formodet, at en sådan funktion har en vandret asymptote, hvilket vi efterfølgende satte os for 
at bevise ved at bestemme en passende grænseværdi.
Hvis således formodningen kan bevises (på én eller anden måde), ophøjes formodningen til en 
sætning eller et teorem.
I det følgende arbejde med beviser skal vi prøve en arbejdsform, som er lidt anderledes end dem, 
vi er vante med. Arbejdsformen kaldes for "videnskabelig debat", og det, der ligger i den, er, 
at vi vil forsøge at afspejle dels jeres udtryk for, at det svære er at se, hvorfra ideerne til et givent 
bevis kommer, og dels den faktiske måde, man arbejder på, når man bedriver matematik - 
man kommer nemlig kun sjældent frem til et smukt bevis ved en guddommelig indgriben! 
Beviset fremkommer ofte ved, at man forsøger sig lidt frem, hvilket tilmed gerne sker i et samspil 
med andre.
Tanken er, at den matematiske tankegang hænger bedre fast, når I har været med i processen, 
der leder frem til en sætning, end når I "blot" skal følge et bevis, andre på forhånd har udtænkt 
og optimeret, så faktisk er denne arbejdsform jo ikke så fjern for os endda, for vi bliver ofte 
stillet overfor en opgave med at finde og bevise en sammenhæng enten i gruppe eller individuelt, 
men her er det altså både tilladt og nødvendigt, at vi byder ind med jeres bedste bud på den givne 
opgave i fællesskab. 
For at sikre, at alle deltager med videre, er der en række regler, som vi skal iagttage:
1
Man får kun en karamel, når man har sagt noget! Karamellerne er fordelt ligeligt blandt jer, så 
ingen kan få alle karamellerne ved hele tiden at sige noget.
2-6
2: Det, man siger, behøver ikke at være rigtigt - faktisk er det helt legalt, at man siger noget 
forkert, da det træner tankegangen for alle, også de, der forsøger at finde modeksempler.
3: Jeg lægger ud med at stille jer en opgave, som I får lidt indetid til at reflektere over.
4: I kommer efter tur med jeres bud på, hvilke formodninger, I kan forestille jer. Jeg skriver 
formodningerne op på tavlen, men jeg kommenterer dem ikke! Vi ved derfor ikke, om 
formodningerne er rigtige eller ej, selvom jeg skriver noget ned på tavlen, hvilket vi kun har  gjort
nogle få gange før, og da var I ret rystede!
5: Arbejdet med at af- eller bevise formodningerne ligger nu hos jer. Dette sker på den måde, at I 
igen får lidt indetid, og så stemmer vi om de enkelte formodninger. Når I afgiver jeres stemme, 
skal der naturligvis følges op med behørig argumentation.
6: Når vi er færdige, kan vi således opstille en liste med falske formodninger og (forhåbentlig) 
sande formodninger, der således er sætninger.
Lad os så komme i gang :-).
Del 2, side 240 af 271
Eksempel 1
Givet er funktionen: 
Vi kan kalde den med tallet x={0,1,2,3} og se, om vi kan fremsætte en formodning.
 = 41
 = 43
 = 47
 = 53
I overtager herfra...
Alle disse tal har noget til fælles - hvad?
De er...
Ulige
Differe...
...ncen mellem tallene synes at være...
De er...
primtal?
 = 
 = 
 = true
 = false
 = true
 = true
Er der en formodning på vej? Hvad skal vi skrive herunder?
Jeg venter... :-)
Konklusionen er derfor?
Hvis omvendt vi bare kan finde ét modeksempel, har vi som vanligt afvist 
formodningen, der ikke kan være sand!
Eksemplet har forhåbentligt lært os (hvis vi ikke allerede viste det), at vi må og skal 
gennemføre et bevis for at være sikre på gyldigheden af en given sætning.
Del 2, side 241 af 271
Eksempel 2
Undersøg hvilken type tal man får, hvis man adderer et lige og et ulige tal.
Opstil en formodning på basis af dine undersøgelser.
I overtager herfra...
Formodningen er her...
Hvad skal jeg skrive? Der er selvfølgelig plads til flere forskellige formodninger :-).
Formodning 1
Her er så beviset eller modeksemplet!
Formodning 2
Her er så beviset eller modeksemplet!
Formodning 3
Her er så beviset eller modeksemplet!
Del 2, side 242 af 271
Eksempel 3
I det følgende er et to-cifret tal blevet ganget med 11. Betragt tallene:
 = 374
 = 187
 = 561
Opstil en formodning på basis af dine undersøgelser.
I overtager herfra...
Formodningen er her...
Hvad skal jeg skrive? Der er selvfølgelig plads til flere forskellige formodninger :-).
Formodning 1
Her er så beviset eller modeksemplet!
Formodning 2
Her er så beviset eller modeksemplet!
Formodning 3
Her er så beviset eller modeksemplet!
God fornøjelse!!!
Sten Bregnhoved
Del 2, side 243 af 271
Bilag C217
 Opgavesæt 1.14, 1.y 2015
Opgave 1 Bestem induktionsstart og bevis, at 2n 2 n⋅> .
Opgave 2 Gennemfør et bevis for, hvordan vi kan få data, der følger en eksponentiel funktion, til at
fremstå som en ret linje.
Opgave 3 Gennemfør en regression i hånden ved hjælp af mindste kvadraters metode på
nedenstående datasæt. Begynd med at bestemme den form for regression, som er den
mest korrekte (udelukkelsesmetoden er ikke tilladt her). Transformer herefter data på
passende vis, og gennemfør regressionen på de tranformerede data. Herefter
bestemmes residualplot og korrelationskoefficient på de transformerede data, så fittet
kan vurderes. Bestem nu endeligt den funktion, som modellerer de oprindelige data, og
bestem et nyt residualplot, der sammenlignes med residualplottet fra tidligere i
opgaven. Afslutningsvis kontrolleres i Maple.
Datasættet, der omhandler udviklingen af cancerceller over tid (målt i timer) i en
opdyrket kultur, er: 
Data
"Tid"
"Antal celler"
3
23
3
25
16
30
16
35
27
40
27
50
43
115
43
123
50
131
50
138
64
259
64
274
75
350
75
450






:=
God fornøjelse!!!
Sten Bregnhoved
Del 2, side 244 af 271
Bilag C218 
 
Bevis-puslespil 
På hver af de tre følgende sider er der foroven angivet en sætning og dens forudsætninger. Placeret tilfældigt forneden 
på hver side er desuden en række matematiske udsagn, som tilsammen udgør et bevis for førnævnte sætning. Det er 
din opgave at sortere udsagnene, så de står i den rigtige rækkefølge, og så de beviser sætningen.  
 
Når du har fundet den rigtige rækkefølge, skal du lige i rammen angive, hvilken form for bevis, der er tale om, og 
hvorledes et sådant bevis fungerer principielt. 
 
Afslutningsvist skal du gemme filen i pdf-formatet og uploade den under opgaven i Lectio. 
 
God fornøjelse!!! 
Sten Bregnhoved 
  
Del 2, side 245 af 271
Bilag C218 
 
  Vis at for n tilhørende N, at . 
 
 
 
 
 
 
 
 
1
3
2
3
 ... n
3
 1 2 ... n( )
2

1 2 ... k( )
2
k 1( )
3
 1 2 ... k k 1( )[ ]
2

1 2 ... k( )
2
k 1( )
3
 1 2 ... k( ) k 1( )[ ]
2

1
3
2
3
 ... k
3
 k 1( )
3
 1 2 ... k k 1( )[ ]
2

k 1( )
3
k 1( )
2
2 k 1( ) 1 2 ... k( ) k 1( )
2
2 k 1( )
k k 1( )
2







k 1( )
3
k 1( )
2
k k 1( )
2
 k 1( )
2
1 k( ) k 1( )
3

1
3
2
3
 ... k
3
 1 2 ... k( )
2

1 2 ... k( )
2
k 1( )
3
 1 2 ... k( )
2
k 1( )
2
 2 k 1( ) 1 2 ... k( )
1
3
1
2

Angiv typen af bevis her: Beviset er et… 
Beskriv kort princippet i beviset her: Man gør det, at… 
Del 2, side 246 af 271
Bilag C218 
 
  
Vis at for a, b tilhørende Z gælder, at . 
 
 
 
 
 
 
 
  
a
2
4 b 2
a 2 c
a
2
2 2 b 1( )
a
2
4 b 2
2 c
2
 2 b 1
a
2
4 b 2
a
2
4 b 2
1 2 c
2
b 
2 c( )
2
4 b 2 4 c
2
 4 b 2
Angiv typen af bevis her: 
Beskriv kort princippet i beviset her: 
 
Del 2, side 247 af 271
Bilag C218 
 
Vis at for  gælder, at    | . 
  
 
 
 
 
  
 
 
a x
2
 b x c 0 x
b ± d
2 a
 d b
2
4 a c
4 a
2
 x
2
 4 a b x b
2
 b
2
4 a c 4 a a x
2
 4 a b x 4 a c 0
2 a x( )
2
b
2
 2 2 a x( ) b d
a x
2
 b x c 0
d b
2
4 a c
2 a x b ± d
x
b ± d
2 a
 2 a x b( )
2
d
2 a x b ± d
4 a
2
 x
2
 4 a b x 4 a c b
2
 b
2

Angiv typen af bevis her: 
Beskriv kort princippet i beviset her: 
 
Del 2, side 248 af 271
Bilag C219
Optælling af afsluttende test
Opgave 1 4 3 8 8 1 7 6 7 8 7 8 7 7 8 8 8 8
Opgave 2 5 5 5 9 2 8 6 3 4 9 9 4 8 6 8 6 0
Opgave 3 9 0 10 10 0 10 6 9 10 0 10 10 10 10 9 10 0
Del 2, side 249 af 271
Owais Dashti 
 
 Vis at for n tilhørende N, at 13 23+ ...+ n3+ 1 2+ ...+ n+( )2= . 
1 2+ ...+ k+( )2 k 1+( )3+ 1 2+ ...+ k+ k 1+( )+[ ]2=  
1 2+ ...+ k+( )2 k 1+( )3+ 1 2+ ...+ k+( ) k 1+( )+[ ]2=  
13 23+ ...+ k3+ k 1+( )3+ 1 2+ ...+ k+ k 1+( )+[ ]2=  
k 1+( )3 k 1+( )2 2 k 1+( )⋅ 1 2+ ...+ k+( )⋅+= k 1+( )2 2 k 1+( )⋅
k k 1+( )⋅
2
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅+=  
k 1+( )3 k 1+( )2 k k 1+( )2⋅+= k 1+( )2 1 k+( )⋅= k 1+( )3=  
13 23+ ...+ k3+ 1 2+ ...+ k+( )2=  
1 2+ ...+ k+( )2 k 1+( )3+ 1 2+ ...+ k+( )2 k 1+( )2+ 2 k 1+( )⋅ 1 2+ ...+ k+( )⋅+=  
13 12=  
Angiv typen af bevis her: Induktionsbevis 
Beskriv kort princippet i beviset her: 
1) Først sættes n=k, som indsættes i ”formlen) 
2) Derefter n=k+1, som også indsættes og kombineres med formlen 
 
Del 2, side 250 af 271
 Vis at for a, b tilhørende Z gælder, at a
2
4 b 2 . 
a 2 c  
a
2
2 2 b 1( )  
a
2
4 b 2  
2 c
2
 2 b 1  
a
2
4 b 2  
a
2
4 b 2  
1 2 c
2
b   
2 c( )
2
4 b 2  
4 c
2
 4 b 2  
Angiv typen af bevis her: Indirekte, modstrid 
Beskriv kort princippet i beviset her: Man starter med at antage det modsatte af, hvad man vil bevise. Ved at bevise, at 
denne nye antagelse er falsk, må men gå ud fra, at den første antagelse er sand. 
 
Del 2, side 251 af 271
 Vis at for a x2⋅ b x⋅+ c+ 0=  gælder, at  x
b− ± d
2 a⋅
=   | d b2 4 a⋅ c⋅−= . 
4 a2⋅ x2⋅ 4 a⋅ b⋅ x⋅+ b2+ b2 4 a⋅ c⋅−=  
4 a⋅ a⋅ x2⋅ 4 a⋅ b⋅ x⋅+ 4 a⋅ c⋅+ 0=  
2 a⋅ x⋅( )2 b2+ 2 2 a⋅ x⋅( )⋅ b⋅+ d=  
a x2⋅ b x⋅+ c+ 0=  
d b2 4 a⋅ c⋅−=  
2 a⋅ x⋅ b+ ± d=  
x
b− ± d
2 a⋅
=  
2 a⋅ x⋅ b+( )2 d=  
2 a⋅ x⋅ b− ± d=  
4 a2⋅ x2⋅ 4 a⋅ b⋅ x⋅+ 4 a⋅ c⋅+ b2+ b2=  
Angiv typen af bevis her: Direkte 
Beskriv kort princippet i beviset her: 
Vi slår to fluer med et smæk i dette direkte bevis ved at bevise både formlen for diskriminanten, og ud fra den bevise 
formlen for at finde funktionens skæring(er) med x-aksen i et koordinatsystem. 
Det gør vi ved hjælp af modellering, hvor vi først finder et udtryk for d, hvorefter vi kan isolerer x og dermed finder formlen 
for dens skæring med x-aksen. 
 Del 2, side 252 af 271
Bilag C221 
 
Oplæg til afsluttende evaluering 
Vi har nu arbejdet med tre forskellige typer af beviser på en del forskellige måder:  
1. Vi har arbejdet med EFA'erne som vanligt, hvor I enten bliver bedt om at beskrive argumentationen 
for de enkelte trin i et bevis, bliver bedt om at skrive matematikken baseret på en tekst eller bliver 
bedt om begge dele på én gang, 
2. vi har også arbejdet med bevisførelse derved, at I selv skulle udarbejde en EFA, der indeholdt 
opgaver tilsvarende de ovenfor nævnte for læseren, 
3. vi har haft en mere ordinær undervisning i form af klassesamtaler, hvortil I forinden har forberedt jer 
på et emne eller løst opgaver, 
4. vi har haft videnskabelige debatter, 
5. vi arbejdet med opgaver, der i sig selv fordrede udvikling af ny teori, 
6. og endelig har vi med drag and drop forsøgt at identificere rækkefølgen af argumenter i nogle 
beviser, hvis type tilmed skulle identificeres.  
I har således stødt på en del nye arbejdsformer, hvorfor det er interessant at undersøge, hvad der 
måtte have virket bedst!  
I nærværende spørgeskema bedes I derfor tage stilling til de enkelte udsagn på en skala fra 0 til 5, hvor 
0 er dårligst, og 5 er bedst. 
I vil i spørgeskemaet blive spurgt til forskellige forhold vedrørende det at forstå et bevis.  Deri ligger, at 
man kan opdele forståelsen af et bevis i flere forskellige delelementer, nemlig: 
1. Den basisviden, som man skal besidde for, at man kan forstå den sætning, der skal bevises, og de 
forudsætninger, der gives, 
2. den logik, der skal til for, at man kan argumentere for de enkelte trin,  
3. det, at man kan se idéen i et bevis, den røde tråd, 
4. det, at man forstår, hvad der er bevist, at man kan generalisere, samt 
5. det, at man kan anvende den beviste sætning korrekt, hvilket vil sige, at forudsætningerne for 
beviset skal være opfyldt - i dette ligger da, at man skal kunne identificere forudsætninger, der er 
forskellige fra de, der gælder en given sætning. 
Hvis I bliver i tvivl undervejs, så spørg blot :-): 
 
God fornøjelse!!! 
Sten Bregnhoved 
 
Del 2, side 253 af 271
Bilag C222 
 
Optælling af afsluttende evaluering 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at arbejdet med de 
almindelige EFA'er har gjort din forståelse af beviser bedre. Hvis du 
vælger 0, betyder det, at de slet ikke hjælper, og hvis du vælger 5 hjælper 
de optimalt. 
-  0: Det hjælper slet 
ikke (0): 
0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 1 (5.56 %) 
-  3 (3): 4 (22.22 %) 
-  4 (4): 10 (55.56 %) 
-  5: Det hjælper 
optimalt (5): 
3 (16.67 %) 
Gennemsnit: 3.83 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at arbejdet med 
den EFA, du selv skulle udarbejde, har gjort din forståelse af beviser 
bedre. Hvis du vælger 0: Det har slet ikke hjulpet, og hvis du vælger 5: 
Det har hjulpet optimalt. 
-  0: Det hjælper slet ikke (0): 0 
-  1 (1): 2 (11.11 %) 
-  2 (2): 4 (22.22 %) 
-  3 (3): 4 (22.22 %) 
-  4 (4): 7 (38.89 %) 
-  5: Det hjælper optimalt (5): 1 (5.56 %) 
Gennemsnit: 3.06 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at samtaler i 
forbindelse med den ordinære klasseundervisningen har gjort din 
forståelse af beviser bedre. 
-  0: Det hjælper slet 
ikke (0): 
0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 0 
-  3 (3): 2 (11.11 %) 
-  4 (4): 6 (33.33 %) 
-  5: Det hjælper 
optimalt (5): 
10 (55.56 %) 
Gennemsnit: 4.44 
 
 
 
Del 2, side 254 af 271
Bilag C222 
 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at videnskabelige 
debatter har gjort din forståelse af beviser bedre. 
-  0: Det hjælper slet ikke (0): 0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 0 
-  3 (3): 5 (27.78 %) 
-  4 (4): 7 (38.89 %) 
-  5: Det hjælper optimalt (5): 6 (33.33 %) 
Gennemsnit: 4.06 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at opgavesæt 1.14, 
hvor du selv skulle gennemføre nogle beviser, har gjort din forståelse af 
beviser bedre. 
-  0: Det hjælper slet ikke 
(0): 
0 
-  1 (1): 2 (11.11 %) 
-  2 (2): 3 (16.67 %) 
-  3 (3): 2 (11.11 %) 
-  4 (4): 8 (44.44 %) 
-  5: Det hjælper optimalt 
(5): 
3 (16.67 %) 
Gennemsnit: 3.39 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at opgaven med 
drag and drop, hvor rækkefølgen af argumenter i nogle beviser skulle 
bestemmes, har gjort din forståelse af beviser bedre. 
-  0: Det hjælper slet ikke 
(0): 
0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 1 (5.56 %) 
-  3 (3): 9 (50.00 %) 
-  4 (4): 6 (33.33 %) 
-  5: Det hjælper optimalt 
(5): 
2 (11.11 %) 
Gennemsnit: 3.50 
 
 
 
 
 
 
 
 
Del 2, side 255 af 271
Bilag C222 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at du selv besidder 
en basisviden, så du kan forstå, hvad en sætning og dens forudsætninger 
egentlig betyder. 
-  0: Jeg forstår intet 
(0): 
0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 3 (16.67 %) 
-  3 (3): 4 (22.22 %) 
-  4 (4): 10 (55.56 %) 
-  5: Jeg forstår det 
hele (5): 
1 (5.56 %) 
Gennemsnit: 3.50 
 
Vælg den form for undervisning, som efter din mening giver den bedste 
forståelse i forhold til basisviden. 
-  Besvarelse af EFA'er:  5 (27.78 %) 
-  Udarbejdelse af EFA'er:   0 
-  Ordinær undervisning med klassesamtaler:   3 (16.67 %) 
-  Videnskabelige debatter:  5 (27.78 %) 
-  Selvstændige opgavesæt, der fordrer, at jeg 
selv udtænker nye sætninger eller 
løsningsstrategier: 
  2 (11.11 %) 
-  Drag and Drop-opgaver, hvor jeg selv finder 
den rigtige rækkefølge af argumenterne: 
  3 (16.67 %) 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at du selv har den 
logik, der skal til for, at du kan argumentere for de enkelte trin i et bevis. 
-  0: Jeg forstår intet (0): 0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 2 (11.11 %) 
-  3 (3): 6 (33.33 %) 
-  4 (4): 8 (44.44 %) 
-  5: Jeg forstår det hele 
(5): 
2 (11.11 %) 
Gennemsnit: 3.56 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Del 2, side 256 af 271
Bilag C222 
 
Vælg den form for undervisning, som efter din mening giver den bedste 
forståelse i forhold til logik. 
-  Besvarelse af EFA'er:   1 (5.56 %) 
-  Udarbejdelse af EFA'er:   2 (11.11 %) 
-  Ordinær undervisning med 
klassesamtaler: 
  4 (22.22 %) 
-  Videnskabelige debatter:  7 (38.89 %) 
-  Selvstændige opgavesæt, der fordrer, at 
jeg selv udtænker nye sætninger eller 
løsningsstrategier: 
  2 (11.11 %) 
-  Drag and Drop-opgaver, hvor jeg selv 
finder den rigtige rækkefølge af 
argumenterne: 
  2 (11.11 %) 
 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at du selv kan følge 
den overordnede idé i et bevis. 
-  0: Jeg forstår intet (0): 0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 2 (11.11 %) 
-  3 (3): 3 (16.67 %) 
-  4 (4): 10 (55.56 %) 
-  5: Jeg forstår det hele 
(5): 
3 (16.67 %) 
Gennemsnit: 3.78 
 
Vælg den form for undervisning, som efter din mening giver den bedste 
forståelse i forhold til den overordnede idé i et bevis. 
-  Besvarelse af EFA'er:   1 (5.56 %) 
-  Udarbejdelse af EFA'er:   1 (5.56 %) 
-  Ordinær undervisning med klassesamtaler:  6 (33.33 %) 
-  Videnskabelige debatter:  6 (33.33 %) 
-  Selvstændige opgavesæt, der fordrer, at jeg 
selv udtænker nye sætninger eller 
løsningsstrategier: 
  2 (11.11 %) 
-  Drag and Drop-opgaver, hvor jeg selv 
finder den rigtige rækkefølge af 
argumenterne: 
  2 (11.11 %) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Del 2, side 257 af 271
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Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at du forstår, hvad 
et bevis egentlig beviser, og at du kan generalisere 
-  0: Jeg forstår intet 
(0): 
0 
-  1 (1): 0 
-  2 (2): 4 (22.22 %) 
-  3 (3): 1 (5.56 %) 
-  4 (4): 10 (55.56 %) 
-  5: Jeg forstår det hele 
(5): 
3 (16.67 %) 
Gennemsnit: 3.67 
 
Vælg den form for undervisning, som efter din mening giver de bedste 
forståelse i forhold til hvad et bevis beviser. 
-  Besvarelse af EFA'er:   2 (11.11 %) 
-  Udarbejdelse af EFA'er:   1 (5.56 %) 
-  Ordinær undervisning med 
klassesamtaler: 
 7 (38.89 %) 
-  Videnskabelige debatter:  7 (38.89 %) 
-  Selvstændige opgavesæt, der fordrer, at 
jeg selv udtænker nye sætninger eller 
løsningsstrategier: 
  1 (5.56 %) 
-  Drag and Drop-opgaver, hvor jeg selv 
finder den rigtige rækkefølge af 
argumenterne: 
 
  0 
Vurder på en skala fra 0 til 5 i hvor høj grad du synes, at du forstår at 
anvende en sætning korrekt, og at du kun anvender den, når 
forudsætningerne for sætningen er opfyldte. 
-  0: Jeg forstår intet (0): 0 
-  1 (1): 1 (5.56 %) 
-  2 (2): 2 (11.11 %) 
-  3 (3): 5 (27.78 %) 
-  4 (4): 8 (44.44 %) 
-  5: Jeg forstår det hele 
(5): 
2 (11.11 %) 
Gennemsnit: 3.44 
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Vælg den form for undervisning, som efter din mening giver de bedste 
forståelse i forhold til anvendelsen af beviser. 
-  Besvarelse af EFA'er:   2 (11.11 %) 
-  Udarbejdelse af EFA'er:   0 
-  Ordinær undervisning med 
klassesamtaler: 
  5 (27.78 %) 
-  Videnskabelige debatter:  8 (44.44 %) 
-  Selvstændige opgavesæt, der 
fordrer, at jeg selv udtænker nye 
sætninger eller løsningsstrategier: 
  3 (16.67 %) 
-  Drag and Drop-opgaver, hvor jeg 
selv finder den rigtige rækkefølge af 
argumenterne: 
  0 
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23 Spørgsmål fra Professoren 
Her er 23 spørgsmål fra professoren. Det er meget vigtigt for vores undersøgelse, at du svarer på 
alle spørgsmålene, også hvis der skulle være nogle du ikke synes du kan gøre noget ved. På forhånd 
stor tak for hjælpen! 
 
Spørgsmål 1 
I matematik er ethvert kvadrat et rektangel, og ethvert rektangel er en firkant. Er det så korrekt, at 
enhver firkant er et kvadrat? 
• Ja:     Nej:     Sommetider:       Jeg kan ikke svare: 
 
Spørgsmål 2 
Begrund, at der ikke findes nogen løsning til ligningen 38𝑥𝑥 + 72 = 38𝑥𝑥. 
 
 
 
Spørgsmål 3 
Begrund, at ethvert tal er løsning til ligningen 3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥. 
 
 
  
Spørgsmål 4 
Søren siger, at når man ganger et tal, 𝑎𝑎, med et andet tal, 𝑏𝑏, bliver resultatet altid større end 𝑎𝑎. 
Hvilke(t) af følgende svar til Søren anser du for korrekt(e): 
a) Ja, det har du ret i. 
b) Nej, for hvis man ganger f.eks. 4 med 1
2
 får vi som resultat 2, der jo er mindre end 4. 
c) For det meste har du ret, men der er nogle få undtagelser. 
d) Nej, for hvis man f.eks. ganger 10 med −5 får man −50, som jo er mindre end 10. 
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Spørgsmål 5 
Det følgende skal forestille et bevis for at ethvert tal er lig med 0. 
”Vi ser på et vilkårligt tal 𝑎𝑎 og sætter 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎.  
Ved at gange med 𝑎𝑎 på begge sider af lighedstegnet får vi 𝑎𝑎𝑏𝑏 = 𝑎𝑎2. Så kan vi udregne 
 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑏𝑏 − 𝑎𝑎2 = 0 (da vi har 𝑎𝑎𝑏𝑏 = 𝑎𝑎2). 
Da 0 gange hvad som helst (f.eks. 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) er 0, er 
 0 = 0 ∙ (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎), 
som sættes ind ovenfor, så vi får 
 𝑎𝑎 ∙ (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) = 0 = 0 ∙ (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎). 
Nu kan vi dividere med 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 på begge sider af lighedstegnet. Tilbage står 𝑎𝑎 = 0. Da 𝑎𝑎 var 
vilkårligt valgt er ethvert tal lig med 0.” 
a) Er det sandt, at ethvert tal er lig med 0? Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
b) Er det anførte bevis korrekt? Ja:    Nej:      Jeg kan ikke svare: 
c) Hvis du mener, at det anførte bevis er ukorrekt, hvad er så galt med det? 
 
 
 
Spørgsmål 6 
Anser du følgende argument for holdbart: 
”Det passer aldrig, at (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2, for vi ved jo, at der altid gælder  (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 = 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2.” 
 
• Ja:     Nej:     Måske:     Jeg kan ikke svare: 
 
Spørgsmål 7 
Hvorfor er det forbudt at dividere et tal, 𝑡𝑡, med 0? 
a) Fordi, det har man nu engang vedtaget. 
b) Fordi der ikke findes noget tal der ganget med 0 giver 𝑡𝑡. 
c) Fordi der ikke findes noget tal der ganget med 0 giver 𝑡𝑡, med mindre 𝑡𝑡 selv er 0, og så vil 
alle tal kunne bruges. 
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Spørgsmål 8 
Vurdér følgende ræsonnement:  
”I 2010 var nationalproduktet pr. indbygger ca. 47000 $ i USA og ca. 37000 $ i Danmark. Taget 
under ét for de to lande var nationalproduktet pr. indbygger derfor (47000+37000)/2 = 42000 $.” 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 9 
Vi ved, at en ligning af formen 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 (hvor 𝑎𝑎 er en konstant) giver en ret linje gennem (0,0) i et 
koordinatsystem. Er det så rigtigt at påstå, at enhver ret linje gennem (0,0) har en ligning af formen 
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥, hvor 𝑎𝑎 er en konstant? 
• Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 10 
Lad os antage, at 80% af gæsterne på caféer er piger/kvinder. Er det så korrekt, at 80% af 
pigerne/kvinderne går på café? 
• Ja:     Nej:      Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
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Spørgsmål 11 
Et dansk folketingsmedlem udtalte i en folketingsdebat i 1999 følgende:  
”Når 39% af den mandlige befolkning og 30% af den kvindelige befolkning aldrig kommer på 
bibliotekerne, vil det sige, at i alt 69% af hele befolkningen aldrig kommer på bibliotekerne.” 
• Vurdér denne påstand. 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 12 
Et førstegradspolynomium er for alle tal 𝑥𝑥 givet ved forskriften 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏, hvor 𝑎𝑎 ikke er 0. Er 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0𝑥𝑥 − 2 et førstegradspolynomium? 
 
• Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 13 
Et kvadrat er et rektangel, hvor alle fire sider er lige lange. Er ethvert kvadrat et rektangel? 
 
• Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
 
 
 
 
Spørgsmål 14 
Er ethvert rektangel også et kvadrat? 
 
• Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
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Spørgsmål 15 
Søren siger, at hvis man laver en ny cirkel ved at halvere diameteren i en cirkel, har den nye cirkel 
både halvt så stor en omkreds og halvt så stort et areal som den oprindelige. Har Søren ret? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
• Ja:    Nej:      Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 16 
Susanne siger, at hvis man laver en ny terning ved at fordoble længden af alle kanterne i en terning, 
har den nye terning et otte gange så stort rumfang som den oprindelige. Har Susanne ret? 
 
• Ja:     Nej:     Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
2d d 
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Spørgsmål 17 
En taxa i Århus tager et startgebyr på kr. 30,00 og kr. 7,30 pr. kørt kilometer. Ali skal køre 10 
kilometer med taxa i Århus og Aya skal køre 20 kilometer. 
• Er det rigtigt at Aya skal betale dobbelt så meget som Ali? Ja:    Nej:    Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
 
 
Spørgsmål 18 
Aya siger, at der for alle reelle tal gælder, at 𝑎𝑎2 ≥ 𝑎𝑎. Hvilke af følgende værdier af 𝑎𝑎 kan bruges til 
at vise, at dette udsagn er falsk? 
a) 𝑎𝑎 = −1
2
 
b) 𝑎𝑎 = 0 
c) 𝑎𝑎 = 1
10
 
d) 𝑎𝑎 = 1 
e) 𝑎𝑎 = 0,2 
 
 
 
Spørgsmål 19 
Søren siger, at hvis en 4-sidet figur har fire lige lange sider, så er figuren et kvadrat. Hvilken af de 
følgende figurer kan eventuelt bruges til at vise, at Søren ikke har ret?  
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Spørgsmål 20 
Aya og Ali betragter tallene 3 og 11. De bemærker, at deres sum (3 + 11) er et lige tal, mens deres 
produkt (3 ∙ 11) er et ulige tal. 
Aya siger: ”Hvis summen af to heltal er lige, så er deres produkt ulige.” 
Ali siger: ”Hvis produktet af to heltal er ulige, så er deres sum lige.” 
• Er indholdet i Ayas og Alis udsagn det samme? Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 21 
Nedenstående figur udgør et bevis for at en trekants vinkelsum altid er 180°, hvilket ses ved at 
trekantens vinkelsum er 𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 + 𝑤𝑤, den samme sum som ved den øverste linje, hvor summen klart 
er lig 180°. 
 
                     
 
• Har vi bevist at alle trekanter har en vinkelsum på 180°? Ja:     Nej:    Jeg kan ikke svare: 
• Eller bliver vi nødt til at måle på de konkrete trekanter, som vi betragter? Ja:   Nej:     Jeg 
kan ikke svare: 
 
u w 
v 
u w 
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Spørgsmål 22 
Tallet 7 er den mest sandsynlige sum ved kast med to terninger. Hvordan kan man begrunde, at det 
forholder sig sådan? 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 23 
Vi vil nu bevise, at en 𝑛𝑛’te del, altså  1
𝑛𝑛
, hvor 𝑛𝑛 er et positivt helt tal, kan blive så lille et positivt tal 
som det skal være. 
Antag, at der findes en mindste positiv 𝑛𝑛’te del, som vi kalder 1
𝑁𝑁
 , hvor 𝑁𝑁 er et positivt helt tal. 
Men hvis vi nu lægger 1 til i nævneren, altså 1
𝑁𝑁+1
 , så vil der jo gælde, at 1
𝑁𝑁+1
< 1
𝑁𝑁
 . Altså må 
vores antagelse være forkert, hvilket betyder, at der ikke findes en mindste positiv 𝑛𝑛’te del. 
• Er du enig i at ovenstående er et bevis for at en 𝑛𝑛’te del kan blive så lille et positivt tal som 
det skal være? Ja:     Nej:    Jeg kan ikke svare: 
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Gruppens bud på en 1.g-elevs besvarelse af detektionstest 2 
NB! Vi skal huske at fortælle eleverne, at de gerne må vælge flere svar, hvis dette synes fornuftigt. 
NB igen! Vi har en opgave i at definere, hvorledes vi skal vurdere elevernes svar, der ikke er kvantitative. 
Rigtigt svar skrevet i parentes.  
Spørgsmål 1: (nej) Vi tror ikke, at nogen elever vil vælge Sommetider, men svage elever vil måske blive 
forvirret af de tre begreber, der er nævnt i spørgsmålet, og dermed sige Ja, medens flertallet nok vil sige 
Nej. 
Spørgsmål 2: Vi forudser mange forskellige svar her (fra løsning ved inspektion til forsøg på at løse 
ligningen), og fælles er, at eleverne formodentlig ikke kan komme frem til noget fornuftigt – blandt andet 
fordi de ikke ved, hvad en begrundelse er. 
Spørgsmål 3: Vi forventer en rimelig lige fordeling mellem x=R, inspektion med et endeligt antal værdier for 
x og forkerte eller ingen svar. 
Spørgsmål 4: (b og d) Vi forventer ingen eller næsten a), flest b) lidt færre c) og lidt færre igen af d). 
Spørgsmål 5: (nej, nej, man dividerer med 0) a) Eleverne svarer nej, b) Eleverne svarer ligeligt fordelt 
mellem ja, nej og ved ikke – når det er forkert, skyldes det, at de ikke ved, hvad et bevis er, c) Kun et fåtal 
kan argumentere korrekt her. 
Spørgsmål 6: (nej) De fleste vil svare Ja – blandt andet fordi højresiderne er forskellige. Kun de dygtigste 
elever vil måske ved inspektion finde den værdi for x og y, som gør begge udsagn sande. En del vil ikke 
svare. Forhåbentlig vil ingen svare Måske. 
Spørgsmål 7: (c) De fleste elever vil sikkert svare a), da dette forhold oftest opfattes som et i folkeskolen 
introduceret valg eller en definition, som ikke er begrundet. 
Spørgsmål 8: De fleste vil svare, at der på korrekt vis er bestemt et gennemsnit. Kun de færreste vil 
gennemskue ordlyden i teksten produkt per indbygger, hvilket betyder, at udregningen er forkert. 
Spørgsmål 9: (nej, x=0 er ikke medtaget) Eleverne vil have svært ved at se, at linjen x=0 ikke er dækket af 
y=ax (der dækker y=k for a=0), hvorfor de vil svare Ja. 
Spørgsmål 10: (nej) Der svares korrekt Nej, men vi forventer ingen begrundelser. 
Spørgsmål 11: Elevernes besvarelser vil sikkert falde i to grupper: Ja, 30+39 er 69, så det er korrekt, og Nej, 
sådan kan man ikke regne med procenter med forskellig argumentation. 
Spørgsmål 12: (nej) En del af eleverne vil blot genkende strukturen i regneforskriften for et 
førstegradspolynomium, hvorfor de vil sige Ja, medens en anden del vil sige nej, da a jo er 0. 
Spørgsmål 13: (ja) Eleverne vil sige Ja, da de kender definitionen på både et rektangel og et kvadrat. 
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Spørgsmål 14: (nej) Som en konsekvens af vores argumentation ift. spørgsmål 13, må eleverne også svare 
korrekt her.  
Spørgsmål 15: (nej) Vi tror, at eleverne ikke ser påstanden samlet, så de vil dele deres besvarelse op og 
udtale, at påstanden gælder for omkredsen men ikke for arealet. Vi bemærker, at eleverne uden figuren 
formodentlig vil svare Ja til opgaven, da de ikke har så godt med skalering. 
Spørgsmål 16: (ja) Nogle vil svare Ja og basere deres argumentation på et empirisk overbevisningsskema 
ved indsættelse af 1 og 2 som sidelængde i udtrykket til bestemmelse af en ternings volumen. Andre vil 
svare Nej. 
Spørgsmål 17: (nej) De fleste vil svare korrekt med en passende argumentation relateret til lineære 
sammenhænge. 
Spørgsmål 18: (c og e) Vi ser det et eksempel på opfattelsen af modstridsbeviser. Vi frygter, at de fleste vil 
vælge b) og d), da de ikke læser opgaven korrekt. Der er også mange faldgruber i a) med både fortegn og 
tals størrelse ift hinanden.  
Spørgsmål 19: (nr 4, romben) Her vil eleverne nok vælge romben, hvis de vel at mærke har læst opgaven 
korrekt, hvor de i fald dette ikke er tilfældet vil vælge kvadratet. Vi forventer ingen valg af trapez og 
femkant.  
Spørgsmål 20: (nej) Her vil eleverne sikkert vælge det forkerte svar Ja, idet der ikke skelnes mellem 
implikation og bi-implikation. Nogle elever vil måske forsøge at argumentere ved indsættelse af tal. Samme 
type opgaver som 13 og 14. 
Spørgsmål 21: (ja, nej) Tidligt i 1. g vil eleverne sikkert mene, at vi nok har bevist hvad, vinkelsummen i en 
trekant er, men de vil stadig være under indflydelse af folkeskolens metodik med måling, hvorfor de også 
vil måle – de ved nemlig endnu ikke, hvad vi kan tillade os, hvis vi først har bevist noget. Dette vil 
forhåbentlig ændre sig senere. 
Spørgsmål 22: De fleste vil argumentere for hyppigheden af summen 7 i de forskellige 
kombinationsmuligheder. 
Spørgsmål 23: (ja) Beviset er et modstridsbevis, som vi ikke forventer vores elever kan forstå, men da 
teksten ligner et bevis, vil de sikkert uden argumentation svare Ja. 
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Første grove inddeling af spørgsmål i kategorier Spørgsmål, hvor eleverne samlet set falder igennem
Spørgsmål Type Med argumentation Bevisførelse indgår Hillerød Egedal Helsingør
1 Klasselogik
2 Negation af eksistens x
3 Begrund universalpåstand x x
4 Evaluer begrundelse for universalpåstand
5 Evaluer universalpåstand x x x
6 Evaluer et argument x x
7 Vælge forklaring x
8 Vurder et argument x x x
9 Omvending af en implikation x x x
10 Tage stilling til populationer x
11 Tage stilling en regel x
12 Klasselogik x
13 Klasselogik
14 Omvending af en implikation
15 Tage stilling til en påstand x
16 Tage stilling til en implikation x
17 Tage stilling til en implikation x
18 Forkaste en universalpåstand
19 Forkaste en implikation x
20 Tage stillng til om to implikationer er ens x x x
21 Tage stilling til bevis x
22 Begrunde enkeltstående påstand x
23 Tage stilling til bevis x x x x
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To alternative forsøg på gruppering af spørgsmål
Kategori 1 Kategori 2 Kategori 3 Ny kategori 1 Ny kategori 2 Ny kategori 3
I denne kategori 
indgår argumentation, 
hvorfor besvarelsen af 
spørgsmålet også kan 
vurderes som delvist 
rigtigt.
I denne kategori 
indgår bevisførelse - 
også her kan en 
besvarelse være delvis 
rigtig.
I denne kategori 
indgår spørgsmål, der 
er rent logiske, 
hvorfor besvarelserne 
enten er rigtige eller 
forkerte.
I denne kategori 
indgår spørgsmål, hvis 
besvarelse kræver en 
brug af matematik.
I denne kategori 
indgår spørgsmål, hvis 
besvarelse fordrer 
både matematik og 
logik.
I denne kategori 
indgår spørgsmål, hvis 
besvarelse 
udelukkende 
medfører brug af 
logik.
Forskel mellem kategorier
Spørgsmål Type Hillerød Egedal Helsingør
1 Klasselogik, implikationer x x ens
2 Negation af eksistens x x ens
3 Begrund universalpåstand x x (x) x ens
4 Evaluer begrundelse for universalpåstand x x forskellige forskellige
5a Evaluer universalpåstand x x ens
5b Evaluer bevis x x x ens
5c Begrund fejl i bevis x x x x x ens
6 Evaluer et argument x x x x x forskellige forskellige
7 Vælge forklaring x x x x forskellige forskellige
8 Vurder et argument x x x x x ens
9a Omvending af en implikation x x x x x ens
9b Begrund svar i a) x x x x x ens
10a Tage stilling til populationer x x x ens
10b Begrund svar i a) x x x ens
11 Tage stilling en regel x  x ens
12a Klasselogik x x ens
12b Begrund svar i a) x x ens
13 Klasselogik x x ens
14 Omvending af en implikation x x ens
15a Tage stilling til en påstand x x forskellige forskellige
15b Begrund svar i a) x x ens
16a Tage stilling til en implikation x x forskellige forskellige
16b Begrund svar i a) x x ens
17a Tage stilling til en implikation x x forskellige forskellige
17b Begrund svar i a) x x ens
18 Forkaste en universalpåstand x x forskellige forskellige
19 Forkaste en implikation x x ens
20 Tage stilling til om to implikationer er ens x x x x x ens
21a Tage stilling til bevis x x forskellige forskellige
21b Tage stilling til rækkevidden af et bevis x x ens
22 Begrunde enkeltstående påstand x (x) x ens
23 Tage stilling til bevis x x x x ens
Det er tydeligt, at vi nu ser noget andet.
Spørgsmål, hvor eleverne 
samlet set falder igennem
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Forord 
Nærværende rapport er udarbejdet på tredje semester, hvor emnet var matematisk modellering, på 
matematikvejlederuddannelsen på RUC i perioden august 2015 til november 2015. Rapporten indledes 
med en problemformulering, der følges af det anvendte teorigrundlag, inden matematikvejledningens tre 
faser detektion, diagnose og intervention beskrives, hvorefter der konkluderes. Den del af litteraturstudiet, 
der ikke indgår direkte i rapporten, er placeret i et appendiks. 
Bilagene til denne rapport navngives med A3x, B3y, C3z og D3t, hvor A, B, C og D betyder, at det kommer 
fra henholdsvis Jacob, Signe, Sten eller er fælles, 3 betyder, at det hidrører fra tredjesemesterrapporten, og 
x, y, z og t er de fortløbende numre, som anvendes i hver gruppe af bilag. Signe valgte desværre meget sent 
i forløbet, at hun ikke ville fuldføre kurset. Vi har dog bibeholdt vores bilagsnummerering, idet det er 
denne, vi har benyttet i de to andre rapporter. 
Rapporten er forfattet af Jacob Bendtsen fra Hillerød htx og Sten Bregnhoved fra Helsingør Gymnasium. 
Vejledere på projektet har været Uffe Thomas Jankvist, Aarhus Universitet, og Mogens Niss, Roskilde 
Universitet.
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Indledning 
Når eleverne kommer fra folkeskolen, er de vant til, at arbejdet i matematik primært sker ved, at de får en 
problemstilling og præcis de oplysninger, de skal anvende for at løse den givne problemstilling, hvilket blot 
sker ved, at oplysningerne sættes ind i en formel, således at resultatet kommer ud. Denne form for 
matematik fordrer ikke megen tankegang – man skal blot kunne memorere diverse formler og identificere 
de for løsningen nødvendige størrelser.  
Det er derfor ikke underligt, at eleverne får sig en overraskelse, når de møder op på gymnasiet med den 
forventning, at det forholder sig på samme måde, for ud over en større arbejdsmængde, et højere tempo 
og en højere kompleksitet samt matematisk teori på alle niveauer indgår nemlig også matematisk 
modellering, som noget af det nye, og selvom opgaverne i matematik i folkeskolen i nogen grad bærer 
præg af at være bundet op på praktiske problemstillinger, oplever vi, at mange elever tror, at matematik 
kun er noget, der praktiseres i klasserummet, og således på ingen måde er noget, der kan finde anvendelse 
i dagligdagen, hvad enten det drejer sig om privat- eller arbejdslivet. Vi har derfor som gymnasielærere en 
opgave i at sikre, at eleverne erkender, at matematikken kan anvendes til noget fornuftigt, og at den meget 
resultatorienterede tilgang til matematikken nuanceres, hvilket blandt andet kan ske ved at arbejde med 
matematisk modellering.  
Når en klasse møder matematisk modellering for første gang, går det dog ofte galt særligt for de svage 
elever, for matematisk modellering er en svær kunst – ikke blot skal man beherske matematikken, hvilket 
en udfordret elev i sagens natur jo har svært ved, man skal også kunne forestille sig hvilken matematik, 
man kunne have brug for senere i modelleringsprocessen, og det er selvsagt (også) svært. Matematisk 
modellering kræver således et højt abstraktionsniveau og nødvendiggør, at eleven ikke udelukkende 
tænker i opgaveregning og problemløsning, hvorfor mange af de elever, som vi ellers normalt ville betegne 
som lidt dygtigere, og som ligger over middel uden af være helt i top karaktermæssigt, også har 
vanskeligheder med modelleringen, da de oftest er meget fokuseret på problemløsningen og arbejder efter 
procedurer og algoritmer. Der skal derfor lægges fokus på at få elevene til at forstå, at modellering ikke kun 
er problemløsning - der skal også tænkes på forudsætninger, og på hvorvidt det fundne svar på det givne 
spørgsmål nu også stemmer overens med virkeligheden. 
På basis af ovenstående analyse opstilles hermed følgende problemformulering. 
Problemformulering  
 I hvilket omfang er elevernes matematikforestillinger i relation til matematisk modellering en 
hindring for tilegnelsen af modelleringskompetencen? 
 I hvilken udstrækning kan modelleringsfremmende aktiviteter øge elevernes udbytte af 
undervisningen i forhold til modellering? 
 I hvilken udstrækning kan fremvoksende modellering øge elevernes udbytte af undervisningen - 
dels i forhold til modellering og dels i tilknytning til selve begrebsdannelsen i relation til 
vektorfunktioner og differentialregning? 
 I hvor høj grad kan interventionen flytte eleverne fra én modellørtype til en anden og mere 
hensigtsmæssig modellørtype, såfremt modellørtypen i begyndelsen er uhensigtsmæssig? 
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Teorigrundlag 
I det følgende afsnit præsenteres den teori, som vi har anvendt i forbindelse med vores diagnose- og 
interventionsfaser, idet det dog skal bemærkes, at der i litteraturstudiet har været et relativt stort 
sammenfald, for så vidt angår såvel modeller for processerne i matematisk modellering som 
modelfremmende aktiviteter og fremvoksende modellering, hvorfor en del af teorigrundlaget også er at 
finde i appendiks. 
Om matematisk modellering 
I Niss (2010), der er et kapital fra Modeling Students’ mathematical modeling competencies, redegøres 
gennem tre eksempler for den proces, hvormed en elev opnår modelleringskompetence, ligesom 
modelleringscyklussen karakteriseres. 
Modellering af processen i forbindelse med udøvelsen af matematisk modellering sker normalt ved hjælp af 
op til fire af følgende elementer: Modelleringens faser, beskrivelse af modelleringskompetencen, 
beskrivelse af andre nødvendige matematiske kompetencer samt samspillet mellem de tre nævnte 
elementer. Der indgår også som regel en grafisk fremstilling i stil med nedenstående figur. 
 
Modellen indeholder de sædvanlige domæner og delprocesser, herunder matematiseringen (det at 
spørgsmålet fra den virkelige verden er blevet oversat til matematiske udsagn, relationer og spørgsmål), 
der identificeres som den mest centrale delproces, hvorfor netop denne proces bliver genstand for en 
nærmere undersøgelse med henblik på at forstå, hvordan matematiseringen rent faktisk foregår, og hvilke 
udfordringer, man møder i dette arbejde.  
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Således føres læseren gennem tre eksempler, hvor første eksempel omhandler et konisk glas (selve 
matematiseringen vil ikke blive refereret her, hvilket gælder for alle eksemplerne - kun essensen i relation 
til matematisk modellering bliver medtaget), hvor der redegøres for, at selve matematiseringen grundet 
det relativt lukkede spørgsmål (ifølge Højgaard (2010) er dette eksempel egentlig ikke en matematisk 
modellering, hvilket da også antydes senere i artiklen) er forholdsvis ligetil, idet identifikation, specifikation 
og idealisering stort set er givet i selve opgaven. Derimod skal man kunne ganske meget og være i stand til 
at sætte flere kompetencer i spil for at kunne bruge modellen til at besvare det stillede spørgsmål: Man skal 
identificere de elementer, som er relevante for at kunne løse problemet, man skal kunne relatere de to 
situationer, der er spil, og man skal endelig kunne finde yderligere sammenhænge med henblik på at 
eliminere en række variable, hvilke alle er opgaver, som de fleste elever har meget vanskeligt ved, og der 
udpeges tre kritiske punkter, som således er i spil: 
1. Udvælgelsen af den information, som man finder relevant, må nødvendigvis være baseret på en 
forventning om en mulig problemløsningsstrategi - altså det at man udvælger nogle informationer, 
fordi man har en forventning om, at disse informationer kan bruges til noget. 
2. Udvælgelsen har også at gøre med modellørens tiltro til egne evner i forhold til at implementere 
den strategi, som vedkommende har tænkt sig at anvende. Der er altså et klart psykologisk aspekt 
her. 
3. Endelig skal modelløren på forhånd besidde den matematiske viden og tekniske kunnen, som er 
nødvendig for en succesfuld implementering af strategien. 
I det næste eksempel, der omhandler et spørgsmål om længden af en given dag, er den givne situation ikke 
så bundet som i forrige eksempel, hvorfor der lægges ud med en række simplificeringer og antagelser - her 
foregår således en mere reel matematisk modellering. Herved skal modelløren således for at danne sig et 
overblik over de givne data, plotte disse - modelløren skal altså have en idé om, at der kan være en vej til 
besvarelse af spørgsmålet ved dette, og der ligger også en opgave i at transformere data, så de lader sig 
plotte i det hele taget. Allerede her skal der træffes beslutninger om passende simplificering, man skal have 
overblik og udvise omhu. Næste skridt er at gøre sig nogle antagelser, hvilket bringer modelløren frem til en 
general model, som endelig ved andre beslutninger kan gøres specifik, således at spørgsmålet kan blive 
besvaret. 
Igen gælder, at de tre førnævnte punkter er karakteristiske for modelleringsprocessen, da 1: Modelløren 
skal have en forventning om, at de valg, der træffes, de antagelser, der gøres, og den model, der opstilles, 
kan bruges til at løse opgaven, 2: Modelløren skal have en forestilling om den vej, vedkommende vil gå, og 
tro på sine evner til at kunne løse opgaven, og endelig 3: Modelløren skal blandt andet have en viden om 
grafisk repræsentation og sinusfunktionen, men i modsætning til før ligger der en stor udfordring i at få 
opstillet modellen i det hele taget. Når først modellen ligger klar, kan løsningen overlades til software. 
I det sidste eksempel stilles et meget åbent spørgsmål vedrørende den opnåelige præcision, når man 
stemmer et flygel, hvilket er et område, som de færreste har en almen viden om, og som ikke ved første 
blik synes at have så meget med matematik at skaffe, hvorfor det første, man må gøre, er at indhente den 
nødvendige information, så modelleringen kan finde sted. Der er altså endnu et lag i denne modellering i 
forhold til tidligere eksempler - man må tro på eller forestille sig, at det er muligt at få opstillet en model. 
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Endelig opstilles på basis af de tre eksempler nu en model for selve matematiseringsprocessen, idet det 
bemærkes, at den forudgående strukturering af den virkelige situation, der skal modelleres, fordrer en 
forventning dels om, at matematikken kan anvendes, og dels om hvilken matematik, der skal anvendes til 
løsningen af det givne problem, hvilket alt efter opgaven kan være mere eller mindre krævende.  
I matematiseringsprocessen indgår således to delprocesser: Første delproces består af transformationen fra 
de valgte virkelige objekter og deres relationer til de korresponderende matematiske objekter og 
relationer. Anden delproces er da oversættelsen af det eller de virkelige problemer til matematiske 
problemer. Matematiseringsprocessen er hermed et resultat af en forventning om hvilken matematik, der 
er nødvendig for at løse opgaven, og en forventning om, hvordan den efterfølgende problemløsningsproces 
kan gennemføres. Det foreslås at referere til disse forventninger ved begrebet iværksat foregribelse - altså 
det at modelløren skal være i stand til at forvente eller forudse kommende trin i modelleringen, og 
implementere denne forventning i forhold til at træffe beslutninger og handle på det nuværende trin. 
Iværksat foregribelse ses at indgå i tre dele af modelleringsprocessen: 
1. I arbejdet med at specificere og idealisere den virkelige situation skal modelløren allerede her have 
en forventning om en mulig matematisering. 
2. Når der efterfølgende skal matematiseres, skal modelløren have en forventning i forhold til 
relevante matematiske repræsentationer. Dette kræver ikke kun brug af kendt matematik - man 
skal også have erfaring med det pågældende områdes muligheder og begrænsninger i relation til at 
kunne matematisere den givne situation. 
3. Endelig må modelløren have en forventning om, hvilken problemløsningsstrategi, der kan 
anvendes, når matematiseringen er tilendebragt. 
Således forudsætter iværksat foregribelse: 
 Matematisk viden, der er relevant, 
 evnen til at benytte denne viden i forbindelse med matematisk modellering, 
 anvendelsesorienterede forestillinger om matematik samt 
 selvtillid og vedholdenhed i forhold til matematikken. 
Imidlertid er det svært at forestille sig, at en elev, der endnu ikke har lært at modellere, kan have nogle 
forventninger til kommende trin, hvilket leder til et paradoks lidt i stil med det reifikationsparadoks, som 
Sfard (1991) har foreslået. Heldigvis er der til undervisning i matematisk modellering to tilgange, som 
indebærer, at ovennævnte paradoks undgås: Emergent Modelling (EM1) og Model Eliciting Acticities 
(MEA2). Begge disse indfaldsvinkler vil bliver uddybet i senere afsnit. 
Om synet på matematik 
I Grigutsch (1998) refereres en undersøgelse fra 1994, hvor 1650 elever og deres lærere fra 20 skoler i 
Tyskland besvarede et spørgeskema vedrørende matematikundervisningen, synet på matematik og 
                                                          
1 I nærværende rapport benyttes udtrykket fremvoksende modellering i et forsøg på en dansk oversættelse. 
2 I nærværende rapport benyttes modelleringsfremmende aktiviteter. 
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selvopfattelsen i forhold til at være matematikelev. På hver skole deltog en 6. klasse, en 9. klasse og to 12. 
klasser, der arbejdede på henholdsvis grundlæggende og højt niveau.  
I artiklen beskrives resultatet af dette studie, idet der dog først lægges ud med en præsentation af det 
teoretiske grundlag, hvor det grundlæggende begreb er attitude (ikke at forveksle med opførsel - attitude 
anvendes her mere i betydningen indstilling), defineret ved en blivende, permanent og stabil orientering3 
og parathed til eller intension om at handle individuelt i relation til et socialt objekt som for eksempel 
matematik. Matematikforestillinger, som vi kender fra sidste semester, defineres her som en kognitiv 
komponent, der kan forstås som en del af en subjektiv viden, og pointen er her, at der ses en sammenhæng 
mellem forestillinger og affektion, hvilket defineres som affektive påvirkninger fra vurderinger, beslutninger 
og følelser. Samlet set anlægges således en tilgang til attitude med tre delelementer: Forestillinger, 
affektion og konation - det at man er parat til at handle -, og det betones, at elementerne ikke altid indgår 
med lige dele, og at tilgangen dels udtrykker den dybe infiltration mellem elementerne og sammenhængen 
mellem dem. 
Idet der sondres mellem attitude og opførsel er artiklen fortaler for en model med betinget afhængighed 
mellem attitude og opførsel, da en opførsel eller handling i en given situation ikke kun afhænger af én 
attitude og dens konative komponent, men også af andre attituder, personlige faktorer såsom 
selvbevidsthed samt konteksten og perceptionen af samme.  
Således er attituder forbundne med hverandre, og der opbygges derfor attitude-strukturer. Det samlede 
system af de attitude-strukturer, der har at skaffe med matematik, betegnes da det matematiske 
verdensbillede, der udgøres af fire hovedkomponenter, nemlig attitude-strukturer4 i forhold til: 
 Matematikken selv (synet på matematik), 
 læring af matematik, 
 matematikundervisning og  
 selv’et, som elev og bruger af matematik. 
I spørgeskemaet indgik dog kun spørgsmål med relation til matematikken selv og selv’et, idet de vigtigste 
elementer i relation til selv’et er den subjektive viden og følelserne vedrørende: 
 Interessen i matematik, 
 motivationen og glæden ved matematik og baggrunden herfor, 
 effektiviteten i matematik samt 
 årsagerne til ens succeser og fiaskoer. 
                                                          
3 Med orientering menes her, at man er konsistent i opfattelse, kognitiv repræsentation og affektive eller 
følelsesmæssige vurderinger. 
4 Således er begrebet attitude synonymt med den mening, vi jævnfør sidste semester ellers har tillagt 
begrebet forestillinger. Da imidlertid Grigutsch sondrer mellem forestillinger og attitude, anvender vi i 
denne rapport Grigutschs terminologi i egen oversættelse. 
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Helt konkret var der tre emner i spørgeskemaet i forhold til selvet, nemlig en vurdering af glæden ved 
matematikundervisningen, en vurdering af det, man har opnået, og en vurdering af den indsats, man har 
gjort. 
Der opstilles herefter en fremgangsmåde for studiet, der kort gengives her: 
1. Elevernes attituder måles og beskrives. 
2. Det undersøges, om attituderne har en positiv eller negativ effekt på læringen af matematik. 
3. Med henblik på at optimere processen, der skal ændre en given uhensigtsmæssig attitude, skal det 
fastlægges, hvordan attituder udvikles, og hvilke faktorer der påvirker denne udvikling. 
Herefter præsenterer artiklen resultatet af elevernes syn på matematikken selv, idet der opstilles fem 
dimensioner5: 
1. Formalismeaspektet (F), hvor matematikken karakteriseres ved styrke og præcision, logisk 
tænkning, argumentation og bevisførelse. Den er altså primært deduktiv. 
2. Procesaspektet (P), hvor matematik opfattes som en proces, hvor man tænker over problemer, og 
hvor man finder og forstår idéer og løsninger. I denne proces udvikles matematikken - den er altså 
primært induktiv. 
3. Anvendelsesaspektet (A), hvor matematik indgår i praktisk brug i enten privat- eller arbejdsliv. 
4. Skemaaspektet (S), hvor matematikken består af en række regler, algoritmer og procedurer, der 
kan anvendes til at løse enhver opgave, hvorfor matematik fordrer memorisering af ovennævnte 
foruden evnen til at lære, udøve og anvende ditto. 
5. RigidSkemaaspektet (rS), hvor man som i førnævnte aspekt ser matematikken som bestående af en 
række regler med videre, men antager man dette synspunkt, så behøver man ikke at forstå, og man 
skal tilmed kun kunne anvende den del af matematikken, som testes ved eksamen. 
De fem aspekter og deres fordeling på de fire typer af klasser bliver efterfølgende præsenteret. Det er værd 
at bemærke, at der ingen store overraskelser er her - de mindre klasser karakteriserer matematik som 
anvendelsesorienteret og anlægger skemaaspektet, medens 12. klasse på højt niveau forkaster 
rigidskemaet og formalismeaspektet dominerer. 
Samlet set viser studiet også, hvorledes udviklingen sker over tid, hvilket kan se af nedenstående figur. 
                                                          
5 Man kan argumentere for, at forfatteren kun præsenterer fire dimensioner, idet det femte aspekt kan 
betragtes som en afart af det fjerde aspekt. Vi har dog valgt at præsentere aspekterne som fem separate, 
da forskellen på de sidste to aspekter er meget væsentlig. 
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Dette afsnit i artiklen slutter med en beskrivelse af nogle de faktorer, som påvirker synet på matematikken, 
hvilke er: 
 Kønnet, hvor der beskrives ganske små forskelle i opfattelserne kønnene imellem,  
 skolens placering, ihvorvel påvirkningen er minimal, 
 læreren, endskønt der ingen sammenhæng er mellem lærerens syn på matematik og elevernes syn 
på matematik - det er læreren selv og den gennemførte undervisning, der påvirker elevernes syn på 
matematik. 
Det næste afsnit i artiklen omhandler da resultaterne med hensyn til elevernes selvopfattelse, hvor der som 
tidligere antydet er blevet spurgt ind til elevernes vurdering af deres karakter, deres indsats og flid samt 
deres glæde og nydelse ved matematik . På denne baggrund er der gennemført en statistisk behandling i 
sammenhæng med de faktisk afgivne karakterer. Det viser sig, at den normale hypotese, som siger, at der 
en klar og entydig sammenhæng mellem glæden ved matematik og den opnåede karakter (i den nævnte 
rækkefølge), ikke kan accepteres - der er altså ingen sammenhæng mellem vurdering af flid og karakter og 
ingen sammenhæng mellem vurdering af flid og nydelse - derimod gælder det, at effekten af den opnåede 
karakter i matematik på glæden ved matematik blandt andet fremmes ved elevens egen tilfredshed med de 
opnåede resultater.  
Som tidligere viser der sig også her, at der er mindre kønsforskelle, og der afsluttes med sammenhængen 
mellem opfattelsen af matematik og selvopfattelsen. Det er ganske interessant, at ”uønskede” 
matematikopfattelser som rigidskema eller opfattelsen af, at matematik ikke kan anvendes til noget, 
hænger sammen med en mindre følelse af glæde og ringe præstation - de kan altså forbindes til elever med 
et lavt selvværd. På denne baggrund stilles følgende hypoteser op:  
Det er ikke underordnet, hvilket af de fem matematikaspekter, der formidles til eleverne. 
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Et matematikbillede, der lægger for kraftigt vægt på skemaaspektet, og som forsømmer proces- og 
anvendelsesaspekterne, bør ikke blive formidlet. 
Et matematikbillede, der ikke lægger for stor vægt på skemaaspektet, og som fremhæver matematikkens 
proces- og anvendelsesaspekt, bør blive bedrevet.6 
Om modellørtyper 
I Kaiser & Maaβ (2007) præsenteres to studier, der tager udgangspunkt i henholdsvis elevers og læreres 
forestillinger i forhold til anvendelse og modellering. Det konstateres, at forestillingerne dels (til at begynde 
med) udgør en hindring for tilegnelsen af modelleringskompetencen, men også at forestillingerne kan 
ændres gennem vedholdende arbejde med modellering. 
Der stilles tre ganske relevante spørgsmål vedrørende elevers forestillinger og deres sammenhæng med 
matematisk modellering 
1. Hvor meget kan elevens matematiske forestilling ændres, når modelleringsproblemer inkluderes i 
den daglige matematik undervisning? 
2. Hvor meget kan en sådan undervisning jævnfør punkt 1 hjælpe eleven, således at denne selv kan 
foretage en modelleringsproces? 
3. Hvilken type forbindelse findes mellem den studerendes matematiske forestillinger og deres 
modelleringskompetence? 
Den teoretiske ramme er fastlagt gennem en definition af modelleringskompetencen, og hvad en 
forestilling er, hvor der nærmere tages udgangspunkt i de første fire aspekter, som er foreslået i Grigutsch 
(1996), idet Skema og RigidSkema er slået sammen til én forestilling. Hermed er der altså i dette studie 
proces- og anvendelsesaspektet, der begge kaldes for dynamiske forestillinger, og formalisme- og Skema-
aspektet, der begge er statiske forestillinger.  
Modelleringskompetence bliver i denne artikel defineret som: ”En proces, hvor en ikke-matematisk 
problemstilling løses gennem brugen af matematik”7.  
Ligeledes bliver matematiske forestillinger defineres som: ”Den individuelles stabile viden af bestemte 
objekter og forhold og ligeledes af tilsvarende holdningen og følelser”8. 
Studiet af elever 
Der fokuseres på en gruppe af 35 elever, som blandt andet har fået følgende tre spørgsmål: Hvor stor er 
overfladen på en Porsche, hvordan kan man sammenligne mobilpriser, og er det muligt at opvarme det 
vand, som bruges i Stuttgart-Waldhausen med solceller på taget af huset? Man finder i undersøgelsen ud 
af, at de fire overstående aspekter af Grigutsch nok er til stede, men ikke er dækkende, da mange af 
elevernes forestillinger ikke er emnebasseret. Man definerer derfor to nye forestillingssystemer.  
                                                          
6 Det synes umiddelbart overraskende, at formalismeaspektet slet ikke nævnes som en del af vejen frem. 
7 I egen oversættelse fra side 100. 
8 Se forrige fodnote. 
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Den første af disse forestillinger er: Den kognitive formede, ikke-emne baserede forestilling. Med andre ord 
så omhandler den alt andet end selve problemstillingen. Et af de eksempler, som nævnes, beskriver, at 
eleven syntes, at øvelser i matematikundervisningen kun skal vare i højst en time. En anden forestilling er: 
Den følelsesmæssige skabte, ikke emne-baserede forestilling, som kan eksemplificeres ved, at eleven siger: 
”Jeg kunne godt lide timen, fordi vi måtte arbejde i grupper”9.  
De finder videre ud af at der er en sammenhæng mellem elevernes forestillingssystemer og deres 
handlinger, og man kan herefter igen inddele eleverne ud fra dette. 
Type A+B: Studerende, som har procesorienterede eller anvendelsesorienterede forestillinger, har en 
positiv holdning til modelleringseksempler. De anvendelsesorienterede forestillinger blev forøget under 
dette studie. 
Type F: Studerende med følelses formerede, ikke-emne baserede forestillinger virkede til at forstå emnet 
godt og ser positivt på modelleringseksemplerne. Også denne gruppe udviklede anvendelsesorienterede 
forestillinger.   
Type C+D+E: Studerende med skema-, formalismeorienterede eller kognitivt formede, ikke-emne baserede 
forestillingssystemer afviser modelleringseksemplerne på en følelsesmæssig måde. Der bliver for denne 
gruppe stort set ikke dannet nogle anvendelsesorienterede forestillinger. 
På basis af denne teoretiske ramme identificeres i studiet dels ovenstående hovedgrupper af forestillinger 
samt fire typer af modellører: 
Virkelighedsfjerne (Reality-distant) modellører, som har en positiv holdning til kontekst-fri matematik og 
afviser modelleringseksemplerne. 
Matematikfjerne (Mathematics-distant) modellører, der kan godt lide modelleringseksempler, men det 
skal være virkelighedsnære problemstillinger. De har svært ved at konstruere matematiske modeller, kan 
ikke finde matematiske løsninger, og det kniber med af fortolke komplekse løsninger. Her er da et 
paradoks, red. 
Reflekterende (Reflected) modellører, der har positiv holdning til matematik generelt, til 
modelleringseksempler, og som har stort set ingen problemer med modelleringsprocesserne. 
Uinteresserede (Uninterested) modellører, hvilket er elever, som ikke er interesseret i hverken indholdet i 
de virkelighedsnære problemstillinger eller i matematikken i sig selv. 
Således kan modellørtypen udgøre en hindring, men heldigvis viser studiet, at undervisningen kan udvikle 
en elevs syn på matematik i retning af den anvendelsesorienterede, der jo med proces- og formalisme 
aspektet er ønskværdig i den store sammenhæng, som vi ser det. 
Studiet af lærere 
                                                          
9 Bemærk at den sondring mellem attitude og forestilling, som var at finde tidligere i Grigutsch (1998), og 
hvor netop forestillinger i hans terminologi var et delelement af attituden, som også bestod af noget 
følelsesmæssigt og evnen til at handle, i sig selv betyder, at de af Grigutsch foreslåede syn på matematik 
ikke kan (og ikke skal) være dækkende. 
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Også her lægges den teoretiske ramme fast ved Grigutsch og til dels Pehkonen (1994), som har to 
overordnede typer af forestillinger i sin teori. Det rapporteres, at lærernes forestillinger (selvfølgelig) har 
betydning for deres undervisningspraksis i forhold til modellering, og at det er sværere at ændre lærernes 
forestillinger end elevernes ditto. Lærerne, som deltager i dette projekt. spørges ind til deres forestillinger i 
starten af projektet og efter et år i form af skriftlig afrapportering. Der er i starten en stort dominans for de 
statiske forestillinger med henblik på matematikken. For disse menes, at eleven skal have en præcis 
matematisk tankegang og en præcis måde at arbejde på, som beskrevet i den formalismeorienterede 
fremgangsmåde. Mere skræmmende så viser et dybdeinterview med en lærer, at han ikke kan se den store 
sammenhæng mellem matematik og hverdagen. Matematikforestillinger, hvor det anvendelsesorienterede 
er i fokus, er i denne undersøgelse meget svære at få øje på, idet kun få nævner dette. Dog mener en lærer 
heldigvis, at han ikke kan se, hvad han skal bruge matematikken til, hvis ikke han på en eller anden måde 
kan relatere det til sit eget liv. Studiet viser også, at forestillinger vedrørende formålet med matematikken 
er domineret af skematiske aspekter.  Det står altså klart, at anvendelse og modellering blandt de 
adspurgte lærere spiller en meget lille rolle i deres forestillinger om matematik og matematisk tænkning.  
Efter et år spørges lærerene igen om deres forestillinger. Der er en lille ændring, idet flere godt kan se en 
relevans vedrørende anvendelse og modelleringseksemplerne. 
Konklusion 
Studierne viser, at eleverne godt kan ændre forestillinger, når der er fokus på modellering, mens det for 
lærerene ser lidt kritisk ud.  Idet lærernes forestillinger vedrørende anvendelse og modellering stort set 
ikke er til stede, hverken før eller efter studiet, så viser det også, at læreren godt kan takke sig selv for, 
hvorfor eleverne ikke har disse forestillinger. Læreren bliver derfor nødt til at tage ekstra kurser for at 
fremme disse forestillinger, således at eleverne kan blive undervist ud fra devisen om, at virkelighedsnære 
problemstillinger og matematik altså hænger sammen. Heldigvis er det ikke altid så galt, red. 
Om MEA 
I Lesh & Doerr (2003) redegøres der for det tidligere nævnte begreb model-eliciting activities (MEA) eller 
modelleringsfremmende aktiviteter. Der refereres desuden til 3 eksempler på MEA, som en flok elever har 
prøvet at lave. Den første reference er ”Big Foot”, hvor eleverne skal finde ud af om der er et sammenhæng 
mellem sko størrelse og højde. Nummer 2 er ”Paper airplanes” hvor eleverne skal finde ud af hvordan man 
kan lave nogle fair regler i en papirfly’s konkurrence, når man skal kigge på det mest præcise papirfly og det 
bedst flyvende papirfly. Og endeligt ”Volleyball” som går ud på at eleverne skal udtænke et system, som 
finder de mest lige hold for at opnå en større konkurrencen blandt holdene.  
Men hvad er MEA? 
Produktet som eleven producere er ikke et svar på et simpelt spørgsmål, men strækker sig dybere ved at 
involvere b.la manipulerbare, modificerebare begrebsmæssige værktøjer, til at konstruere, og forklare, eller 
til at kontrollere systemer. Disse forklaringer er ikke bare simple processer som den studerende producerer 
på vejen til svaret og heller ikke forklaringer som den studerende giver efter at svaret er blevet fundet. Men 
i stedet er de, de vigtigste komponenter. Man kan sige at processen er produktet 10. 
                                                          
10 Frit oversat fra tekst 
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Figuren ovenfor illustrerer ovenstående forklaring med at det er processen som er produktet. Dette 
adskiller sig for en normal problemløsningsopgaver.  
 
Figuren ovenfor illustrerer forskellen mellem MEA og normal problemløsningsopgaver. I den traditionelle 
metode skal eleverne bruge en allerede opstillet model. Her kan eleverne have svært ved den symbolske 
præsenterede repræsentation. I MEA skal eleverne selv opstille modeller ud fra meningsfyldte 
problemstillinger. Til forskel fra den traditionelle type så har eleverne ikke her problemer med den 
symbolske præsentation.  Det er iflg. forfatteren lettest for eleven at udføre den traditionelle 
problemløsning, når det gælder realistiske problemer, men ikke når man kigger på modeller og 
modelleringsaspektet. Når eleven laver MEA, så produceres begrebsmæssige værktøjer, som inkluderer 
deskriptive eller forklaringsmæssige systemer som fungerer som modeller. Dette afslører vigtige aspekter 
om hvordan eleven fortolker problemløsningssituationen. Dette er vigtigt for os som underviser at være 
bevidst om(red).  Ud over de 3 nævnte MEA’s så beskrives også en model til bestemmelse af billån som 
funktion af rente. 
 
Man kan igen sige at modelleringen omhandler en virkelighedsnær situation. På figuren ovenfor ses data i 
form af rente samt månedlig betaling plottet. Man kan ud fra dette danne sig et overblik over hvad der 
bedst kan betale sig i længden. Modelleringscyklussen nævnes igen her i artiklen, men indeholder kun 4 
punkter, forklaring, manipulation, forudsigelse samt verifikation, se nedenstående figur 
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Når man har komplekse problem løsnings situationer, så kan man ikke nøjes med en enkelt gang rundt i 
cyklussen og derfor kommer modellen nærmere til at se ud som på nedenstående figur. 
 
Konkret case Big Foot MEA 
Der bliver i denne artikel redegjort for elevers svar på big foot problemstillingen.  
Problemstillingen omhandler proportionalitetsforholdet  
A C
B D
 . Der er for denne MEA lavet transkripter 
for at vise hvordan en middel elev på 11-15 år, vil løse opgaven.  Ved første modelkørsel kan eleverne kun 
lave kvalitative vurderinger. Ved anden omgang sammenligner en elev sin fod med det fodspor som er givet 
og mener herefter at hvis det givne fodspor er 6 tommer større end hans egen, ja så er højden også fordelt 
på samme måde.  Tredje kørsel viser primitive gange operationer, hvis mine sko er dobbelt så store som 
dine, så er jeg også dobbelt så høj. I fjerde omgang kigger eleverne på mønstergenkendelse, kan 
fodstørrelsen bruges til at estimere en højde. Her tænkes i første omgang på en lineær model. Det er først 
ved 5 kørsel at eleverne ud fra konkrete målinger af fodstørrelse og højde at de ser at det forholder sig at 
højden er 6 gange fodstørrelsen.  Elevernes tankemønstre minder i alle processerne meget om en teori 
udarbejdet af Piaget og Inhelder i 1958 hvor de også kiggede på proportionalitets tænkning.  
En meget interessant ting som fremhæves i artiklen, er at selv elever under middel præsterer godt i denne 
undervisningsform også selvom problemstillingerne tit overgår alt hvad man ellers tør at give eleverne i en 
normal undervisningssituation. En anden ting som fremhæves her, er at de elever som ikke klarer sig så 
godt, har en tendens til at have to forskellige hoveder som han kalder det. Et skole hoved og et udenfor 
skole hoved, forstået på den måde at når man er i skole så glemmer man hvad man laver derhjemme og, og 
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ligeledes når man er derhjemme så glemmer man alt hvad man lært i skolen. Disse to ”hoveder” skal smelte 
bedre sammen, så vil eleven bedre kunne lave MEA.  
Konklusion 
Ud fra de præsenterede data, virker MEA som en glimrende undervisningsmetode. Selv de svageste elever 
kommer på banen også selvom de præsenteres for svære problemstillinger. Det glæder jeg mig til at se i 
min klasse. Det handler i bund og grund om at lave virkelighedsnær modellering som eleverne kan forholde 
sig til og ikke standard tekstbogs opgaver, som kun viser elevens brug af en allerede eksisterende model. 
Men hvordan får man eleven til at indse at den virkelige verden også eksistere i klasserummet og ikke kun i 
fritiden, det vides ikke, men beskrives kun som værende en vigtig brik til bedre forståelse af MEA.    
Om EM 
I Gravemeijer (2007) beskrives det, hvorledes det tidligere nævnte begreb emergent modelling (EM) eller 
fremvoksende modellering og matematisk modellering adskiller sig fra hinanden, og hvordan emergent 
modelling tilmed ses at være en nødvending læreproces, der går forud for egentlig matematisk 
modellering, idet sidstnævnte fordrer brug af abstrakt matematisk viden, og emergent modelling netop kan 
tilvejebringe denne viden.  
Når man skal modellere noget matematisk, skal en given situation oversættes til et matematisk problem, 
således at matematikken kan sættes i spil, og problemet, der er genstand for modelleringen, kan blive løst. I 
sådanne tilfælde taler man om abstraktionsformen reduktion, der har at skaffe med løsningen af et givent 
problem, og som involverer en form for simplificering og dermed reduktion. Imidlertid kan man også 
modellere med henblik på, at den studerende genopdager og selv udvikler matematisk abstrakt viden, i 
hvilket tilfælde man taler om abstraktionsformen konstruktion. Denne form for modellering kaldes 
emergent modelling.  
Når emergent modelling bedrives, opnås to effekter: Dels selve modellen, der skal løse et problem, og dels 
den proces, som støtter udviklingen af ny formel, matematisk viden. Til at begynde med vil den studerende 
modellere en given situation, og man taler om en model-af, medens den studerende senere gennem en 
række opgaver vil blive ledt til at generalisere over flere situationer, og modellen vil ændre karakter til at 
blive en model-for, og således blive en del af den studerendes matematiske ræsonnement. 
I processen fra model-af til model-for identificeres fire forskellige typer eller niveauer af aktiviteter: 
1. Aktivitet i opgavekonteksten, hvor fortolkninger og situationsspecifikke løsninger afhænger af den 
studerendes forståelse af selvsamme opgavekontekst. 
2. Aktivitet med reference, hvor model-af-aktiviteten styres af de instruktioner, der gives i opgaverne. 
3. Generaliserende aktivitet, hvor den studerende begynder at ræsonnere over de matematiske 
sammenhænge, der er i spil, og således udvikler en model-for. 
4. Aktivitet med formel matematisk ræsonnement, hvor den studerende ikke længere har behov for 
en model-for, idet det nye matematiske objekt er blevet reificeret i henhold til Sfard (1991). 
Herefter eksemplificeres i artiklen med et forløb i en 7. klasse, der har arbejdet med dataanalyse, hvilket 
ikke vil blive berørt yderligere her. 
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Artiklen af Gravemeijer & Doorman (1999) omhandler den hollandske fremgangsmåde RME, hvilket står for 
realistic mathematics education.  I denne fremgangsmåde spiller problemopgaverne en meget væsentlig 
rolle, idet det gælder om at lave opgaven således, at den fremstår realistisk for eleven. De realistiske 
opgaver skal fungere som et bindeled til at få eleven til selv at ”genopfinde” matematikken. Det refereres, 
at én af fortalerne for denne metode blandt andre er Tall, som mener, at man laver en kæmpe fejl ved at 
simplificere komplekse matematiske problemstillinger, ved at bryde det op i mindre dele for til sidst at gøre 
det matematisk logisk. Fejlen består i, at elevene måske kan se de mindre dele som isolerede ting, men ikke 
som værende mange dele, der udgør en helhed. Der nævnes en meget kendt problemstilling, nemlig at 
man for at kunne forstå, hvad den afledte er, så kræves det også, at man ved, hvad en grænseværdi er, 
hvilket er et yderst velkendt fænomen hjemmefra skolen (red.). Der argumenteres for, at man skal bruge 
mere tid på at visualisere et matematisk begreb, som efterfølgende viser behovet for den mere formelle 
definition. Her kan man igen nævne differentialregning som værende et sted, hvorpå man med fordel kan 
bruge visualisering. F.eks. kan geogebra vha. en meget simpel animation få tangenten til en funktion til at 
ændres samtidig med at delta x, ændres (red.). Tall har i denne artikel gjort noget lignende og fandt, at 
eleverne udvikler en mere intuitiv fornemmelse af begrebet, hvilket stemmer overens med vores 
opfattelse. Han ser dog, at eleverne har problemer med at koble det visuelle sammen med den formelle 
definition. Ifølge Kaput, så mener han, at der ligger et problem i, at der er et stort skel imellem den formelle 
matematik og real human experience, som han kalder det. Han eksemplificerer dette med at se på 
forskellen imellem en matematisk funktion, som defineres af algebraiske formler, og empiriske funktioner, 
som beskriver hverdags fænomener. 
På baggrund af ovenstående ideer opstilles tre konkrete krav, som skal hjælpe eleverne til bedre forståelse. 
 Hjælpe den studerende til at udvikle kvalitative opfattelser, som kan fungere på basis af deres 
forståelse 
 Der skal laves et læringsrum, hvor den studerende kan forstå den generelle ide, ved at udvikle og 
ved at teste hypoteser 
 Hjælpe til med at få den studerende til at genopfinde matematikken 
Proces 1 til 2 skulle gerne hjælpe på skellet mellem den uformelle viden og den formelle matematik. I 
skridtet fra 2 til 3 skulle den formelle matematisk gerne opstå som en naturlighed hos den studerende 
grundet aktiviteten. 
Freudenthal (1991) kommer også ind i billedet idet, han mener, at matematik ikke er noget, hvor eleverne 
bare skal bruge de færdige formler. Matematikken skal ses som en aktivitet og starte dér, hvor 
matematikken selv startede. Dette er altså også ideen med RME. Man kan dog ikke forvente, at eleverne er 
i stand til selv at genopfinde alt matematik, dels grundet tidsperspektiv og dels som følge af evner. Man har 
derfor begrebet ”guidet genopfindelse”. Ifølge Freudenthal skal matematikken indeholde både 
hverdagsmatematik og matematisk stof. Her opstilles begreberne11:  
                                                          
11 Både i Gravemeijer & Doorman (1999) og Freudenthal (1991) er det faktisk Treffers (1987), der tillægges 
æren for at introducere begreberne. 
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 Horisontal matematisering: Processen, hvori man beskriver et ekstramatematisk problem med 
matematiske termer således, at man kan løse problemet ved hjælp af matematik (svarende til 
matematiseringsfasen i matematiskmodellering). 
 Vertikal matematisering: Processen, hvori man løser det problem, man lige har defineret i det 
matematiske domæne (svarende til matematisk problemløsning i matematisk modellering). 
Dette skal forstås på den måde, at RME består i, at man som underviser designer en række 
problemstillinger/opgaver, hvor eleverne både skal igennem den horisontale del og den vertikale del, som 
så tilsammen gør, at man genopfinder matematik. Dette er ikke nødvendigvis en let opgave, da man bliver 
nødt til at stille sig selv spørgsmålet: ”Hvordan kunne jeg have opfundet dette?”. Det er her fremvoksende 
modellering dukker op. ”Udgangspunktet er her i den situationsbestemte løsningsmetode, som så skal 
modelleres. Først skal problemstillingen udvælges således, at den studerende får muligheden for at udvikle 
disse situations specifikke metoder. Hvis de gør dette, kan metoden modelleres, altså er modellen 
fremkommet ved den studerendes aktivitet”.12    
Hele ideen med dette er, at den matematiske begrebsdannelse skal dannes ud fra dette. Aktiviteten skal 
hjælpe eleven til dels at se den formelle matematik, som en nødvendighed, og dels til at se at 
hverdagsmatematikken (den virkelighedsnære) altså spiller sammen med den formelle del. 
Et eksempel på RME 
Bygger på en historisk problemstilling, som vedrører, at man skulle finde på en beskrivelse af distancen for 
et legeme, som bevæger sig med en uniform accelererende bevægelse. Man havde i 1400-tallet ikke nogen 
god beskrivelse af denne problemstilling. Det var først, da man fandt ud af den grafiske præsentation, at 
det lykkedes. Løsningen blev lavet med diskrete approksimationer, ved diskrete grafer. Senere med 
kontinuerte grafer, som så danner basis for den mere formelle matematik. Man benytter derfor denne 
problemstilling til kurset. Det indeholder derfor elementer såsom hastigheder, distance samt begrebet 
varieret hastighed, som kan løses ved diskrete funktioner, samt summation og differens.  Kurset er udviklet 
til studerende på 16-17 år og starter med en introduktion til serier og sumbegrebet. Introduktion af 
summer er også visualiseret med grafer. Efter dette fortælles om problemstillingen med at symbolisere 
hastighed ved at introducere til indholdet i Galileo’s arbejde, hvor de fortælles om øjeblikkelig hastighed. 
Problemstillingen, eleverne stilles over for, går ud på, at de skal finde ud af, hvordan man kan visualisere 
bevægelsen af et objekt, som bevæger sig med varierende hastighed. Ideen er, at eleverne kommer frem til 
nedenstående graf. Hvis ikke de kommer frem til noget brugbart indenfor en vis mængde tid, så vil denne 
mulighed blive præsenteret for dem.   
 
                                                          
12 Frit oversat fra Gravemeijer & Doorman (1999), p. 115 
  
Del 3, side 16 af 281 
I næste skridt skal eleverne finde frem til sammenhængen mellem arealet under grafen og den totale 
tilbagelagte distance. De studerende fortælles her om Galileo, som antog, at objekter som falder frit 
bevæger sig med konstant voksende hastighed. De bliver herefter bedt om at lave en graf (se 
nedenstående), som viser dette i form af en diskret approksimation.  
 
Galileo’s problem stilles, hvilken afstand tilbagelægger objektet. De studerende burde herefter være i stand 
til at indse, at der gælder 2
( 10 )
( ) 5
2
t t
s t t

  . Efter dette arbejder de med opgaver i differentialregning, 
hvor de skal finde hastigheder fra grafer indeholdende sted og tid.  
Konklusion 
Der er mange ting på spil i dette fremstillede matematik kursus og dele af det er ikke beskrevet her. Men 
det viser ideen fint med RME, idet elevernes aktiviteter hele tiden er på spil. Da det er den formelle 
matematik, som hele tiden er problemet og hvis man ved denne metode kan få eleverne til selv at udvikle 
dette, så er der da en bekymring mindre at tænke på. Denne metode minder også meget om MEA, 
modelling eliciting activities, da man også her har stor fokus på elevaktivitet. Men der hvor vi i gruppen 
mener at der er en forskel, er at man ved MEA genbruger gammel viden til at komme frem til løsningen, 
mens man ved fremvoksende modellering, genopfinde for eleverne ny viden. 
Opsamling på teoriafsnittet 
De ting, vi har valgt at ligge fokus på i vores intervention, er følgende:  
1. Vi vil anvende Niss model for matematisk modellering 
2. Vi vil arbejde med modellering i form af EM i henhold til Gravemeijer på Helsingør gymnasium 
3. Vi vil arbejde med modellering i form af MEA i henhold til Dooer & Lesh på Hillerød HTX 
Baggrunden for, at vi har valgt er arbejde med forskellige interventioner på de to skoler er, at modellering 
er et relativt nyt begreb i klassen på Hillerød HTX, hvorfor det vurderes, at EM vil være for stor en mundful, 
medens klassen på Helsingør Gymnasium allerede har stiftet bekendtskab med modellering. 
Derudover vil vi forsøge at afdække elevernes matematikforestillinger i henhold til Gritgutsch samt 
modellørtyper i henhold til Kaiser & Maaß ved at gennemføre nogle spørgeskemaundersøgelser. 
Detektionsfasen 
I detektionsfasen indgår detektionstest 3, som vi benytter til at identificere elever med mulige 
vanskeligheder i relation til matematisk modellering. Testen kan ses på bilag D31, og vores gæt på 
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besvarelser fra en elev i 1. g af denne kan ses i bilag D32. Testen omhandler i denne omgang matematisk 
modellering, og opgaverne berører derfor i forskellig grad de delprocesser, som er nævnt i teoriafsnittet 
Om matematisk modellering.  
Der er ligesom sidst ved retningen af elevernes besvarelser benyttet, at hvis eleven har besvaret en opgave 
rigtigt, markeres besvarelsen med et r, delvis rigtige besvarelser markeres med et d - fx hvis eleven 
tydeligvis havde forstået noget, men anvendte en forkert notation eller havde en fortegnsfejl - og forkerte 
besvarelser, hvilke er besvarelser, der så er forkerte på grund af forståelsesmæssige fejl, markeres med et f. 
Hvis en opgave ikke er besvaret, har vi benyttet markeringen i. I vores præsentation af resultaterne 
benytter vi boksplots, som indikerer fejlprocenter, hvilket skal forstås på den måde, at 0 i boksplottet 
refererer til ingen fejl, og 100 indikerer, at alt er forkert.  
I det følgende præsenteres resultatet fra de to involverede gymnasier. Bemærk at det af bilagene, der viser 
de samlede optællinger, ved hjælp af farvekoder fremgår, hvorledes vi opfatter de enkelte spørgsmål, for 
så vidt angår de i spørgsmålene indgående delprocesser fra den matematiske modelleringsproces. 
Hillerød HTX 
Jeg har igen valgt min biotek klasse, som forsøgskaniner og de er nu blevet til en 3 års klasse. Der sidder en 
del som også her på deres sidste år kæmper meget med tingene. Men der er også en god middelgruppe og 
en gruppe på ca. 5 til 6 elever, som er langt over niveau ift. både middelgruppen og den svage gruppe. 
Klassen er derfor delt meget skarpt op. De er dog blevet meget vante til denne lille ekstra udfordring i form 
af professoropgaver og de ser nu næsten frem til dem, som et lille ekstra pust i den daglige undervisning. 
Detektionstesten 
Der blev givet 60 minutter til testen hvilket var en passende mængde tid til de 13 spørgsmål. Eleverne har 
valgt test tre som den bedste test, da de godt kunne lide denne form for opgaver, dog i skarp konkurrence 
med test to, da denne også var udfordrende og sjov. De blev dog lidt overrasket, da de fik at vide at en del 
af opgaverne var PISA opgaver.  
Det skal på forhånd siges at der i klassen IKKE på forhånd er gennemgået nogen form for model af en 
modelleringcyklus, så eleverne ved derfor ikke før testen hvad dette vil sige. Det blev på internatet 
besluttet, efter en snak med Mogens, at testen alligevel skulle køres trods disse omstændigheder. Dette 
bevirker også at optællingen har været lidt besværligere end som så.  Min definition på et ikke besvaret 
spørgsmål, er derfor ikke kun defineret som værende et spørgsmål eleven bevidst ikke har besvaret. Det 
skal forstås på den måde at eleven muligvis har forsøgt sig med en løsning, men i denne løsning indgår der 
simpelthen ikke de kompetencer, som der kræves til besvarelse til spørgsmålet. Hvis der i opgaven indgår 
hele cyklen, men eleven kun har lavet problemløsning, så vil man få ikke besvaret i de andre kompetencer.   
På skemaet i Bilag A31 ses elevernes besvarelser. Der vil i det følgende afsnit blive kigget på de spørgsmål 
som har voldt eleverne flest problemer. 
Det første problem man støder på er ved spørgsmål 1. Eleverne er godt klar over problemstillingen, men 
der er ingen tegn på præmatematisering hos nogen af dem. Jeg har været flink ved nogen af dem, hvis de 
viser det mindste tegn herpå, altså et d for delvis korrekt, men det er ikke nok til at jeg vurderer at eleven 
kan få en r for korrekt. Det går lidt bedre når de skal lave matematiseringen hvor 9 får korrekt, mens det er 
19 korrekte besvarelse når afmatematiseringen skal laves. Af svar til denne opgave kan nævnes: ”De bruger 
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6 minutter da den hurtige vil hjælpe den langsomme.” En af de bedre går på. ”De vil begge bruge 6 
minutter, fordi den hurtige vil fortælle sjove vittigheder og så går det meget lettere”. Der er dog også flere 
som skriver at tiden vil være 8 minutter, da den langsomme jo ikke kan gå hurtigere. Det er dog vigtigt at 
sige her, at selvom eleven forstår problemstillingen, så kan de alligevel ikke lave præmatematiseringen. I 
bilag D31 hvor vores bud på en besvarelse findes, ses at vi tror at de fleste vil finde gennemsnittet af de to 
tal. Dette er faktisk ikke tilfældet i denne klasse, idet kun 4 har svaret 7 minutter. I opgave 2 er 
præmatematiseringen igen på ingen måder tilstede. Til forskel fra opgave 1, så syntes jeg at det her, 
næsten skriger til himlen, at man på en eller anden måde skal bruge de opgivne tal. Jeg har brugt meget tid 
på Mathcad og har fortalt dem hvor vigtigt det er at give programmet nogle startbetingelser for at det kan 
virke, og jeg tænker egentlig, at det her ville give mening hvis de brugte denne tankegang, men nej.  Igen er 
de gode til afmatematisering, mens det for problemløsningen og matematiseringen går mindre godt. 
Eleverne som får det korrekte svar, tænker kun på problemløsning og ikke på andre ting overhovedet, men 
det svarer pænt til hvad vi havde forventet i bilag D31.  
I opgave 3 er det igen præmatematiseringen som går skidt. Men hvis man skal forsvare eleverne lidt, så er 
det ikke så tydeliggjort her som eks. i forrige opgave. Det der er lidt mere interessant, er at 5 mener, at de 
to ting giver det samme slutresultat. Der er dog også nogle stykker som vha. renteformlen regner ud 
hvilken en af dem som giver mest. Opgave 5 er en af de opgaver hvor hele cyklen køres igennem og igen ser 
det trist ud, med både præ og matematisering. De har dog været fornuftige til at beregne på tingene. De 
har svaret at huset er lige fra 10m til 25 meter, så det er lidt af en forskel. Eleverne er her igen gode til at 
lave afmatematiseringen, men det må siges at den her ikke er så krævende. Hvad der igen er interessant, er 
at ingen på nogen måde validerer resultatet. Selv de gode elever sætter blot to streger under deres resultat 
og så videre til næste opgave. Dette er specielt interessant, fordi vi igennem lang tid har lagt meget fokus 
på, at de skal vurdere deres resultater. Jeg plejer at nævne for dem, at hvis nu de udregner en modstand i 
et kredsløb til minus 1000 ohm, så burde der være en klokke som ringede. Dette plejer de at forstå, og kan 
godt se pointen, men dette viser sig ikke her. Opgaven er løst på mange forskellige måder, men en fælles 
ide som stort set alle bruger, er at man kan benytte sig af personen som står nedenfor bygningen. Der 
estimeres en forskellige højde for personen til mellem 180cm og 190 cm og så kan denne højde ligge ca. 5 
til 6 gange op af bygningen. Dette vises grafisk på bygningen. Der tages ikke højde for at personen ikke står 
helt inde ved bygningen. Nogen bruger også personen, som står væsentligt længere ude og får derfor et 
mindre korrekt svar. De ovenfor nævnte problemstillinger, var vi på forhånd godt klar over, hvilket igen kan 
ses i bilag D31.  
En anden opgave hvor hele cyklen køres igennem er opgave 8. Af en eller anden grund er det faktisk 
lykkedes nogle elever at lave en reel præmatematisering. Overordnet set, ser det dog ikke specielt godt ud, 
på de andre kompetencer. Det er overraskende mange som mener at man får lige meget, uanset valget af 
pizza, nærmere bestemt 7. Det er også overraskende få som reelt udregner resultatet, men dem så gør det 
er også de stærke elever og som kommer med fornuftige forklaringer og beregninger. Dette svarer også 
nogenlunde til vores bud på besvarelsen. 
I opgave 9, er der overraskende mange gode besvarelser. En del elever viser god forståelse for 
problemstillingen og er i stand til at vælge den korrekte graf. Dem som vælger forkert vælger for det meste 
svar D fordi de ikke kan genkende grafforløbet på Zedland Tidende, men har argumentationen korrekt for 
Zedland Posten 
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I opgave 12 er der igen problemer, hvor kun 8 er i stand til at kunne løse problemstillingen og kun 5 kan 
lave en decideret afmatematisering. Et sjovt observeret svar kommer fra en ellers dygtig elev. ”Jeg vil ikke 
sige at der er en bestem alder hvor den forøges for jo ældre man er, jo større er 70 % af din alder. Det er 
klart at der er en væsentlig forskel på om du er 20 eller 80, men der er også en forskel på de 70 %. Hvis man 
er 18 eller 19. Så den skiller ikke ved en bestem alder” Hun har i hvert fald ikke luret nogen løsningsmetode 
Vi havde dog på forhånd set problemet med denne opgave, men der er dog ingen der her benytter sig af at 
valg af tal og indsættelse i formlen. Det bliver interessant i interviewdelen, at se hvorfor denne opgave type 
har været så svær 
Det kan overordnet konkluderes at elevernes besvarelse ikke har overrasket os. 
 
Tabel 1: Optælling 1 
Ovenstående boksplot viser hvordan klassen samlet set har klaret testen. Som det også er blevet beskrevet 
i de forrige afsnit så er den gal med præmatematiseringen. Dette ses også ret tydeligt her hvor 
gennemsnittet ligger på 50 % i fejlprocent. Dette må siges at være lidt skræmmende, men som også 
beskrevet i indledningen, så var eleverne ikke på forhånd klar over denne opdeling. Jeg tvivler dog på at det 
havde været meget anderledes hvis de havde vidst lidt om det på forhånd. Det bemærkes her at 
fejlprocenten spænder meget bredt, lige fra 13 % til 88 %. Matematiseringen ligger med et lidt lavere 
gennemsnit på 41 %, men med et lige så stort spænd fra 9 % til 82 %. Deres besvarelse viser meget tydeligt 
at de ikke tænker på de to første faser, men udelukkende tænker på at komme i gang med at løse opgaven. 
Grundet deres store lyst til at komme i gang med problemløsningen, skulle man så tro at det netop her ville 
gå forrygende, men nej. Middelværdi på 40 %, spænd fra 0 % til 80 % bevidner at de også har problemer 
her. I de nævnte opgaver i forrige afsnit, blev afmatematiseringen nævnt som en meget positiv ting, og det 
overrasker derfor ikke at det ser ud som det gør. Middelværdien ligger i dette tilfælde helt nede på 20 %. 
Det overrasker derfor heller ikke at valideringen ser så skidt ud. Faktisk så ligger middelværdien på 40 %, 
men en meget stor gruppe elever ligger inden for 40 % og 60 %. 
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Udvælgelsen 
Ud fra bilag A31 ville man være i stand til at udvælge i hvert fald 5 elever, som har store problemer med 
opgaverne. Disse elever har under 10 korrekte svar i opgaverne hvor disse er delt endnu mere ned i 
kompetencer, så det står virkeligt skidt til her. Jeg ville meget gerne have haft eleven T, med igen, da jeg 
har haft hende med til de to andre projekter, men hun havde desværre ikke lyst til en runde mere. Næste 
elev jeg ville have med var elev CL. Hun dukkede dog aldrig op til samtalen og har senere fortalt at hun 
egentlig ikke havde lyst, så hende kunne jeg heller ikke bruge. Det endte derfor med AM, som også var med 
i forrige projekt, som i alt har 8 korrekt besvarelser og eleven M som kun har 4 korrekte besvarelser. 
Sidstnævnte elev har jeg været meget påpasselig med at vælge, idet han er meget usikker på sig selv og tit 
lukker helt ned, når man spørger ham. Han har dog vist større interesse her på 3 år og han har selv 
nedjusteret sine mål, da han selv har indset at det nok ikke er muligt for ham at få en høj karakter i 
matematik. 
Helsingør Gymnasium   
Jeg har i år to klasser i matematik - begge på A-niveau. Denne ene klasse, der nu er en 2. g, har jeg haft fra 
begyndelsen, og den anden er en 3. g-klasse, jeg har overtaget sidste år. Jeg har arbejdet med den 
førstnævnte klasse i relation til matematikvejlederuddannelsen de to foregående semestre og vil fortsætte 
med dette på indeværende semester. Dette skyldes primært, at der hos de fleste i klassen er en ambition 
om høj faglighed, hvilket desværre har bevirket, at nogle af de elever, som ikke er så fagligt stærke, føler sig 
uden for fællesskabet, og det skal vi selvfølgelig forsøge at gøre noget ved.  
Klassen har allerede beskæftiget sig med matematisk modellering, idet de tidligere i 1. g har arbejdet med 
en første beskrivelse af matematiske modellering bestående af fire delprocesser: Problemformulering, 
opbygningen af en matematisk model, matematiske ræsonnementer og konklusioner på basis heraf, og 
derforuden har eleverne arbejdet med empiriafledt modellering og den dertil hørende regression udført i 
hånden. Normalt vil eleverne i tidsmæssigt senere placerede forløb støde på matematisk modellering igen, 
hvor de da ville blive præsenteret for en lidt mere detaljeret model for matematisk modellering, men som 
følge af temaet på dette semester på matematikvejlederuddannelsen tager vi nu fat på modellering igen, 
og da der tilmed over sommerferien er kommet to nye elever til klassen (som erstatning for de to, der 
beklageligvis gik ud), og disse har ikke arbejdet med matematisk modellering i den undervisning, de har 
fulgt, skal det blive interessant at se, om der er forskel på besvarelserne af detektionstest 3 fra de ”gamle” 
elever og de to nye, hvilket er endnu en årsag til, at jeg vil arbejde i denne klasse. 
For-identifikation af elever 
Med det kendskab, jeg allerede har til eleverne, er det ikke svært at forestille sig hvilke elever, der vil klare 
detektionstesten knap så godt: Jeg forventer, at de elever, der ”normalt” er svage, også vil klare sig dårligt i 
detektionstest 3, idet denne både stiller krav om kompetencer i relation til matematisk problemløsning, og 
til iværksat foregribelse i henhold til Niss (2010), hvilket er en handling, der hverken er let for de svage eller 
middeldygtige elever. De elever, der normalt er dygtige, burde ikke have store problemer med testen som 
sådan - med mulig undtagelse blandt de elever, som netop klarer sig godt (i det mindste skriftligt), fordi de 
forstår at uddrage en løsningsprocedure, når vi arbejder med opgaveløsning - disse elever har således ikke 
en bred relationel forståelse for matematikken, hvilket måske er en forudsætning for at komme gennem 
opgaverne med succes.  
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Med hensyn til de to nye elever blev det hurtigt tydeligt, at den ene er ret stærk og den anden forholdsvis 
svag, så buddet er, at jeg til det videre arbejde vil udvælge en svag elev, jeg kender fra tidligere, og den 
svage, nye elev. 
Detektionstesten 
Klassen fik cirka én time til at besvare detektionstest 3, idet jeg forventede, at dette var tid nok til, at alle 
kunne komme igennem. Nu det var tredje gang, at eleverne fik en sådan test, var indledningen blot ordene 
om, at testen var at forsøg på at afdække, hvor vi med fordel kunne sætte ind i forhold til at forbedre 
elevernes evne til at gennemføre en matematisk modellering. 
Efter 35 minutter var den første elev færdig - det var den nye, svage elev, efter yderligere 10 minutter kom 
den næste, og så sad resten af klassen og arbejdede, indtil tiden var løbet ud. Det viste sig efterfølgende, at 
enkelte ikke havde haft tid nok til at komme gennem alle opgaverne, så en anden gang skal der altså gives 
mere tid. 
Optællingen af resultaterne fra detektionstesten ses i bilag C31. Sammenlignes disse resultater med vores 
gæt på en 1. g-elevs besvarelse fra bilag D32, ses det, at vi ikke har ramt så godt denne gang: I opgave 1 har 
de fleste trods alt fundet en rigtig løsning, i opgave 3 er det absolut de færreste, der har regnet rigtigt, i 
opgave 4 er der omvendt kun én, der har angivet et forkert svar (men det er også en gentagelse af en 
tidligere stillet opgave), i opgave 9 og 10 er der flere, end vores gæt forudsiger, der vælger rigtigt, og i de to 
sidste opgaver er der en del, der ikke har besvaret opgaverne grundet den førnævnte tidsproblematik. Det 
er selvfølgelig også værd at bemærke, at vores gæt var baseret på en elev i 1. g, og der er her tale om en 
klasse i 2. g, ligesom det ikke kan udelukkes, at den relativt lange tekst i opgave 12 kan være en udløsende 
faktor i forhold til manglende besvarelse af netop denne opgave - de elever, der senere blev adspurgt om 
dette, havde dog andre forklaringer. 
På figuren nedenfor ses resultatet af den samlede optælling i form af et boksplot over fejlprocenterne - de 
bagvedliggende tal er medtaget, da nogle af kvartilerne i visse tilfælde er overlappende. 
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Det ses, at det, som eleverne har haft sværest ved, er validering, men det hører naturligvis med til 
historien, at eleverne jo ikke rigtigt har haft denne proces med i deres hidtidige arbejde med matematisk 
modellering, hvorfor det ikke kan undre, og noget lignende kan jo siges om præmatematiseringen, der også 
viste sig svær for eleverne. Det, der dog springer i øjnene, er, at selve den matematiske problemløsning, 
hvilken vi jo ellers dyrker i stor stil i al anden undervisning, viste sig svær - omvendt er det jo bare et udtryk 
for, at eleverne har svært med matematik i almindelighed. Som klasse betragtet er der selvfølgelig på basis 
af boksplottet grund til at arbejde med alle delprocesserne - altså at tillægge en holistisk tilgang til 
matematisk modellering i undervisningen fremfor en atomisk. 
På figuren nedenfor ses optællingen for de enkelte elever, idet der er anvendt en farveskala, således at en 
rød farve betyder, at vedkommende ligger i den ”tunge” ende, og en grøn farve betyder, at eleven ligger i 
den ”pæne” ende af de respektive kolonner. 
 
 
 
 
 
      
Præmatematisering Matematisering Matematisk problemløsning Afmatematisering Validering PræmatematiseringMatematiseringate atisk problemløsningAfValid r ng 
Mindste 0,13 0,09 0,13 0,10 0,20
Nedre 0,28 0,18 0,38 0,20 0,40
Median 0,38 0,32 0,38 0,30 0,60
Øvre 0,50 0,36 0,50 0,40 0,60
Største 0,75 0,73 0,75 0,60 0,80
    
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Præmatematisering
Matematisering
Matematisk problemløsning
Afmatematisering
Validering
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Således har en elev, der kun har de røde eller orange nuancer i sin række, klaret sig relativt set dårligt i 
detektionstesten, medens en elev, der kun har de grønne eller gule nuancer, har klaret sig relativt godt. 
Umiddelbart passer billedet meget godt med den opfattelse, jeg har af elevernes faglige niveau, med 
undtagelse af en enkelt elev, S, der normalt klarer sig bedre end angivet her. 
Tilbage er at se på, hvordan den nye elever klarede sig i forhold til de gamle elever, og her er det billedet, 
tydeligt: Uanset at der er stor forskel på de to elever, klarer de sig ikke godt her, hvilket man selvfølgelig 
kunne tilskrive det faktum, at vi tester eleverne i et emne, de faktisk ikke har arbejdet med. 
Udvælgelsen 
På baggrund af resultaterne fra detektionstesten har jeg valgt at udvælge to elever til det videre arbejde. 
Når jeg er landet på netop to elever, skyldes det en kombination af mine erfaringer i forhold til at arbejde 
med flere end to elever på én gang og mit ønske om at kunne nå at arbejde grundigt nok med de udvalgte 
elever. 
Det er tydeligt af tallene på ovenstående figur, at eleverne A og N klarede sig dårligt af alle, og netop N er 
én af de to nye, hvorfor hun selvfølgelig blev spurgt, om hun havde lyst til at deltage. Idet A ikke havde lyst 
til at deltage, faldt valget som elev nummer to på Q, der fører en relativ anonym tilværelse i klassen, og 
som måske netop vil kunne profitere af lidt ekstra opmærksomhed. 
Diagnosefasen 
På baggrund af detektionstesten har vi alle udvalgt nogle elever til at blive interviewet, så vi forhåbentlig 
kan blive lidt klogere på disse elevers vanskeligheder, og vi har gennemført en spørgeskemaundersøgelse i 
Elev Rigtige Delvist 
Sum af ikke besvaret 
og forkert 
A 8 6 28 
AN 20 10 12 
AS 16 11 15 
EL 17 14 11 
EM 15 11 16 
E 13 11 18 
I 11 15 16 
J 18 14 10 
K 17 12 13 
M 15 14 13 
N 10 8 24 
NI 18 12 12 
O 12 10 20 
P 18 13 11 
Q 6 13 23 
S 13 9 20 
SØ 19 11 12 
T 14 12 16 
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forhold til klassens syn på matematisk modellering med videre. Kommentarer til de udvalgte dele af 
transskriptionen er vist i kursiv undervejs, og pauser fra elevens side vises som 3 prikker. 
Hillerød HTX 
Der er til denne del udvalgt 2 elever, som blev udvalgt ud fra detektionstesten. De udvalgte elever var som 
også beskrevet ikke de planlagte elever, men det gør ikke noget, idet problemstillingerne stort set er det 
samme. Begge elever har som bekendt svaret forkert på mange af de 13 spørgsmål, som yderligere er 
inddelt i kompetencer præmatematisering, matematisering, matematisk problem løsning, 
afmatematisering, samt validering fra Niss (2010).  
Interviews 
Der er udvalgt 4 spørgsmål til eleven AM og 5 spørgsmål til eleven M. Tidsrammen har ca. været 40 
minutter pr elev. Tre af de udvalgte spørgsmålene er ens for begge elever. Dette er gjort for at se om der er 
fællestræk i deres problemstillinger. Der ligges derfor i dette afsnit fokus på at finde dels den enkeltes 
problemer, men også de fælles problem elementer. De udvalgte spørgsmål er ikke nødvendigvis 
fejlbesvarelser fra elevens side. Det kan også være at der er ting, som jeg ønsker at de skal uddybe, da et 
resultat, ikke fortæller meget om deres tankegang. Der er lavet transkripter til de udvalgte spørgsmål. Når 
der står J: er det som reference til at det er mig som underviser der spørger eleven.  Transkripterne ligger i 
bilag A32 med eleven AM og i bilag A33 med deleven M. 
Interview med AM 
Der er her beskrevet spørgsmålene 5,9 og 12. 
Spørgsmål 5 
J: Hvad tænker du her 
AM: Der har jeg tænkt, at det må være et rigtigt godt perspektiv, med manden der står her(Peget på 
manden længst væk fra bygningen). Og jeg tænkte at en mand, gennemsnitlig er omkring 180 cm  
J: Ja 
AM: Og så tog jeg egentlig bare og sagde hvor mange mænd er der ca. af ham(Tegner op ad bygningen 
streger for at illustrere hvor mange der kan ligge af manden).  Og det er ca. 8 mand høj, og så kunne jeg så 
komme frem til at, hvilket giver ingen mening nu, at jeg har svaret at jo det er godt nok. så giver det 14.4 
meter højt. 
J: Ja, ok. Hvis du nu mindes det vi har snakket lidt om, med de her forskellige faser, man kunne dele tingene 
ind i.  
AM: Ja… 
J: Hvis jeg så siger præmatematisering, i det her tilfælde,  
AM: ja (Lyder ikke begejstreret), det var…     
J: Noget med nogle forudsætninger og nogle antagelser. 
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AM: Ja jeg antager at en person er så og så høj, ja jeg kan ikke huske hvordan jeg sætter forudsætningerne 
ind. 
J: Du har hvert fald lavet nogle antagelser her,  
AM: Ja jeg har antaget at manden er 180cm, og at det ca. er 8 mand høj, det er også en antagelse.  
J: Ja det er også rigtigt. Men hvis du nu kigger på figuren, her og det er denne person du er gået ud 
fra(Peger på personen længst væk fra bygningen).  
AM: Ja ca. og jeg har også antaget at det er en mand. 
J: Ja, ok, hvad med forholdet mellem manden og bygningen. 
AM: Ja han er lidt længere fremme i billedet 
J: Ja det er han 
AM: Ja så skulle jeg måske have taget ham herovre(Peger på personen tættest på) og have taget hans højde 
og lagt op af bygningen. 
J: Ja 
AM: Han står tættere på bygningen, han står lige ved siden af, så er det også nemmere at ligge hans højde 
op(hun lægger højden op 8.5 gange), det passer stadigt nogenlunde. 
J: Ja men man skal passe på da forholdet ikke giver det samme, for de 2 personer,  
AM: Ja jeg kan godt se at jeg skulle have taget den anden person.  
Eleven ved godt at man skal lave antagelser for at kunne løse opgaven. Men en egentlig 
præmatematisering har hun svært ved at sætte ord på. Desuden går dels matematiseringen galt og 
problemløsningen ligeså, idet hun ikke selv tænker på forhold. Hun har heller ikke overvejet nogen form for 
validering af resultatet. 
Spørgsmål 9 
J: Du har svaret D i denne opgave, hvad er dine tanker bag dit svar 
AM: Jeg har valgt D, fordi man kan se at den information de gav, ved at øhh, zedlandsposten hvor at arbejdet vil blive 
betalt med 0.20 pr avis, i de første 240 og så derefter stiger prisen med 0.20, og det kan man så se hvis man følger den 
stiplede (se nedenfor) 
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AM: Vi starter i 0, og så hver, viser at den stiger 0,20, indtil han når 240 og så kan man se at den knækker, og så stiger 
prisen med 0,20, så den får en ny stigning efter, altså en kraftig stigning efter de 240. og så tog jeg så den sorte 
linje(fuldoptrukne linje), hvor at den har en konstant start, på 60, og så derefter tjener man så 0.05 pr avis, deropad. 
Så den har en lav stigning hele tiden. Og ud fra de andre(Andre muligheder) så var der ikke nogen af de andre der 
havde en, hvor at begge kurver passede, så derfor valgte jeg D. 
J: OK, så hvis vi prøver at kigge på Zedland tidende, så prøv at tegn en graf ud fra de informationer du har givet i 
opgaven.    
AM: Det må så være fortjeneste her(y-aksen) og antal aviser her(på x-akse).  
 
AM: Nå det er da rigtigt nok, den vil jo ligge sådan her i stedet for, men han siger jo, nå jaa det er jo så ikke, det vil 
være C i stedet for der er ikke noget med at han siger 60 permanent det første stykke tid,  
 
 AM: I D er der et lille stykke hvor den bare går ud i de første 20 eller 30 han sælger, der vil han tjene 60 kr. pr blad. 
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J: Ok 
AM: Hvor her(Løsning C) har han en konstant start på 60 og så ligger han 0.05 til hver gang,  
J: Ja 
AM: Og det passer også med Zedlands poten,  
J: Så nu har du ændret svaret fra D til C, og det er du helt sikker på at Zedlandsposten også er korrekt. 
AM: Ja for den har en fast hældning indtil den når 240, og så stiger hældningen.  
J: Det er også korrekt. Er der noget præmatematisering her og i givet fald hvad. 
AM: Jeg antager, ja jeg har en forudsætning for hvordan grafen ser ud.  
J: Hmm, er du nød til selv at finde informationer på hvordan grafen ser ud. 
AM: De har udleveret informationen jeg skal bruge til at lave min graf og så skal jeg bare kunne se et billede for det, 
for mig,  
J: Så spørger jeg lige igen, er der nogen præmatematisering i det. 
AM: Nej, jo 
J: hmm ok,  
AM: æhhhhh… 
J: Hvad var det nu lige præmatematisering bestod af 
AM: Det var det med antagelser og forudsætninger. 
J: Ja 
AM: Men jeg har jo nogle konkrete tal på hvor meget de tjener, efter hvor meget, så derfor er jo ikke en antagelse, og 
ergo ikke en præmatematisering,  
J: Ja de har faktisk lavet alt det hårde arbejde. 
Eleven viser at hun er i stand til at genkende den stiplede linje, ud fra en beskrivelse, men den fuldoptrukne 
driller hende lidt. Hendes forklaring lyder på at den sorte linje har en konstant start på 60, og med en lav 
stigning hele tiden, hvilket jo ikke passer med hendes valg. Det er først da jeg beder hende om at tegne den 
selv, at hun bliver klar over at det er den forkerte hun har valgt. Det virker lidt som om at hendes valg beror 
på at mulighed D, har været den eneste der for hende har givet mening, måske fordi hun var meget 
overbevist om den stiplede linje og måske ikke så overbevist om den fuldoptrukne. Men samme 
fuldoptrukne linje var jo også at genfinde i mulighed C, så det er ikke helt til at sige hvorfor hedes valg blev 
D til at starte med. Noget kunne tyde på at idet hun går fra en forklaring til selv at skulle tegne en graf ud 
fra denne, på en eller anden måde hjælper hende. Det kunne derfor være registerskiftet fra (Duval), der var 
årsagen. Hun viser lidt senere i samme opgave tydelige problemer med begrebet præmatematisering, idet 
hun ikke ved om det er noget der her skal laves eller ikke. 
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Spørgsmål 12 
I denne opgave er jeg blevet nød til at udvælge dele af interviewet, da det tog mig ca. 20 minutter at få 
eleven igennem opgaven.  
J: Du har i denne opgave svaret ”det ved jeg ikke”, tror du at du kan præcisere lidt mere konkret, hvad det er opgaven 
går ud på.  
AM: Ja hvilken alder der anbefales… 
J: Ja ok noget med alder, prøv at kigge på de to ligninger du har 
AM: Nååå, isoler alder, er det en mulighed 
J: I hvad for en af dem 
AM: Dem begge to 
J: Hmmmm, hvad vil du få ud af det, du kender ikke den anbefalede maksimale hjertefrekvens  
AM: Nej det er rigtigt, det er derfor jeg ikke forstod opgaven jeg ved ikke hvad jeg skal gøre ved det. 
J: Ok, når du plejer at have nogle ubekendte i sådanne ligninger, så har du tilbage på første år lært hvordan man kan 
løse dette. 
AM: Førstegrads ligning(meget spørgende), nej 
J: ja jo det kan man godt kalde det, men hvor mange ubekendte er der her. 
AM: Det er en ubekendt. 
J: Ok, hvilken 
AM: nej der er to ubekendte 
J: I hvad for en af ligningerne 
AM: I begge to 
J: Ja, og hvor mange ligninger har du 
AM: Jeg har to ligningerne der. 
J: ja. 
AM: Der er ubekendt der(peger på anbefalet maksimal frekvens og på alder i begge ligningerne) 
J: Ja, så du har to ubekendte i hvor mange ligninger 
AM: I to ligninger 
J: Kan du huske noget om hvordan man løser dette. 
AM: Ja i mine noter. 
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Det er tydeligt at eleven ikke har nogen ide om hvordan man skal gribe problemet an, altså ingen ide om 
vejen til målet, iværksat foregribelse Niss (2010).  
Efter meget hjælp skriver hun følgende og der bruges meget tid på ligningsløsning 
 
AM: Så vil der komme til at stå 102 tilbage, er det ikke rigtigt 
J: Hvordan får du 102 
AM: Nej undskyld, så vil der stå 2 tilbage(Hun skriver nedenstående) 
 
J: Ja ok, jeg mangler kun lige et fortegn. 
AM: Ja det skal stå foran 0.7 
J: Ok 
AM: Så vil man kunne reducere det til(se nedenfor) 
 
J: Ok, prøv at kig på de tal du har stående på venstresiden 
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AM: Ja hvad er der med dem 
J: 220 minus 208 
AM: Ja, nå ja det giver 12 og ikke 2 
 
J: Ok 
AM: Jeg har fået fri i dag 
J: Ja ok, nå hvad kunne man så gøre 
AM: Man kunne samle A’erne 
J: Ja 
AM: ved at dividere med A på den ene side(Højresiden). Vil man kunne dividere med A på begge sider, eller er der 
noget med at når det er negativt, næ. 
J: Hvad står der mellem 12 og A 
AM: Minus 
J: Ja, minus 
AM: Kan man nøjes med at plusse med A 
J: Hvad ville du få ud af det. 
AM: Hvis jeg har minus A vil jeg vel få ingen A, på denne her side(vestresiden). og på den anden side(Højresiden), vil 
jeg så få 2 A 
J: Hvor mange A’er har du i forvejen her på højresiden 
AM: En 
J: Hvor er det et tal henne. 
AM: Nå nej(Lang pause), er der ikke altid et usynligt gange 1 foran A. 
J: Jo det kan du have ret i, men hvad står der så foran det usynlige 1 tal. 
AM: Foran gangetegnet, altså her(peger på gangetegnet), 
J: Ja 
AM: Der står 7, nej 0.7 
J: Ja, minus 0.7 
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AM: Ja 
J: hvad er 1 ganget med -0.7 
AM: Det er så (Lang tænkepause), det er -1.7.  
J: Hvad er så 1 ganget med 5 
AM: Det er 5 
J: Hvad er 1 ganget med 10 
AM: Det er så 10 
J: Hvad er 1 ganget med minus 0,7 
AM: Ja ok det er så minus 0,7 (Og griner) 
J: Ok, så du minus 0.7A på den ene side og minus 1 A på den anden side. Og så sagde du noget om at man måske 
kunne plusse med A på venstresiden. 
AM: Ja fordi jeg har minus A her og det modsatte af minus er jo plus. 
J: Ja det er korrekt. 
AM: Og så tænkte jeg at det gav bedst mening at plusse den for at gå fra minus til ingenting. 
J: Ja ok, så prøv at gør det. 
AM: Ok, så jeg kan så skrive  
 
AM: Og så vil man kunne sætte dem sammen, så man ganger med 2A, vil man ikke kunne det. 
J: Hvad står der imellem de 2 A’er 
AM: Der står plus 
J: Ja 
AM: Vil man ikke bare kunne plusse dem sammen, så der er 2A 
J: Hvad står der foran det første A 
AM: Der står ganget og så et tal som skal ganges på. jaaa 
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J: Hvis vi skal prøve at billedlliggøre det, så kan man måske sige at man har minus en halv banan her, og så har du en 
banan, hvad giver det, minus en halv banan og plus en banan 
AM: Det giver en halv 
J: Ja, kan du genbruge det her selvom det ikke er de rigtige tal og heller ikke bananer vi snakker om. 
AM: Lang tænkepause  
J: Hvis du ser bort fra A’erne, så står der -0.7+1 
AM: Tænkepause), ja det er 0,3 
J: Ok, så prøv at skriv hvad du nu har 
AM: (Hun skriver så) 
 
AM: Så vil jeg gerne have A til at stå for sig selv, så jeg skal have 0,3 til at gå væk. 
J: Ok 
AM: Så vil jeg minusse med 0,3 på begge sider for at få det til at gå ud. 
J: Det er korrekt at man skal gøre det samme på begge sider, men hvad står der mellem dit tal og A 
AM: Der står ganget 
J: Ja 
AM: Skal jeg så dividere 
J: hmm måske 
AM: Det skal jeg fordi der står ganget og jeg skal lave det omvendte for at fjerne A. 
J: Ok 
AM: (Hun skriver herefter) 
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Det er meget tydeligt for enhver at eleven har problemer med matematikken. Man kunne meget bredt sige 
at eleven har problemer med den matematiske problemløsning, hvilket jo er korrekt. Dette er dog en 
enormt bred diagnose at stille, idet den gemmer på mange underdiagnoser. Af underdiagnoser kan b.la 
nævnes, hvad skal man gøre med to ligninger som har to ubekendte. Ligningsforståelse og ligningsløsning 
som igen kan splittes op i, symbolbetydning og ikke mindst regnearternes hierarki. Der er altså mange ting i 
spil her. Der er i dette eksempel brug for hele 1 semesters teoridel, da dette præcist var kernen. Man kunne 
starte med at se på hvorfor hun ikke har løst opgaven. Interviewet her viser at hun ikke har matematikken 
til at løse denne type opgave alene og den har været for uoverskuelig for hende. Der er også den mulighed 
at hun simpelthen ikke har forstået opgaven og så er det jo umuligt at komme i gang, Implementerede 
forventning, er ikke til stede Niss (2010), Dette kan man også kæde på Galbraith&Stillman (2006) i deres 
model for modelleringscyklussen, messy reald world situation, del 1.1, hvor hun tydeligvis ikke har klargjort 
problemet. Hvis vi antager at hun forstod at det var to ligninger hun skulle løse, så kunne det tænkes at de 
opgaver hun før havde mødt, var forsimplede opgaver med x og y, altså kendte symboler og at dette var 
barriererne. Det kan også tænkes at der til løsningen af 2lign.med 2ubek. blev brugt en metode som bestod i 
at man bare skulle indsætte tal ligesom i determinantmetoden. Dette ville være et glimrende eksempel på 
instrumentel VS relationel viden. Man kan også bruge Sfard (1991), da det tydeligt ses at de grundlæggende 
ting ikke er til stede og det er derfor umuligt at bygge videre ovenpå stilladset. Zonen for nærmeste 
udvikling er i den grad overskredet Vygotsky (1978).  
Interview med M 
Der er her beskrevet spørgsmålene 4 og 12. 
Spørgsmål 4 
J: Du har ikke svaret på opgaven, hvis du nu kigger på opgaven igen, kunne du så få nogle tanker eller ideer 
M: Når jeg tænker over denne her formel, så er der 6 gange så mange, så kunne man opstille det som, x, så jeg tænker 
at hvis der 6 gange så mange elever, så må x. 
J: Hvad er x 
M: Det er så den ubekendte, vi ved jo kun at der er 6 gange så mange elever som der er lærere. 
J: Ja, prøv lige at læs opgaven igen(Han læser herefter opgaveteksten igen) 
M: Jeg vidste ikke hvordan jeg skulle sætte dette op til at starte med, men nu hvor jeg tænker på det så kan det godt 
være at man kan sætte, man kunne kalde dem begge to for x, for de er begge to ubekendte og så kalde dem 6x er lig 
med. 
J: Prøv at kig i teksten, for her bruger de jo nogle navne for tingene. 
M: Ja E for elever så man kan skrive, 
 
M: Fordi der er 6 gange så mange E som L, sådan umiddelbart 
  
Del 3, side 34 af 281 
J:Fortæller den formel du har lavet at der er 6 gange så mange elever som lærere 
M: Ja, men nej nu hvor du spørger sådan, nej for det er 2 forskellige variabler, så L er den ene og E er den anden. 
J: Hvis du prøver at forholde dette over til den rette linje, kunne du bruge dette til noget. 
M: Den rette linje 
J: Hvordan er den rette linje præsenteret, prøv at tegn denne(Han tegner dette) 
 
M: Men der er ikke nogen hældning på 
J: Prøv at tegn er kurve med hældning så den passer med din forskrift(Han tegner) 
 
J: Ok, kan du sammenholde dette med det som står i din tekst. 
M: Det ville så være y=6x+b 
J: Hvad vil b være i dit tilfælde 
M: Det vil være min hældning 
J: er hældningen a eller b 
M: Det er b 
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Det er tydeligt allerede her at han ikke ved hvor han skal hen, igen iværksat foregribelse.  Jeg prøver derfor 
registerskift for at få han til at indse at det har noget med en ret linje at gøre. Men det hjælper dog meget 
lidt. Efter meget hjælp får jeg ham til at lave følgende graf ud fra et givent antal elever og lærere 
 
M:Det er så en eksponentiel funktion. 
J: Prøv at tegn en linje igennem punkterne. 
M: jo flere lærere jo mere stige eleverne også. 
J: Ja ok, hvad var det du sagde du havde på y aksen 
M: Det var lærere.  
J: Ja, kan du bruge det til noget i din formel du først skrev y=ax+b 
M: Ja jeg ville kunne sætte dem ind i her(Referere til y=ax+b) 
J: ja så prøv det. 
M: (Lang tænketid), Så vil det hedde y=6x+1 
J: Hvordan får du det 
M: 1 det er for den ene lærer 
J: Så spørger jeg lige igen. Hvad havde du afbildet på din y-akse 
M: Det var så stadig lærere 
J: Ja. 
M: Jeg er i tvivl om at jeg skal sætte dem ind her(Peger på y i formlen). 
J: Du har lige sagt at y aksen er lærerne. 
M: Skal der så stå 1 på y’s plads 
J: Ok prøv at skriv L på y’s plads og skriv formlen færdigt. 
M: Det må så være L=6x+b og b for hældningen 
J: Når der var 0 lærere så var der 0 elever 
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M:Ja 
J: Hvad kunne jeg så sige mht b koeeficienten 
M: Den er eksponentiel 
Jeg er ved at opgive flere gange, for han viser ingen forståelse, uanset hvor meget jeg prøver på at få ham 
til at forstå ideen med grafen VS formlen, så kan han ikke se hvad der foregår. Dette ses også i sidste del af 
interviewet som ikke er vist her, men i bilag A33. Han griber hele tiden tilbage til den formel han kender 
nemlig y=ax+b, men kan ikke sætte denne i sammenhæng til de begreber som er til stede her. Han viser at 
han ikke mestrer funktionsbegrebet, hverken vist som ligning eller som en grafisk afbildning, eller med 
andre ord så er han ikke i stand til at foretage registerskift. Ligesom med forrige elev er der så mange huller 
i hans viden at man kan koble stort set alle begreber på fra først semester, dog med specielt fokus på 
funktionsbegrebet og variabelbegrebet. 
Spørgsmål 12 
J: Du har ikke svaret på denne opgave, men kan du sige lidt om hvad du tænker i denne problemstilling 
M: Hvis jeg skal være helt ærlig, så vidste jeg ikke hvordan jeg skulle, altså jeg kunne godt bare sætte, en masse tal ind 
og så blive ved så det til sidst passede.  
J: Ja 
M: Men det syntes jeg var for anstrengende, så jeg kiggede på om jeg kunne finde en anden metode, men den kunne 
jeg ikke rigtigt komme frem til. 
J: Nej 
M: Og så tænkte jeg også at jeg skulle gange her og jeg måtte ikke bruge lommeregner, så det med at sætte eks 14 ind 
og så gange det med 0,7, vidste jeg ikke lige hvordan jeg skulle gøre. Men egentligt så giver det jo god mening det de 
har skrevet at jo ældre du bliver jo højere burde dit hjerteslag blive, fordi du stiger i alder og så ganger du jo også 0,7 
med et højere tal. 
J: Ok hvis vi skal prøve at løse det her, så kan man sige at du har 2 ligninger, her men hvor mange ubekendte har du i 
den øverste formel 
M: Bare alderen, nej jeg ikke noget overhovedet hvis jeg kender alderen. 
J: Kender du den anbefalede maksimale hjertefrekvens. 
M: Nej den kender jeg ikke 
J: Hvad med i den nederste ligning 
M: Æhhhh jeg kender ikke alderen på nogen af dem og heller ikke den med hjertefrekvensen. 
J: Nej ok, så hvor mange ligninger har du 
M: Jeg har 4, (pause), nej 2 
J: Ja det korrekt, og hvor mange ubekendte har du.  
  
Del 3, side 37 af 281 
M: 4 
J: Nævn de 4 ubekendte 
M: Alder er der 2 gange og det samme for frekvens og det må vel være 4 
J: Hmm ok 
M: Med mindre at de så er ens… 
J: Nu står der jo det samme  
M: Nej… 2 ubekendte 
Eleven kan ikke se at der i ligningerne er 2 ubekendte, men faktisk tror at der er 4. Dette er meget specielt 
og jeg er ikke før stødt på denne tanke, at man kan sige at fordi de står i 2 forskellige ligninger og hedder 
det samme, så er de alligevel ikke ens. Efter en del hjælp kommer han frem til at kunne opstille følgende 
 
J: Det skal du lige forklare hvordan du får det. 
M: Det er fordi jeg tænker at man har en alder her og en alder der og alderen har jo ikke nogen værdi 
J: Nej ikke endnu. 
M: Så jeg ved ikke rigtigt hvis jeg skal ligge alder og alder sammen, hvad får jeg så. 
J: Prøv at tænkt på at det bare er en ubekendt, med et navn. 
M: Jamen så vil jeg få 2 alder, men det er allerede 0,7 alder, så vil jeg få 2,7 gange, eller 
J:Hvor kommer de 2,7 fra. 
M: Fordi hvis at, nej så vil det være 1,7 alder, for du har allerede 0,7 alder i forvejen 
J: Det er korrekt at du har 0,7 alder, hvor mange har du over på den anden side 
M: Der har jeg en alder 
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J: Ja 
M: Og så vil du få 1,7 alder 
J: Prøv at kig på dine fortegn 
M: Nå ja den er positiv og den er negativ, så får du 0,3 alder 
J: Ja det korrekt(Han løser herefter følgende uden hjælp og går herefter i stå) 
 
J: Ja og hvad kan man så gøre 
M: Så skal jeg finde ud af hvad en alder er 
Eleven har stort set de samme problemer som forrige elev også havde i denne opgave. De har begge 
problemer med problemløsningen og igen kan denne inddeles i flere forskellige problemfelter. Det er igen 
tydeligt at problemerne stammer tilbage fra tidligere, med de helt generelle ting som ikke er ordentligt på 
plads. 
Afrunding på interviewdelen  
Ud fra detektionstesten så man et tydeligt billede af at de største problemer lå i præmatematiseringen og i 
valideringen. Dette ses ikke lige så tydeligt i interview delen, men er dog stadigt til stede. I stedet kan man i 
nedenstående tabeller hvor deres problemfelter er opsummeret, se at begge elever har kæmpe problemer, 
indenfor matematisk problemløsning.  
Oversigt for diagnoser/problemer for AM 
Spørgsmål Problem/diagnose 
3 Præmatematisering, matematisering, problemløsning, kan ikke huske sin matematik 
5 Præmatematisering, problemløsning, validering og validering 
9 Præmatematisering, Funktionsbegrebet, blev dog afhjulpet ved registerskift 
12 Problemløsning, rodfestet meget dybt i b.la ligningsløsning og regnearternes hierarki. Viden 
ikke reificeret. Implementerede forventning, ikke tilstede og zonen for nærmeste udvikling er 
overskredet. 
Ukendt problemstilling med 2 ligninger og 4 ubekendte 
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Oversigt over diagnoser/problemer for M 
Spørgsmål Problem/diagnose 
3 Præmatematisering, matematisering kan ikke huske sin matematik, men ræsonnere sig 
korrekt frem til en løsning 
4 Problemløsning, rodfestet meget dybt i b.la funktionsbegrebet, hvor der igen er meget store 
problemer i variabel begrebet Registerskift afprøvet dog uden held. Viden ikke reificeret. 
Ingen ide om vejen til målet og zonen for nærmeste udvikling er overskredet. 
Implementerede forventning, ikke til stede 
5 Præmatematisering i mindre grad   
8 Eleven har i sin besvarelse ikke tænkt i arealer og overvejer derfor ikke at beregne dette. Når 
han får dette hint er han i stand til at løse opgaven korrekt.   
12 Problemløsning, rodfestet meget dybt i b.la ligningsløsning og regnearternes hierarki. Viden 
ikke reificeret. Ingen ide om vejen til målet og zonen for nærmeste udvikling er overskredet. 
Implementerede forventning, ikke til stede 
 
Det var derfor også med vilje at jeg valgte at fokusere præcist på opgaverne hvor det netop var denne 
kompetence som kom i spil. Hvad der præcist er på færde her er virkelig mange ting og som før skrevet så 
kan stort set alt teorien fra første semester bruges til at beskrive disse problemstillinger. Der er i denne 
rapport fokus et andet sted, nemlig på modelleringskompetencen, så jeg vil i stedet fokusere på deres 
generelle problemer indenfor denne del. Inden for modelleringen ses at der er problemer med 
præmatematiseringen, også benævnt som reduktion af problemstillingen. Niss (2010) beskriver dette 
fænomen meget præcist, ved at der er en iværksat foregribelse, som udgør 3 ting, som eleven skal besside 
inden modelleringsprocessen starter. Det er derfor klart at eleven har svært ved denne del. Det nok største 
problem som kan ses i ovenstående tabel er problemløsningen. Her er der flere kilder som peger på at 
dette kan afhjælpes ved brug af enten EM fra Gravemeijer (2007) og Gravemeijer & Doorman (1999) eller 
ved brug af MEA beskrevet i Lesh & Doerr (2003), som er en videreudbygning af teorien fra Freudenthal. 
Det er derfor håbet, at en intervention indeholdende disse elementer kan afhjælpe deres problemer. 
Vedrørende de studerendes syn på matematik 
Det er generelt interessant at få et indblik i den studerendes forestillinger og hvordan de tænker om 
matematik faget. Det er ligeledes interessant at finde ud af hvordan de ser sig selv som modellørtyper. Det 
er tænkt at eleverne får dette spørgeskema dels før en intervention og også efter en intervention for at se 
om interventionen har haft nogen indvirkning på eleverne. Der er derfor lavet et spørgeskema, som bygger 
på teorien fra Grigutsch (1998), mht. forestillinger og glæden ved matematik samt Kaiser & Maas (2007) 
mht. modellørtyper. Spørgeskemaet kan ses i bilag A34, hvor det også kan ses hvilke spørgsmål der hører til 
hvilke kategorier. Nedenstående figurer viser hvordan eleverne har svaret. Hvis man har svaret højt, viser 
dette at man syntes positivt om denne tilgang. Det ses derfor hurtigt at glæden ved matematikken er 
generelt høj inden i klassen. Det ses også heldigvis at man ikke ser så positivt på en regidskema tilgang, der 
hedder at man ikke behøver at forstå matematikken, men blot at man kan slå de ting op som man skal 
bruge. Der er dog alt for mange som ser positivt til en skematisk tilgang. Her menes at man ser 
matematikken som en række regler og procedures frem for at lære og udøve matematikken. Man tager 
med andre ord matematikken for givet Freudenthal (1991) Dette håber jeg kan ændre sig lidt ved 
interventionen. Mht. proces, formalisme og anvendelse så syntes jeg at det ser meget positivt ud og det er 
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glædeligt at så mange har processen og anvendelses aspektet så højt. Jeg forventer ikke at dette ændrer sig 
til mere positivt efter interventionen. 
 
Med hensyn til deres modellørtyper, så viser nedenstående tabel at der er en forholdsvis lille andel som er 
deciderede uinteresserede modellører. Langt størstedelen ser sig selv som reflekterende, mens billedet er 
lidt blandet ved den virkelighedsfjerne og den matematikfjerne. Jeg forventer heller ikke at ændre meget 
på dette billede efter en intervention.   
 
Sammenfatning i forhold til diagnosefasen.  
Der er foretaget interviews med 2 elever, samt foretaget en spørgeskemaundersøgelse. Interviewene 
afslørede kæmpe huller i den matematiske problemløsning. Spørgeskemaerne afslører at de fleste er 
interesserede i matematik og godt kan se at processen er vigtig til forståelse af matematikken. Det er derfor 
besluttet efterfølgende at lave en intervention som omhandler MEA, hvor fokus ligge på elevdeltagelse i 
håbet om at fremme deres modelleringkompetencer og således også deres problemløsningskompetencer. 
Da dette er til gavn for alle i klassen laves det som en klasseintervention, men hvor der er specielt fokus på 
de to observationselever.  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anvendelse 
Formalisme 
Proces 
 
Skema 
RegidSkema 
Glæden ved matematik 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Virkelighedsfjern 
Reflekterende 
Matematikfjern 
 
Uinteresseret 
  
Del 3, side 41 af 281 
Helsingør Gymnasium 
I det følgende bliver der redegjort for de aktiviteter, der har været gennemført under diagnosefasen: 
Interviews, spørgeskema og opfølgende opgavesæt. Umiddelbart var det planen, at eleverne skulle 
interviewes om alle opgaverne i detektionstest 3, men på grund af tekniske vanskeligheder med den 
Smartpen, jeg skulle benytte i forbindelse med de to interviews, måtte jeg udskyde samtalerne. Jeg valgte 
da i situationen at gennemføre første intervention, der blot bestod af en samtaleundervisning om de 
enkelte spørgsmål, se afsnittet Intervention 1: Løsning af opgaverne fra detektionstest 3 i fællesskab. I dette 
modul nåede vi at tale om opgaverne 1-6, hvorfor de to interviews udelukkende omhandler opgaverne 7-
13. 
Interviews 
Interviewene foregik som sagt under anvendelse af en Smartpen, idet erfaringen fra tidligere var, at 
filmoptagelse af interviewet kan få de typisk svage og usikre elever til at blive meget nervøse eller ligefrem 
til at sige nej tak til at deltage. Faktisk testede jeg elevernes holdning til videooptagelser, idet Smartpennen 
som nævnt drillede lidt inden det første planlagte interview, og jeg spurgte derfor de to elever, som havde 
indvilget i at deltage i et interview velvidende, at vores snak ville blive optaget med en Smartpen, om de 
ville have noget imod, at samtalen blev filmet i stedet. Kun den ene gik modvilligt med til det, og heldigvis 
klarede jeg da også problemerne med Smartpennen, der dog, som det vil fremgå af transskriptionen 
nedenfor, åbenbart også kan have en negativ indflydelse.  
De to elever, der jævnfør tidligere blev udvalgt til det videre arbejde, blev interviewet således, at de fik 
udleveret deres besvarelse af detektionstest 3, og så stillede jeg ellers spørgsmål til deres ofte lidt 
mangelfulde besvarelser. Eleverne blev da bedt om at besvare spørgsmålene og skrive deres argumentation 
ned, således at Smartpennen optog såvel samtalen som det, der blev skrevet ned.  
De to interviews, der begge varede godt 30 minutter, med henholdsvis Q og N er blevet transskriberet i 
deres fulde ordlyd. Transskriptionerne er at finde i bilag C32 og C33. I det følgende er særlige pointer 
udvalgt med henblik på at understøtte en diagnose.  
Interview med Q 
Hermed et udvalg fra transskriptionen af interviewet med Q, som der tog udgangspunkt i spørgsmål 7-13 
fra detektionstest 3. Tre på hinanden følgende prikker er udtryk for en pause i samtalen. Kommentarer til 
de udvalgte dele af transskriptionen er vist i kursiv undervejs. En glad emoticon er udtryk for, at der er talt i 
en munter tone. 
Spørgsmål 7 
Lærer: Jeg skriver lige 7 på blokken, fordi vi begynder med spørgsmål 7. Det, der skal ske nu så, Q, det er, at 
jeg vil snakke lidt med dig om det, du har skrevet, og så kunne det jo godt være, at du havde behov for at 
skrive lidt eller lave nogle tegninger eller lignende, og så kan du gøre det her på blokken - ok? 
Lærer: Vi starter med opgave 7 - den har du ikke besvaret? 
Elev: Nej. 
Lærer: Nej, og det er der helt sikkert en eller anden god grund til. Det kan være, at du løb tør for tid eller? 
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Elev: Ja, altså… jeg så på den, og så tænkte jeg... den så svær ud, og så sprang jeg den over. 
Lærer: Hvad er det, der får den til at se svær ud? 
Elev: Øhm, at jeg ikke umiddelbart vidste, hvordan jeg skulle bevare...  
Lærer: Du havde simpelthen ikke en idé om, hvilken vej du skulle gå? 
Elev: Nej. 
Vi ser her et typisk eksempel på vanskelighederne ved iværksat foregribelse, sådan som det er beskrevet i 
Niss (2010) 
Lærer: Det er faktisk noget af det, der er rigtigt svært ved matematisk modellering, fordi man skal stille 
noget matematik op, som man i virkeligheden ikke aner, om man skal bruge, eller måske ved man ikke, 
hvordan man skal udføre problemløsningen efterfølgende, så det er faktisk fuldt forståeligt. Nu er vi jo 
blevet klogere siden sidst, du arbejdede med opgaverne, for vi ved nu, at der er noget, der hedder 
præmatematisering, matematisering, matematisk problemløsning, afmatematisering og validering, så hvis 
nu vi kigger på det og tænker præmatematisering, hvad kan vi så gøre her?  
Elev: Mm… 
Lærer: Vejen op er 4 km lang. 
Elev: Ja… 
Lærer: Hvad med vejen ned? Ved vi noget der? 
Elev: Den er vel den samme. 
Lærer: Det kunne vi i alle fald antage, og det er en del af præmatematiseringen. Kan du se det? 
Elev: Mm... 
Eleven bekræfter tøvende, og det må antages, at der hersker stor usikkerhed om indholdet i 
præmatematisering. 
Lærer: Så hvis nu vi ved, at vejen er 4 km op, og den også er det ned, kunne det så hjælpe os til at løse 
opgaven? 
Elev: ... 
Lærer: Vi kender farten op, ikke? 
Elev: Mm… 
Lærer: Hvad med farten ned, hvor stor er den? 
Elev: ... øh… mm... altså den vil vel være hurtigere, den vil være større. 
Lærer: Ja, det er fuldstændigt rigtigt. 
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Elev: Det er bare det, der forvirrer mig lidt. 
Lærer: Ok, hvad er farten op?... Har du et bud på det?... Når du læser teksten dér (peger på teksten)? 
Elev: ... altså, mm... (lang pause), nej, ikke helt. 
Lærer: Okay, der står her, at Rikke kan bestige bakken med en gennemsnitsfart på 3 km i timen, så farten 
op er 3 km i timen. Hvad så med ned, hvis du kigger på teksten? 
Elev: Den er dobbelt så hurtig. 
Lærer: Ja, det er korrekt, og dermed hvor meget? 
Elev: Så må den vel være… 6 km i timen (spørgende)? 
Lærer: Godt, så nu ved vi, at når hun går op, så er der 4 km, og hun kan gå 3 km i timen. Når hun går ned, er 
der 4 km, og hun kan gå 6 km i timen. 
Elev: Ja... 
Lærer: Kan vi så finde den samlede gennemsnitsfart for den tur dér? 
Elev: Øhm... (lang pause). Ja, kan man bare tage gennemsnittet af det, tænker jeg, eller hvad? 
Lærer: Altså af 3 og …? 
Elev: Og 6. 
Lærer: Okay, altså det er jo i hvert fald et bud. Har du andre bud? 
Elev: Mm... 
Lærer: Kunne du prøve at skrive, hvordan man egentlig finder en gennemsnitsfart? 
Elev: Mm... Nej, jeg kan altså ikke se det. 
Lærer: Nej, men kunne du prøve lige at skrive ned her, hvordan man finder en gennemsnitsfart? 
Elev: ... Mm... 
Lærer: Det har du ikke noget bud på? 
Elev: Nej. 
Lærer: Okay, det er fint. Så ved vi jo dét. 
Umiddelbart er spørgsmålet jo simpelt, så når eleven tøver her, kunne det være et udtryk for manglende 
evner til simpel matematisk problemløsning. 
Spørgsmål 8 
Lærer: Det er den der med to pizza 'er. 
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Elev: Ja. 
Lærer: Samme slags og tykkelse står der, men størrelsen er forskellige. Og så er der lidt med diameter og 
priser og sådan nogle ting, og så skal vi finde ud af, hvilken én vi vil have, hvis vi gerne vil have så meget 
som muligt for pengene. 
Elev: Mm… 
Lærer: Du har heller ikke svaret på den? 
Elev: Nej… 
Lærer: Er det lidt den samme problematik? Du har ikke nogen idé om, hvordan man kunne løse den? 
Elev: Altså, jeg havde en idé, men jeg kunne ikke lige... Altså, jeg tænkte, at jeg ville finde arealet, men jeg 
kunne ikke huske formlen. 
Igen et problem med det helt basale. 
Lærer: Super, er du kommet i tanke om den siden? 
Elev: Nej.  
Lærer: Okay, og selvom du ikke kunne huske formlen, kunne du jo godt have skrevet noget ned med 
arealet, men hvis nu jeg fortæller dig, og du skriver ned her, at arealet er lig med pi divideret med fire 
gange d i anden, hvad så? Hvad kunne vi finde på at gøre, tænker du? 
Elev:... øhm... ja... (Lang pause)...  Jeg tænker, at man jo kunne finde arealet af den, og så se, hvilken der var 
størst. 
Lærer: Vi ved jo godt hvilken en, der er størst, det er selvfølgelig den med diameteren på? 
Elev: Hm, nå ja. 
Lærer: Ja, så det er ikke nok med ... 
Elev: Nej, nej, nej, det er rigtigt nok, jeg kan godt se det. 
Lærer: Men hvad er det så, vi skal? Du er rigtigt tæt på nu. 
Elev: ...(pause) 
Lærer: Nu siger vi, at vi har fundet arealet på den lille pizza og den store pizza. Hvad skal vi så? 
Elev: Øhm… man kunne vel... kunne man se forskellen?... nej… 
Lærer: Vi skal finde ud af, hvilken pizza, der giver mest for pengene, så hvad kunne vi finde på at gøre? 
Elev: Man kunne måske se hvor meget én krone var eller sådan? 
Lærer: Ja, det er fuldstændig rigtigt. Hvordan ville man regne det ud? 
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Elev: Øhm, så kunne du vel bare... kunne du ikke dividere det? 
Lærer: Ja, dividere hvad med hvad? Du må gerne skrive det ned. 
Elev: Altså arealet med antal kroner. 
Lærer: Ja, og så står vi med to tal: Et tal for den store pizza og et tal for den lille pizza. Hvilken én skal man 
så vælge? 
Elev: Øh.. Jeg bliver, jeg er lidt forvirret.. Jo, jeg kan godt.  
Lærer: Du må gerne skrive ned. Jeg tænker, at det kan hjælpe dig. 
Lærer: Du vil ikke skrive ned? Er det pennens skyld? 
Elev: Ja, måske - det ved jeg ikke. 
Trods ihærdige anstrengelser lykkedes det mig ikke at få elevens til at skrive noget ned. Det er mit indtryk, 
at det mere skyldes situationen og pennen, end det skyldes manglende kompetencer til at bruge de 
forskellige repræsentationer, endskønt bemeldte kompetencer formodentligt er svage. 
Lærer: Den gør ikke noget . Ok - du har arealet af den store pizza divideret med prisen for den store pizza, 
hvilket giver et tal, og du har et tilsvarende tal for den lille pizza. Hvordan beslutter du dig så for, hvilken 
pizza du skal vælge? 
Elev: Det er vel det, der har den... det største tal, så? 
Lærer: Det er rigtigt - super godt. Jeg skal lige høre: Hvilken form for præmatematisering har vi gjort i denne 
opgave? 
Elev: Øhm... altså... (lang pause) hmm… Det ved jeg faktisk ikke. Er der nogen? 
Lærer: Ja, måske. Hvilken form har en pizza? 
Elev: Den er rund, cirkelformet. 
Lærer: En perfekt cirkel? 
Elev: Ikke nødvendigvis. 
Lærer: Ikke nødvendigvis helt rund - det er rigtigt. Hvad er der mere?... Hvis man har siddet og spist en 
pizza sammen, så ligger nogle gange noget tilbage på tallerkenen. Hvad er det? 
Elev: Skorperne? 
Lærer: Det er fuldstændigt rigtigt, så der er flere idealiseringer, vi skal foretage os.  
Igen er der uklarhed om delprocesserne. 
  
Del 3, side 46 af 281 
Spørgsmål 9 
Lærer: Godt, hvis vi går videre til den næste opgave, så ser det jo sådan her ud: Vi skal sælge to aviser, og 
man bliver aflønnet forskelligt. Du skulle så tage stilling til hvilken af de viste grafer, der hører til de to 
situationer. Kan du fortælle lidt om din argumentation fra tekst til figur? 
Elev: Jo, jeg har valgt d'eren. Jeg tror, at jeg har tænkt, at... vent lige lidt... den ene den... øhm..., altså at 
den... nej... man får den samme løn, indtil der var tjent et bestemt antal..., men det ved jeg ikke rigtigt, om 
det giver mening. 
Lærer: Måske, taler vi Tidende eller Posten lige nu? 
Elev: ...Det er vel denne her (peger på Posten) 
Lærer: Ja, så den graf, der er udtryk for teksten, hvordan vil den se ud? 
Elev: Altså, den vil vel først være lineær og så knække, eller hvordan man siger det. 
Lærer: Og hvorfor vil den knække og blive stejlere? 
Elev: Fordi efter et bestemt antal aviser, så vil der være højere løn. 
Lærer: Ja, det er rigtigt, så når vi taler Posten og dermed de stiplede kurver, så er det enten C eller D? 
Elev: Ja. 
Lærer: Hvad så med Tidende? 
Elev: Pause... hm... Jeg tænkte lidt, at det var lidt det samme, fordi at.. øh.. at nu har.. når der var optjent så 
og så mange, så ville man bagefter få ekstra for det. 
Lærer: Okay, så hvor meget tjener jeg, hvis jeg sælger 0 eksemplarer af Tidende? 
Elev: Øhm... hvis du sælger nul... så 60 vel. 
Lærer: Ja, og for hver ekstra avis jeg sælger, så får jeg yderligere nogle penge, ikke? 
Elev: Jo.. 
Lærer: Så hvilken kurve, tror vi, passer på Tidende? 
Elev: Altså, det... den der? 
Lærer: Ja, det er den, og du peger på C. Ja, det er fuldstændig rigtigt.  
Lærer: Hvis vi kigger på de her to opgaver, så er de i virkeligheden ret forskellige. Kan du prøve at fortælle 
lidt om forskellen på de her to opgaver - altså rent modelleringsmæssigt? 
Elev: Øh, altså den her skal man jo sådan... ja, ved ikke.. hm... Jeg ved ikke, jeg er virkelig dårlig til det her, 
og jeg kan ikke. 
Lærer: Nej, nu skal vi jo lige lære det, men okay - umiddelbart kan du ikke se nogle forskelle. 
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Elev: Jo, jeg kan godt se, der er en forskel, men jeg kan ikke se præcis hvad. 
Lærer: Heller ikke, hvis du bare bruger dine egne ord på en eller anden måde? 
Elev: Altså denne her (peger på avisopgaven) er måske lidt mere sådan direkte, eller hvad man skal sige. 
Lærer: Ja, så der mangler noget i opgave 9 i forhold til opgave 8, kan man sige. Hvad er det, der mangler - 
hvad er det, du skal gøre her (opgave 8), som du ikke skal gøre her (opgave 9)? 
Elev: Øh...  
Lærer: Her oppe (opgave 8) skulle vi faktisk lave en lille præmatematisering, ikke? 
Elev: Jo. 
Lærer: Skal du også gøre det hernede (opgave 9)? 
Elev: Nej. 
Lærer: Ok, er der andet, du ikke skal gøre? 
Elev: Øh... 
Lærer: Jeg spørger lige på en anden måde: Har du en model hernede (opgave 9) egentlig? Har du en 
matematisk model, der beskriver de her to situationer? 
Elev: Nej... eller hvad? 
Lærer: Det ved jeg ikke. Jeg spørger dig . 
Elev: Men er der ikke det i begge opgaver? 
Lærer: Ok, ved du hvad, hvis du skriver 10, så er det fint. Ingen problemer, vi er jo bare ved at undersøge 
lidt her. 
Elev: Ja, ja. 
Her blev eleven tydeligt irriteret - enten fordi jeg opgav mit forehavende, eller også (eller måske af begge 
årsager) som følge af at hun ikke kunne honorere de fordringer, der var resultatet af mine spørgsmål. Det er 
uanset hvad tydeligt, at Q har vanskeligt ved at se, at de to opgaver er væsensforskellige i deres opbygning 
og inddrager meget forskellige dele af matematisk modellering. 
Spørgsmål 12 
Lærer: Vil du skrive 12 et eller andet sted heroppe på papiret? Vi er næsten færdige - hold ud. Det er en 
ordentlig lang tekst dette her. Hvad synes du om det? 
Elev: Jeg nåede slet ikke og læse den. 
Lærer: Du nåede ikke at læse den? 
Elev: Nej. 
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Lærer: Ok, var det fordi, du sprang den over i første omgang og gik videre? 
Elev: Nej, tiden løb ud for mig. 
Det ser altså ikke ud til, at eleven sprang opgaven over, fordi teksten var lang. 
Lærer: Ok, så hvis du nu lige læser den, hvad tænker du så om den? Du får selvfølgelig lidt tid her (der læses 
og tænkes). 
Lærer: Hvordan kunne man finde den alder, der spørges til? 
Elev: Ja, øhm... det kan jeg ikke lige umiddelbart se. 
Lærer: Nej, okay - det her (peger på den del af opgaveteksten, der er i kursiv), hvad kunne det minde om? 
Elev: Jeg kan slet ikke se... 
Lærer: Det er fint nok, jeg spørger bare på en anden måde, så: Dette her er jo en tekst - kunne man skrive 
det kortere med noget matematik på en eller anden måde? 
Elev: Altså, du kunne jo godt sætte... altså man ved jo ikke, hvad det (hjertefrekvens) og det (alder) er, så 
man kunne godt sætte nogen... 
Lærer: Ja, det kunne man da. Hvor gør vi også det henne? Hvor sætter man noget ind på en plads og regner 
noget andet ud? Hvad er det, vi arbejder med, når vi gør sådan?  
Elev: Funktioner (spørgende)? 
Lærer: Det er funktioner, så det her (peger på den øverste tekst i kursiv) er i virkeligheden en funktion. 
Hvad er det (peger på den anden tekst i kursiv) her så? 
Elev: Det er vel også en funktion. 
Lærer: Godt, hvordan ville jeg så kunne finde den alder, der spørges til hernede i teksten? 
Elev: Altså, du kunne vel lave en funktion, tænker jeg, og så... men den kan man vel ikke? 
Lærer: Jo, det kunne man godt. Man kunne omskrive teksten til to funktioner, og den alder, der spørges til 
her, hvad har den så at gøre med de to funktioner? 
Elev: Øhm... (lang pause)  
Lærer: Det ville være skæringspunktet, ikke? 
Elev: Jo, okay. 
Lærer: Hvis man så fandt skæringspunktet, og det hed for eksempel (40,200), hvad ville svaret så være på 
denne opgave? 
Elev: Det ville være 40, for det er jo x. 
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Lærer: Bare 40? 
Elev: 40 år. 
Elev er opmærksom på afmatematiseringen men har det igen svært med matematikken. 
Lærer: Det er fuldstændig rigtigt. Godt sidste spørgsmål: Igen er der forskel på de her to opgaver rent 
typemæssigt - altså opgave 11 og 12. Hvad er forskellen? 
Elev: Øhm... altså, der er ikke nogen præmatematisering her. 
Lærer: Hvor er her? 
Elev: I opgave 11. 
Lærer: Det er rigtigt, der er ikke megen præmatematisering der. Er der i opgave 12? 
Elev: Ja... 
Lærer: Ok, hvori består den så? 
Elev: Eller... det ved jeg faktisk ikke... det gør det jo heller ikke egentlig. 
Lærer: Nej, der er heller ikke præmatematisering i opgave 12. Foregår der så en matematisering? 
Elev: Ja. 
Lærer: Ok, hvor sker det henne? 
Elev: Er det ikke her, hvor det (teksten) laves om til en funktion? 
Lærer: Ok, det kan man jo godt sige, og der, hvor vi finder skæringspunktet mellem de to funktioners 
grafer, hvad er det for en delproces i de fem delprocesser, som matematisk modellering består af? 
Elev: Hvad er det nu, den hedder, er det ikke den, der kommer efter matematiseringen? 
Lærer: Ja, og hvad hedder den? 
Elev: Er det ikke noget med problem… 
Lærer: Jo, hvad er det, man gør i den fase. 
Elev: Man sådan udregner, eller hvad man skal sige, og så afmatematiserer man. 
Lærer: Ja, det er fuldstændigt rigtigt. Godt, lad os holde for i dag. 
Igen er der usikkerhed i forhold til delprocesserne, og jeg vælger at stoppe interviewet. 
Interviews med N 
Hermed et udvalg fra transskriptionen af interviewet med N, som der tog udgangspunkt i spørgsmål 7-13 
fra detektionstest 3. Tre på hinanden følgende prikker er udtryk for en pause i samtalen. Kommentarer til 
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de udvalgte dele af transskriptionen er vist i kursiv undervejs. En glad emoticon er udtryk for, at der er talt i 
en munter tone. 
Spørgsmål 7 
Lærer: Det er tanken, at du prøver at forklare, hvad du gør her. Og nu har vi jo har arbejdet lidt med 
matematisk modellering, så hvis du prøver at sætte det i relation til faserne, vil det være fint. 
Elev: Øhm, altså der står, at man skal finde ens gennemsnitsfart, så jeg har taget, altså den hun bruger på at 
gå op, og den hun bruger på at gå ned, og så lagt dem sammen og taget gennemsnittet af det resultat. 
Bemærk at N relaterer opgaven til sig selv qua termens ”ens”. 
Lærer: Ja, det ser sådan ud. Ok, hvad tænker du om resultatet? Giver det mening?  
Elev: Altså, den er 4 km lang, så det har taget hende under en time at gå den. 
Lærer: Ja, hvor lang tid har det egentlig taget at gå op så? Du må gerne skrive ned, hvis det kan hjælpe dig. 
Elev: Nej, nu ved jeg generelt, hvad det skal cirka tage at gå en kilometer. 
Lærer: Det kan man jo også kigge på, fordi... 
Elev: Men det er med hurtigere fart, så det... 
Lærer: Er den fart, du bruger, interessant for løsningen af sådan en opgave her? 
Elev: Nej. 
Lærer: Nej, det er den egentlig ikke, så hvad siger vi til farten her? 
Elev: Den er ikke så hurtig. 
Lærer: Nu er det også opad. 
Elev: Ja. 
Lærer: Så hvor lang tid tager det at gå en km for eksempel - når hun går opad? 
Elev: Øh... det tager... hun går 3 km i timen, og der er 4 km, så tager det jo... at gå én kilometer, så vil det 
tage... øh... jeg skal omvende hendes hastighed. 
Lærer: Ja, det kan være, at det hjælper, hvis du skriver lidt ned? 
Elev: Det er bare den, jeg er vant til - det er 7 km i timen. 
Lærer: Ja, så du går 7 km i timen, når du går på vandret underlag (eleven er spejder, hvorfor hun vandrer en 
del)? 
Elev: Ja, gennemsnitsfarten skal være 7 km i timen. 
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På trods af at eleven tidligere i samtalen på opfordring forlod tankerne om egen fart, vender hun her tilbage 
til egne erfaringer, formodentlig fordi hun ikke kan få hul på opgaven, der åbenbart ikke passer ind i hendes 
verdensbillede. Hun vil heller ikke skrive opgaven ned med henblik på at få det nødvendige overblik. Jeg 
vælger således at sadle om og fortsætter i en anden gænge. 
Lærer: Ok, den første fase i modellering, hvad var det nu den hed. 
Elev: Jeg kan ikke huske navnene på dem. 
Lærer: Nej, men kan du så huske, hvad man gør i første fase? Det kan være, at det kan hjælpe dig lidt. 
Elev: Jeg er ikke sikker på første fase - det er det, der er problemet. 
Lærer: Ja, ok. Godt - så umiddelbart er det din fornemmelse, at dit svar holder? 
Elev: ... det er jeg ikke helt sikker på. 
Lærer: Nej - ok, hvad gør dig usikker? 
Elev: At det virker lidt mærkeligt, at hun bruger... altså, hvis hendes gennemsnitsfart er på 4½, så bruger 
hun jo mindre end en time på at gå op ad bakke. 
Lærer: Øhm, ja, det kan jo godt sige, men hvad så når hun går ned - fordi, der går hun jo alt andet lige 
hurtigere? 
Elev: Ja, der går hun med 6 km i timen, så går hun jo... altså, så har hun lige sådan 2 km ekstra, som hun 
ikke behøver bruge tid på. 
Lærer: Okay, ved du hvad, vi løber videre. 
Eleven demonstrer her, at begrebet ”gennemsnit” ikke er på plads, og derforuden er det klart, at 
modelleringsprocessen står meget svagt i erindringen hos eleven. 
Spørgsmål 8 
Lærer: Hvis du lige vil skrive 8 her på blokken, så vi ved, hvor vi er. Ok - det er noget med nogle pizzaer, og 
du kender opgaven. 
Elev: Ja. 
Lærer: Du havde lavet to tegninger og skrevet en konklusion hernede (se tegningerne fra elevens 
oprindelige størrelse nedenfor). 
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Elev: Ja, meningen med de to tegninger var ligesom at finde ud af, hvad man skulle betale for en fjerdedel 
af pizzaen, så jeg delte sådan... tegnede pizzaen og delte den op og så hvor meget man skulle bruge på... 
Lærer: På hver kvart pizza? 
Elev: Ja, og jeg glemte lige at tage størrelsen med. 
Lærer: Ah, ja fordi den fremgangsmåde kunne man jo have brugt på en halv pizza også, eller også bare på 
den hele, og så ville du være kommet frem til samme resultat, så når du siger, at du glemte at tage 
størrelsen med, hvad mener du så der? 
Elev: At jeg ikke lige tænkte over, at den ene var større end den anden. 
Lærer: Ok - på den måde. Så når nu vi husker det, hvordan kunne du så regne den opgave? 
Elev: Jeg tænkte... nu sidder jeg og tænker lidt over, at man skulle finde ud af, hvor meget de ekstra 10 cm 
ville koste på... altså... 
Lærer: Ja, det lyder fornuftigt. Hvordan kan man regne det ud? Du må meget gerne skrive noget her, hvis 
du har lyst eller behov for det. 
Elev: (der sker intet) 
Lærer: Når du siger: "hvor meget ekstra", hvad mener du så med det? 
Elev: Altså, de 10 cm, hvor mange penge mere... altså, hvis den kostede 30 kroner, og man så for de der... 
tilsat 10 cm, hvor meget skal du så betale for de sådan... hele... 10 cm cirkel - cirkel med hul i. 
Lærer: Ja, det er en cirkelring, ikke? 
Elev: Jo. 
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Lærer: Okay, hvis nu vi regnede ud, hvor meget ekstra det koster at få den store pizza, kan man så bruge 
det til at finde ud af, hvilken pizza man ville foretrække? 
Elev: ... kan man vel på en måde, men det... 
Lærer: Men vi kan jo hurtigt sige: Den ekstra cirkelring, du får, den koster 10 kroner. 
Elev: Ja. 
Lærer: Hvordan kan man så på basis af det, finde ud af om man skal vælge den ene eller den anden? Det er 
jo klart, at hvis du får en større pizza, så får du mere pizza, og du ved endda også hvor meget mere, du skal 
betale. 
Elev: Finde ud af hvor meget større den lille pizza så bliver - hvis man kan prisen. 
Lærer: Ja, men du kender jo både pris og størrelse. Hvad skulle man så gøre? 
Elev: ...(lang pause) 
Her ser vi igen, at eleven ikke har helt styr på hverken begreber eller måden, hvorpå man kunne løse 
opgaven, hvilket jeg tillader mig at tilskrive forkerte eller ufuldstændige begrebsbilleder henholdsvis 
manglende kompetencer udi matematisk problemløsning såvel som de ved iværksat foregribelse hørende 
problemstillinger. I interviewet går jeg således videre med henblik på at komme lidt nærmere på de 
vanskeligheder, som eleven har specifikt i relation til matematisk modellering. 
Lærer: Ok, hvis nu vi starter med den allerførste fase, præmatematisering. Hvad kunne man så forestille sig, 
at man skulle tænke, inden man gik i gang med at løse selve opgaven? 
Elev: Det eneste, jeg kan komme på, er at finde formler for... 
Lærer: Ja, formler for hvad? 
Elev: For... altså, størrelsesforholdet. 
Lærer: Når du siger størrelsesforhold, hvad er det så for forhold du tænker på? 
Elev: Mellem altså... hvor stor er diameteren af pizzaerne og måske også mellem priserne. 
Lærer: Ja, så umiddelbart ville du kigge på forholdet mellem pris og diameter? 
Elev: Ja. 
Lærer: Men er det ikke cirka det samme, fordi prisen er 30 og diameteren er 30 for den lille pizza, og noget 
lignende gælder jo den store?  
Elev: Jo. 
Lærer: Så det bringer os egentlig ikke nærmere? 
Elev: Næ... 
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Lærer: Ok, vi går videre til næste opgave. 
Eleven bider ikke på . 
Spørgsmål 11 
Lærer: Så har vi en terning, den er lavet af træ, og alle kanterne, står der, er 2 cm, den vejer 4,8 gram og så 
videre, og hvis nu en terning af lavet af træ af samme type, og kantlængderne er dobbelt så store, hvad 
vejer den så? 
Elev: Så har jeg gået ud fra, at den vejer dobbelt så meget, fordi den er dobbelt så stor. 
Lærer: Ja? Hvad er det, der er dobbelt så stor ved den? 
Elev: Terningens... så, sådan... areal... arealet af hver af fladerne. 
Lærer: Kunne du prøve at tegne en terning for mig hernede? 
Elev: I 3D? 
Lærer: Hvis du kan - det ville da være superflot. Hvis nu det er den lille terning, så prøv at tegne en terning, 
der opfylder tekstens beskrivelse - bare sådan cirka (Der tegnes to terninger, se nedenfor). 
 
Lærer: Når nu vi kigger på det der, hvad ser vi så om størrelsesforholdet mellem de to terninger? 
Elev: Den der (der peges på den lille terning) er meget, meget mindre. 
Lærer: Hvor mange gange mindre er den, tror du? Kan man regne på det? 
Elev: Man kan da tage arealet af en af fladerne på den lille og sætte den ud på den store flade. 
Lærer: Hvor mange gange kan den være der? 
  
Del 3, side 55 af 281 
Elev: Fire gange. 
Lærer: Ok, så hvor meget vejer den store terning?  
Elev: ... fire... og nej det er ikke kun fire gange så meget, det er otte. 
Lærer: Det er rigtigt. Så hvis nu man skulle lave en reel modellering af dette her, hvad skulle man så sætte 
op? 
Elev: Øhm... 
Eleven baserer sin løsning alene på tegningen og kan ikke opstille en reel model. 
Lærer: Jeg spørger lige på en anden måde: Er det ændringen af sidelængden direkte, som bestemmer hvor 
meget mere den store terning vejer i forhold til den lille? 
Elev: Nej. 
Lærer: Er det arealet af sidefladen? 
Elev: Ja... er det vel. 
Lærer: Så, arealet af sidefladen her (peger på tegningen), hvor mange gange større var den end den lille? 
Elev: Fire. 
Lærer: Men vi blev enige om, at massen var otte gange større, så det kan heller ikke være sidefladen. Hvad 
er det så? 
Elev: Rumfanget. 
Lærer: Det er rumfanget, så hvad kunne man stille op af matematik, som gjorde os i stand til at beregne 
dette her? 
Elev: Det ligesom... 
Lærer: Ok, hvilken formel ville du bruge til at beregne rumfanget? 
Elev: Jeg kan ikke huske rumfanget af en firkant. Jeg kan kun for en cirkel, tror jeg. 
Lærer: Nej? Ok, fint nok. Vi er lige straks færdige. 
Eleven vender tilbage til sidefladearealet som udslagsgivende for massen, og selv da voluminet kommer på 
banen, kan der ikke opstilles en model, fordi formlen er ukendt. Igen er det tydeligt, at den matematiske 
begrebsdannelse er stærkt begrænset. 
Spørgsmål 12 
Lærer: Dette var sådan en lang tekst, og så stiller du spørgsmålstegn i din besvarelse, men jeg kan se, at du 
har skrevet et eller andet, som du har visket ud. Hvad? 
Elev: Ja, jeg kunne ikke... jeg tror, at jeg forsøgte at skrive noget, men så blev jeg forvirret. 
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Lærer: Ok, kan du prøve at forklare, hvad opgaven egentlig går ud på? 
Elev: Øh... (der læses). Jeg kan godt huske nu, hvorfor jeg ikke anede, hvad jeg skulle svare. 
Lærer: Ja? Prøv at fortælle det. 
Elev: Fordi jeg sad og blev ved at forsøge at finde ud af, hvor gammel man skulle være, og det tog bare 
rigtig lang tid og sidde og indsætte forskellige tal. 
Eleven kan altså heller ikke her udføre matematisk problemløsning, men prøver sig frem. 
Lærer: Ok, du har simpelthen på en eller anden måde prøvet dig lidt frem. 
Elev: Ja, jeg har prøvet mig frem ved at sige 208 minus parantes 0,7 og så en eller anden alder. Jeg ved 
ikke... der står 50 der, og jeg tror også, at jeg forsøgte med 90 og alt muligt. 
Lærer: Det er selvfølgelig en måde at gøre det på, men hvad hvis det søgte tal ligger mellem to heltal? Kan 
man gøre et eller andet, så man kan regne sig frem? 
Elev: Man kan vel lave sådan en funktion, ligning. 
Lærer: Ja, prøv lige at skrive ned hvad du kunne forestille dig, du skulle opstille af funktion her. 
Elev: (eleven tegner, se nedenfor) 
Lærer: Ok, nu har vi et koordinatsystem, hvad skal vi så komme ind i det, om jeg så må sige? 
Elev: Øhm... nogle aldre og nogle hjertefrekvenser. 
Lærer: Jae, nu sagde du noget med funktioner, så hvad kunne vi finde på, tror du? 
Elev: Øh... 
Lærer: Er der noget i teksten, som minder lidt om en funktion? 
Elev: Der var det der med, at de yngres falder, og de ældres stiger. 
Lærer: Ok, det er det, der minder om en funktion? 
Elev: For mig gør det. Jeg har aldrig været god til funktioner. 
Lærer: Nu har du sagt helt korrekt, at du ville have alder ud af førsteaksen og hjertefrekvens op af 
andenaksen, så x ville være alder, ikke? Og nu vi har slået det fast, er der så noget andet, du kunne pege på, 
som kunne være en funktion? 
Elev: ...(pause) dem her (peger korrekt på teksten i kursiv).  
Lærer: Ja, det er da korrekt. Hvilken type graf ville du få ud af sådan én her? 
Elev: Øh... (lang pause). 
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Lærer: Det har du ikke lige noget bud på? 
Elev: Nej. 
Lærer: Hvad nu hvis jeg siger, at vi tager den øverste, og vi ser, at den minder om regneforskriften for en ret 
linje. Hvordan ville du så tegne den rette linje i dit koordinatsystem? 
Elev: Øh... 
Lærer: Hvor ville den ligge henne, og hvor stejl ville den være? 
Elev: Altså, hvis alderen er nul, så ville den jo... man ville starte med at sige: nul her (på x-aksen) og så gå 
220 op. 
Lærer: Fint, sæt lige et kryds, hvor det er. Hvad så med stejlheden? 
Elev: Altså, den vil jo gå sådan denne her vej, for når man bliver ældre, så falder den lidt. 
Lærer: Så prøv engang at tegne den linje. (linjen tegnes, se nedenfor). Går linjen gennem punktet (100,0)? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Elev: Øh... ja. 
Lærer: Ok, det var dén funktion, hvordan vil den anden ligge? 
Elev: Den vil ligge på 208, hvis man er nul år. 
Lærer: Ja, hvad med stejlheden? Falder den mere eller mindre, end den første gør? 
Elev: ...den falder mindre, fordi den falder kun med 7 her, hvis 100 gange... nej, så falder den mere. Nej 100 
gange 0,7 er 70, så den falder mindre. 
Lærer: Ja, og hvad betyder det så for de to linjer - hvad gør de så? 
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Elev: De...  
Lærer: Det er lidt fortegnet, men de vil skære hinanden. Hvordan kan man nu finde det skæringspunkt? 
Elev: ...det kommer jo an på, om man har grafen også. 
Lærer: Hvis nu det er tegnet præcist, hvad kunne man så gøre? 
Elev: Man kunne (med tryk på kunne) jo kigge på grafen. 
Lærer: Ja, og når du siger det sådan, så er det fordi hvad? 
Elev: Man sikkert.. man kan også godt finde det med en formel. 
Lærer: Ja, det kan vi lidt bedre lide. Vi kan kigge på grafen og få en ide om forløbet, og vi kan kontrollere 
vores beregninger, men hvordan kan vi egentlig beregne det - hvad vil vi gøre der? 
Elev: Jeg tænkte på toppunktsformlen, men det er ikke rigtig et toppunkt. 
Dette afsnit nærmest emmer af problemer med matematikken, og jeg vender tilbage til modelleringen. 
Lærer: Nej, det er jo ikke - det er rigtigt. Ok, inden vi løber videre: De to sidste er faktisk forskellige i deres 
struktur. Kan du se, hvad forskellen er på de to opgaver? 
Elev: ... Øh...  
Lærer: Hvis nu vi ser på de fem faser igen: Præmatematisering, matematisering, matematisk 
problemløsning, afmatematisering og validering, hvad tænker du så? 
Elev: Her har vi allerede en model. 
Lærer: Ja, det er rigtigt. Vi har faktisk en model i opgave 12 - det er godt set. Ok - vi tager den sidste opgave. 
På trods af vanskelighederne kan N faktisk her se, at vi har en model. 
Opsamling på de gennemførte interviews 
Vi kan på baggrund af de to interviews se, at Q ikke er meget for at bruge pennen, og hun skriver stort set 
intet. Hun forsøger derimod at holde det i hovedet, hvilket ikke går så godt. Der er tydeligvis også 
problemer med Duvals registre, når man skal gå fra tekst til regneforskrift for eksempel. 
Præmatematisering er et nyt begreb for klassen, og det er svært (endskønt vi har arbejdet med en model 
for matematisk modellering, hvori essensen af præmatematiseringen dog indgik), ligesom selve 
matematiseringen og den matematiske problemløsning er svær for Q - det går dog bedre med 
afmatematiseringen, men valideringen kom vi slet ikke ind på, så den kan jeg ikke rigtigt udtale mig sikkert 
om. Det var et hårdt interview forstået på den måde, at Q helt klart følte sig konfronteret med sine 
vanskeligheder, hvilket er en ikke ubetydelig faktor i arbejdet med eleverne, og således blev der ikke 
forsket yderligere i opgaven med gyngerne (opgave 10, da Q lige havde svaret ”Ja, ja” som afslutning på 
opgave 9), og opgave 13 blev slet ikke berørt, da vurderingen var, at Q ikke kunne klare mere og havde lidt 
for meget modstand på.  
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For N’s vedkommende er det helt tydeligt, at hun er ekstrem svag med hensyn til matematikken, idet især 
begrebsdannelsen og problembehandlingskompetencen synes mangelfuld, hvilket selvfølgelig i høj grad 
påvirker hendes mulighed for at kunne gennemføre en matematisk modellering, som hun tilmed i 
modsætning til størstedelen af den resterende del af klassen jo heller ikke har arbejdet med tidligere. Der 
forestår således et stort arbejde i relation til N, og jeg må på forhånd udtrykke tvivl om, hvorvidt hun kan 
komme særligt langt i forhold til matematisk modellering, når hendes udgangspunkt er så svagt, som det 
tilsyneladende er, men det skal selvfølgelig ikke forhindre mig i at forsøge . 
Spørgeskema om synet på matematik 
Klassen fik, inden arbejdet med matematisk modellering igen tog fart, et spørgeskema (se bilag C34), der 
var opbygget med henblik på at afdække dels elevernes modellørtyper i henhold til Kaiser & Maaß (2007) 
og dels deres syn på matematik samt selvopfattelsen jævnfør Gritgutsch (1998).  
Således omhandler spørgsmålene 1-4, 11-14 samt 21-24 modellørtyperne, idet første spørgsmål i hver 
gruppe er relateret til virkelighedsfjerne modellører, andet spørgsmål i hver grupper er relateret til 
matematikfjerne modellører, tredje spørgsmål til reflekterende modellører og endelig fjerde spørgsmål til 
uinteresserede modellører. 
Spørgsmålene 6-10, 16-20, 26-30 samt 32-36 omhandler synet på matematik, idet der i hver gruppe er ét 
spørgsmål til hvert syn på matematik - således er spørgsmålene 6, 16, 26 og 32 relateret til 
formalismeaspektet, og på lignende vis hører andet, tredje, fjerde og femte spørgsmål i hver gruppe til 
henholdsvis procesaspektet, anvendelsesaspektet, skemaaspektet og rigidskemaaspektet. 
De resterende spørgsmål (5,15, 25, 31, 37) omhandler i rækkefølge fliden, glæden, interessen, 
motivationen og elevernes opfattelse af deres karakterniveau i relation til matematikundervisningen, 
hvilket samles under begrebet selvopfattelse. 
Inden spørgeskemaet blev udleveret til eleverne, blev spørgsmålenes rækkefølge ændret, så de optrådte i 
tilfældig rækkefølge. 
Analyse af besvarelserne af spørgeskemaet 
På bilag C35 ses optællingen af elevernes besvarelser, idet spørgsmålene er samlet, så de optræder 
gruppevis efter modellørtyper, syn på og glæden ved matematik. Af optællingen fås de nedenfor viste 
boksplots. 
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Det ses for det første, at klassen som helhed ikke bekender sig til en ”ren” modellørtype, hvilket da heller 
ikke var forventningen - Verden er jo ikke sort og hvid. Rangordnes modellørtyperne, bekender klassen sig 
mest til den reflekterende modellørtype, herefter følger den matematikfjerne, den virkelighedsfjerne og til 
sidst den uinteresserede modellør, der virkelig skiller sig ud. I relation til matematisk modellering er det 
selvfølgelig et fornuftigt udgangspunkt, at den reflekterende modellør er den type, som klassen 
identificerer sig mest med, ligesom den uinteresserede modellør ikke levnes mange tilhængere, men jeg 
havde faktisk regnet med, at første spørgsmål vedrørende virkelighedsfjerne modellører (Jeg kan godt lide 
matematik, der ikke har noget at gøre med virkeligheden) ville score højere, end tilfældet var, idet klassen 
som helhed deltager meget aktivt i arbejdet med den mere rene matematik. 
 
I forhold til synet på matematik vurderes anvendelsesaspektet meget højt (Medianen er sammenfaldende 
med nedre kvartil), og herefter følger proces-, formalisme- og anvendelsesaspektet, der ligger ganske tæt, 
så den generelle opfattelse er altså, at matematik både er et spørgsmål og logik og beviser og en proces, 
hvori matematikken udvikles, så den kan bruges til noget i virkeligheden, hvilket også er et rigtigt godt 
udgangspunkt for at nå noget i undervisningen. Det er bestemt værd at bemærke, at skemaaspektet følger 
trit, og nøgternt betragtet er matematikken selvfølgelig (også) en samling af regler med videre, og når man i 
øvrigt bekender sig til de førnævnte aspekter, så er der jo intet galt i det, når rigidskemaaspektet samtidig 
scorer meget lavt . 
Endelig er der selvopfattelsen på klasseniveau, hvor vurderingen på flid, glæde, interesse og motivation 
ligger tilfredsstillende, ihvorvel der er plads til forbedring på dette felt.  
Idet elevernes vurdering af deres karakterniveau hænger fint sammen med min, er det værd at bemærke, 
at kurverne, som viser sammenhængen mellem flid, glæde, interesse og motivation med karakterniveau, se 
nedenfor, hænger fint sammen med Gritgutschs konklusioner desangående - i.e. der er ingen 
sammenhæng, hvilket for mig er en overraskelse. Det er bestemt værd at undersøge nærmere, og 
spørgeskemaet skal, når det udleveres igen, selvfølgelig have nogle spørgsmål om motivation - det er rigtigt 
ærgerligt, at det ikke kom med i første omgang. Hvis det viser sig, at der er en betydningsfuld variabel som 
selvtilfredshed, bliver det næste store spørgsmål selvfølgelig at fastslå hvorledes, at denne kan styrkes. 
 
 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Formalisme 
Proces 
Anvendelse 
Skema 
Rigidskema 
Selvopfattelse 
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Betragtes nu de enkelte udvalgte elever, ses det, at for Q’s vedkommende er der heller ingen særlig 
præference med hensyn til modellørtype, idet den gennemsnitlige score per type ligger mellem 4 og 7 
(afrundet), og hvor til gengæld scoren i den virkelighedsfjerne og den matematikfjerne modellør, der jo er 
hinandens modsætninger, ligger højst med 7 og 6. Q scorer højst, for så vidt angår aspekterne, i anvendelse 
med 10, og derefter følger ganske tæt de resterende ”fornuftige” aspekter, og rigidskemaet forkastes med 
en score på kun 3, medens selvopfattelsen ligger på 5, hvilket ikke er overraskende, da Q kæmper en del 
med matematikken. 
For N’s vedkommende viser billedet i forhold til modellørtyper et spænd fra lave 3 til 5, så der er altså ingen 
præference overhovedet - dog hænger det fint sammen med, at topscorerne er den virkelighedsfjerne og 
den reflekterende modellør, når N scorer relativt højt på formalisme- og procesaspektet. Også her forkastes 
rigidskemaet, der scorer lavest. Selvopfattelsen ligger på pæne 7, hvilket er en smule overraskende, da N 
ikke rigtigt deltager, og yderligere er der det forhold, at N ikke rigtig er konsistent, da der meldes om relativ 
høj interesse og glæde, medens flid og motivation alligevel scorer lavt. 
I det følgende arbejde skal det blive interessant at se, hvorvidt elevernes holdning vil flytte sig. For at teste 
dette bliver spørgeskemaet i en lettere modificeret udgave givet igen som afslutning på forløbet, hvilket vil 
blive refereret senere i nærværende rapport. 
Foreløbig diagnose 
Baseret på detektionstest, interviews og spørgeskema ser det ud til, at Q’s vanskeligheder i forhold til 
matematisk modellering ligger i stort set alle delprocesserne, hvilket også er tilfældet for N, der dog har 
yderligere udfordringer i begrebsdannelsen og særligt problembehandlingskompetencen. De to elevers 
besvarelser af spørgeskemaet peger på, at N som modellør er lige dele virkelighedsfjern (og altså bekender 
sig til den mere rene matematik) og reflekterende, hvilket er lidt svært at genkende, og hun skulle som 
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præference have procesaspektet, hvilket harmonerer fint med den ”praktiske” tilgang, hun synes at have, 
og som blev afdækket under interviewet. For Q gælder, at hun som modellør er virkelighedsfjern, hvilket 
harmonerer godt med hendes holdning til formalismeaspektet, trods den ultimative score på 100 % i 
forhold til anvendelsesaspektet. 
I henhold til Gritgutsch (1998), der anbefaler en undervisning, som understøtter proces- og 
anvendelsesaspektet, og Kaiser & Maaß (2007), som ser den reflekterende modellør som den type, der har 
de bedste forudsætninger for at lære matematik, kan der altså for begge elevers vedkommende være 
mulighed for at opnår nogle bedre resultater, hvis vi kan påvirke deres holdning i ovennævnte retning.  
Opfølgende opgavesæt 
Normalt ville man på dette sted i matematikvejledningsprocessen have udarbejdet en opfølgende test, idet 
det er testens formål at bekræfte den foreløbige diagnose, som er blevet stillet på basis af den viden, som 
de gennemførte interviews og spørgeskemaet har bibragt, ligesom forventningen til elevernes besvarelser 
ville have været blevet angivet, således at en opfyldt forventning kunne være en indikation af, at den 
foreløbige diagnose var korrekt. Imidlertid er jeg ikke i tvivl om, at den fremsatte foreløbige diagnose er 
korrekt, hvorfor den opfølgende test udelades. 
Sammenfatning i forhold til diagnosefasen 
På basis af ovenstående konkluderes det, at Q og N har vanskeligheder ved at gennemføre en matematisk 
modellering, idet alle delprocesserne volder problemer. Da klassen imidlertid over en bred kam støder på 
de samme vanskeligheder, foretages en klasserumsintervention i det videre arbejde. 
Der ses intet belæg for, at modellørtyperne på klassebasis udgør en hindring for arbejdet med matematisk 
modellering, men netop for Q og N er der noget, der tyder på, at synet på matematik og deres 
modellørtype kan være en hindring for deres læring. 
Interventionsfasen 
I dette afsnit præsenteres de interventioner, som vi har gennemført på de enkelte gymnasier i henhold til 
det beskrevne i teoriafsnittet, der skal gentages her: 
Vi har i vores intervention valgt at ligge fokus på følgende:  
1. Vi vil anvende Niss model for matematisk modellering 
2. Vi vil arbejde med modellering i form af EM på Helsingør gymnasium 
3. Vi vil arbejde med modellering i form af MEA på Hillerød HTX 
Derudover vil vi kigge på elevernes matematikforestillinger i henhold til Gritgutsch samt elevernes 
modellørtyper som beskrevet af Kaiser & Maaß ved at gennemføre nogle spørgeskemaundersøgelser og 
sammenholde disse med deres besvarelser fra før interventionen. 
Hillerød HTX 
Interventionen på Hillerød HTX er som før nævnt bygget op omkring MEA. Ideen er at 
modelleringsaktiviteten skal styrke elevens begrebsdannelse, som også vores kilder peger på. Aktiviteten 
med MEA er bygget op omkring 2 undervisningsdage. Dette skyldes at den ene af de to observationselever 
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ikke var til stede, den første dag hvor aktiviteten blev foretaget. Det er derfor besluttet at dag 2 involvere 
denne elev i en gruppe med 3 andre, som heller ikke var til stede den første dag. Begge dage har derfor 
samme formål da det er samme forløb som køres. Den første dag er i øvrigt overværet af Uffe og Mogens 
og Signe og Sten har desuden deltaget som hjælpere i klassen. 
For intervention 
For at ruste eleverne bedst muligt til interventionen MEA, er der 2 uger op til interventionen arbejdet i 
klassen med modellering og modelleringscyklussen. Der er her arbejdet med Niss’ model med de 6 faser i 
cyklussen. Der er talt med eleverne om de forskellige faser og om hvordan modelleringen hænger sammen 
med den måde de ellers undervises på. Eleverne bliver hurtigt enige med sig selv om at selv om 
modelleringen i deres øjne ser ud som noget nyt, så er det faktisk ikke meget forskelligt fra det de fra start 
har gjort i deres studie. De forskellige faser er eksemplificeret i det berømte taxa eksempel, som Niss b.la 
gennemgik på forrige internat. Forløbet kan ses i bilag A35. Der er herefter arbejdet med at gør eleverne i 
stand til ud fra en given problemstilling, at kunne identificere de forskellige processer. Dette er gjort ud fra 
forskellige problemstillinger såsom det der kan ses i bilag A36, som omhandler et eksempel med en 
telefonregning. Jeg har her valgt at kigge på den holistiske tilgang Blomhøj&Jensen (2003), selvom det må 
siges at det meste af præmatematiseringen er foretaget her. Problemstillingen er forholdsvis simpel, idet 
de skal kunne opstille 2 ligninger og sætte disse lig hinanden og herfra finde tiden. Problemstillingen er 
også rimeligt hurtigt løst, men det er ikke matematikken, som er det generelle problem, men i stedet det at 
kunne kategorisere de forskellige processer. De har hele tiden muligheden for at kigge tilbage i det 
gennemgåede taxa eksempel og dette er selvfølgelig en stor hjælp for dem. Det de har sværest ved, er at se 
forskellen mellem præmatematiseringen og matematiseringen. Mange mener at de to ting hører uløseligt 
sammen, og ikke sådan kan adskilles. I telefon opgaven er det meste af præmatematiseringen også lavet på 
forhånd for at hjælpe dem, men de har ikke til start så let ved at lave antagelser og simplifikationer. 
Problemet i matematiseringen ligger i at eleverne meget gerne vil benytte sig af tal og ikke kan forstå at 
man bare skal opstille modellen. Eleverne springer hurtigt tilbage til præmatematiseringen fordi de har 
svært ved at håndtere matematiseringen. Da de endeligt indser ideen, viser det for mig at eleverne kun 
tænker på den selvvanlige vante opgaveløsnings strategi, hvilket jo ikke er underligt, idet det er det som de 
er vant til. Afmatematiseringen er den fase som de har lettest ved og verificeringen har de også forholdsvis 
let ved. Dette hænger meget fint sammen med resultaterne fra detektionstesten, som viser stort set 
samme tendens bortset fra verifikationen. Telefonopgaven er rundet af på klassebasis og de forskellige trin 
er gennemgået i fællesskab så alle input er kommet med. Der er efterfølgende givet en lidt sværere 
problemstilling, se bilag A37. Situationen minder lidt om situationen fra Galbraith&Stillman(2006), hvor det 
er en løberute som skal optimeres. Opgaven er svær idet den kræver kendskab til mange forskellige grene 
af matematikken, samt fra fysikken. Fra fysikken kræves det at man kender bevægelsesligningerne og fra 
matematikken kræver det kendskab til funktioner, retvinklede trekanter herunder Pythagoras, samt hele 
optimeringsdelen, hvor vi har differentialregning, hældningen til tangenter, samt bestemmelse af minimaer 
og monotoniskemaer. Der er derfor mange ting som eleven skal have styr på, før man kan gå i gang med en 
egentlig problemløsning. Præmatematiseringen går forbløffende fint, idet jeg har sagt til dem at de skal 
gøre problemstillingen så simpel som overhovedet muligt til at starte med. Jeg har yderligere vist dem 
modellen fra Galbraith&Stillman(2006) ”Messy real world situation”, for at skære tingene lidt mere ud. De 
fleste vælger at lave antagelserne vedr. konstant hastighed og at skiftet fra bil til båd tager 0 tid. Men i 
matematiseringen går det mindre godt. Første dilemma består i at man helt simpelt ikke forstår 
problemstillingen og på ingen måde kan se hvordan fysikken skal spille ind her. Det er derfor først efter at 
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jeg har givet et hint vedr. dette, at eleverne kan komme videre herfra. Dilemma 2 viser sig ved at 2 grupper 
mener at x på tegningen, ser ud som om den er halvt så stor som hele længden der er 3 km. De siger derfor 
at x er 1.5 km. Det sjove er at disse grupper stadig prøver at lede efter en løsning, på trods af at de jo lige 
har sagt at x er 1.5 km. Det er derfor på ingen måder gået op for de 2 grupper hvad det er som skal findes. 
Tredje dilemma består i at man ikke ved hvad man skal gøre med den hosliggende side i trekanten, som 
ikke er angivet med nogen mål. På trods af mange forsøg på at forklare dilemma 2, så mener flere grupper 
at den manglende side i trekanten må være 1.5 km da antagelsen vedr. x fra dilemma 2, åbenbart stadig 
gælder. Det er meget svært for specielt en gruppe at se logikken i hvorfor man skal sige at længden er 3-x. 
Det giver ikke for gruppen mening at x må være x, den skal have en værdi, ellers kan man ikke regne på det. 
Dilemma 2 og 3 viser at hele ideen med variabler ikke er gået op for denne gruppe. Dilemma 4 viser sig ved 
at man ikke kan se problemstillingen opstillet som en funktion. Vi ved jo ikke hvor han skal skifte, hvordan 
kan vi så opstille en funktion? Jeg tænker at grunden til frustrationen stadig består i at man ikke forstår 
problemstillingen og ikke kan se sammenhængen mellem denne og en funktionsundersøgelse. Jeg er derfor 
nød til hele tiden at give dem hints, vedr. opdeling af funktionen i en med bil og en med båd. Her kommer 
dilemma 1 ind igen, idet de bytter rundt på deres bevægelsesligninger og ikke har det korrekte 
sammenhæng. Der er dog genkendelsens glæde at se hos mange når funktionen først er blevet opstillet, for 
så kan de plotte den ind og kigge på den. Sidste dilemma består, i funktionsundersøgelsen, eller mere 
konkret i hvordan man finder minima for funktionen. Sidstnævnte dilemma er spået på forhånd, for det 
giver sig selv at hvis ikke man forstår funktionsbegrebet, så forstår man heller ikke det der bliver bygget 
ovenpå eg. reifikation Sfard. Da de endeligt finder en Mathcad skabelon frem fra 2 år, så er de kørende, i 
hvert fald indtil jeg spørger dem om hvad det præcist er som deres skabelon kan finde. Ja den finder 
toppunktet for funktionen bliver der sagt, men mere konkret bliver det ikke eg. blackboxing 
Jankvist&Misfelt(2015). 
Ideen med denne for intervention var at vise eleverne modelleringscyklussen og vise de forskellige faser 
som denne består af. Første opgave som blev stillet var let og det var derfor også let for eleverne at 
fokusere på andet end det rent matematiske, såsom at finde ud af de nye begreber, præmatematisering 
osv. og finde ud af hvad disse indebar. Anden opgave viste sig derimod at tage fokus fra selve cyklussen for 
i stedet at handle om rent matematisk problemløsning. Opgaven viste sig at være for svær for specielt 2 
grupper, hvor der nærmere var tale om guidet intervention. Der blev derfor givet mere tid til opgaven, 
således at man også kunne bruge problemstillingen til de andre faser i cyklussen. 
Første interventionsdag 
Da MEA som før beskrevet er en lidt langsommelig proces, blev det besluttet at bruge 2-3 lektioner på 
denne aktivitet, hvor en lektion er på 45 minutter. Aktiviteten er beskrevet af Lesh&Doerr(2003) og kan ses 
i bilag A38 og selve forløbsplanen for denne aktivitet kan ses i bilag A39.  Aktiviteten omhandler kort fortalt 
den case at en tracker har fundet et fodspor, som menes at stamme fra Bigfoot. Eleverne skal til at starte 
med læse en tekst, som omhandler denne tracker og hvordan han er i stand til at finde diverse oplysninger 
ud fra sporet, såsom køn, alder osv. Efter dette får eleverne udleveret to fodspor fra Bigfoot, et højre og et 
venstre med en præcis skridtlængde imellem. Eleverne skal herefter forsøge at finde en model, hvor man 
ud fra fodsporet er i stand til at bestemme højden på personen. Modellen skal til sidst testes på Bigfoot 
fodsporet og man skal kunne bestemme en højde på Bigfoot. Fodsporet stammer oprindeligt fra en 
tidligere basketballspiller som har en skostørrelse på ca. 37cm og hans højde er 216cm hvilket giver et 
forhold på ca. 6, som er dette forhold de kommer frem til i Lesh&Doerr(2003). Grupperne har ca. 45 min til 
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at finde en model, som beskriver denne problemstilling. Til at starte med sidder nogle grupper og kigger i 
det før gennemgåede taxa eksempel, for at se om der er nogle hints herfra og nok for lige at repetere hvad 
det her modellering nu var for noget, eftersom at det er første lektion efter efterårsferien. Der går ikke 
længe før de første begynder at overveje, at det nok har noget med skridtlængden og fodlængden at gøre. 
Observationseleven M, kommer med en hurtig overvejelse vedr. skridtlængde VS højde, men ideen 
kommer ikke videre end at den bliver fortalt til resten af gruppen. Observationseleven sidder i gruppe med 
3 andre hvor de to af dem er stærke elever, mens den sidste har en diagnose(ADHD). Det viser sig hurtigt at 
gruppedynamikken ikke er optimal. De bliver let uenige og pigen med diagnosen, melder sig selv ud hurtigt, 
da larmen i klassen generer hende. De tre andre prøver at komme videre, men det er som om at 
observationseleven og den resterende pige danner en mindre gruppe i gruppen, således at den sidste elev i 
gruppen, sidder alene med sine tanker. Dette er meget ærgerligt da hans tanker er væsentligt mere 
organiseret end det de to andre får produceret. Han får meget hurtigt den ide at han vil måle forholdet 
mellem skolængde og skridtlængde og går i gang med at forfølge den ide. De fleste grupper er efter lidt tid i 
gang med at finde ud af hvordan skridtlængden hænger sammen med højden og der måles i stort set alle 
grupper. Grupperne har problemer med at definere hvad skridtlængden er, forstået på den måde om det 
måles fra hæl til spids, eller hæl til hæl, eller noget helt andet. Det er sjovt at observere hvordan de måler 
hinandens skridtlængder. De gør det ved at en elev tager et enkelt skridt og så er der en som måler. 
Målinger tages for de fleste grupper om flere gange, da man ikke er enig om at længden er korrekt. Dette 
skaber irritation i grupperne og man bytter lidt om på hvem der gør hvad. Det er ingen grupper som 
overvejer at tage en række af skridt over en given afstand for herefter at tage en middel værdi. Dette ville 
have givet en mere korrekt værdi. I elevens målinger af skridtlængderne ser det ud som om at de træder 
lidt længere end de normalt ville have gjort. En elev som jeg tidligere har arbejdet med på første semester 
viser stor interesse for dette og springer ret tideligt i forløbet til tavlen. Han er overbevist om at der må 
gælde, at hvis man ganger højden sammen med skridtlængden og fodstørrelse, så må dette give en 
konstant, som til alle tider en den samme værdi for alle. Ud fra dette isolerer han højden og mener at dette 
giver god mening. Resten af gruppen hører ikke på ham, da de har indset at hans ide ikke er korrekt. 
Observationseleven kommer i ca. midten af forløbet ind på at der måske kan gælde at længden af skridt 
ganget med en konstant vil give højden. Han er dog meget usikker på om det er korrekt så det bliver ikke til 
mere end det. Alle grupperne er efterhånden blevet færdige med målinger og de er i fuld gang med at lave 
en form for sammenhæng. Alle grupperne hiver fat i et lineært sammenhæng og prøver at fitte deres 4 
punkter, til en ret linje, hvilket lykkes mindre godt. Man kan undre sig over hvorfor alle prøver sig frem med 
et lineært sammenhæng, hvor deres R kvadrat ikke giver den nødvendige værdi. Niss(2010) beskriver 
præcist dette fænomen som iværksat foregribelse, hvor man kan sige at eleverne tager noget teori ned fra 
hylder som de kender. Dette er ikke bestemt af hvad der er på færde, men som noget de kan forestille sig 
giver mening for dem. Det er lidt et dilemma for de ved ikke hvilken teori de skal bruge for at løse 
problemstillingen og de ved heller ikke hvordan det skal løses. I bilag A310, ses elevernes præsentationer 
som de efterfølgende har lavet på baggrund af deres observationer. Gruppe 1, har ud fra deres målinger 
lavet følgende grafer som ses nedenfor. Deres ide er lidt interessant, fordi de har valgt at kigge på højden 
som værende afhængig af parametrene skridtlængde og fodlængde. De har forsøgt sig med et lineært 
sammenhæng dels med højden som funktion af skridtlængden og højden som funktion af fodlængden og 
har ud fra dette fundet tendenslinje og en model for dem enkeltvis. De vælger i deres problemløsning at 
vægte de 2 forskellige modeller ens således at man kan samle de 2 udtryk til et, dog ved at lægge dem 
samme og dividere dem med 2. Deres tanker er ikke helt skæve, idet de godt er klar over at højden må 
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afhænge af mere end blot en variabel. De indsætter til sidst, de målte værdier ind for bigfoot og får 
herefter et resultat på ca. 2 m, hvilket er lidt fra de 2.16m. Hvis gruppen havde benyttet sig af den korrekte 
skridtlængde på 88cm altså ved at måle skridtlængden på den korrekt måde, så havde deres model givet 
dem en højde på 2.15m.  
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De ovenstående grafer er kun et udpluk af gruppe 1’s oprindelige præsentation. Hele præsentationen kan 
ses i bilag A310. Det er værd at bemærke at stort set alle grupperne har benyttet sig af 
modelleringscyklussen, med de 6 faser.  
Gruppe 2 har benyttet sig af 3 parametre. De har selvfølgelig også skridtlængde og fodlængde med, men 
desuden også fodens bredde. Til forskel fra første gruppe, så overvejer denne gruppe ikke at man kan lave 
en samlet model, men i stedet det at man så angiver 3 forskellige højder, som man har fundet ud fra 3 
uafhængige modeller lavet af lineære funktioner. Deres modeller er fremkommet ud fra 3 målinger hvilket 
godt kan ses i deres grafer. 
Gruppe 3, vælger kun at kigge på fodlængden som funktion af højden og benytter sig af 6 målinger til at 
lave en lineær graf som afbilder fodlængden som funktion af højden. Ud fra denne sætter man fodlængden 
til en konkret målt værdi på Bigfoot 36cm og finder x(højden) til 250cm herfra, se nedenstående figur.  
 
Gruppe 4, vælger samme fremgangsmåde som gruppe et, at kigge på skridtlængde samt fodlængde. 
Forskellen er bare at denne gruppe ikke kombinere data, men i stedet giver 2 bud på en højde, bestemt ud 
fra 2 forskellige modeller med hhv. højden VS skridtlængde og højde VS fodlængde. 
Gruppe 5, hvor observationseleven sidder, bliver man ikke helt færdig med en model, grundet den før 
omtalte dårlige gruppedynamik. De når dog at lave nogle få overvejelser og det mest interessante er 
nedenstående. 
 
Modellen er i sig selv interessant nok, men man har ikke overvejet at teste om det giver mening. I 
præsentationen har de delt tiden imellem sig, hvor observationseleven siger noget, som omhandler 
problemløsningen, men det er lidt uklart hvor meget han forstår af det. Igennem dette forløb har han 
været meget på og han er kommet med sine bud, på hvad han mente kunne være en model for 
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problemstillingen. Han viste i interviewet at han godt var klar over modelleringscyklussen samt de 
forskellige faser og det viser han på samme måde her, men det er den matematiske problemløsning i 
interviewet som var et problem. Det er ikke her til at sige om han er med på matematikken, for det er ikke 
meget de får produceret. Det er lidt svært at sige om dette har været en modelleringfremmende aktivitet 
for ham, men man kan sige at for ham og for hele gruppen så har den implementerede forventning 
Niss(2010) ikke været til stede. En ting som interviewet viste, var at hans funktionsforståelse og 
variabelforståelse ikke var til stede. Dette kan ikke genfindes her, idet han selv forslår en lineær model ret 
tideligt inde i forløbet og også kan se forholdene sat sammen til en model. Så der har været noget som har 
hjulpet.  
Fælles for alle grupperne så har ingen overvejet at kigge på forhold i stil med A forholder sig til B ligesom B 
forholder sig til C. Hvis man kigger på Lesh&Doerr (2003), så har de brugt denne opgave på en gruppe 
elever. Ved første modelkørsel kan eleverne kun lave kvalitative vurderinger. Ved anden omgang 
sammenligner en elev sin fod med det fodspor som er givet og mener herefter at hvis det givne fodspor er 
6 tommer større end hans egen, så er højden også fordelt på samme måde.  Tredje kørsel viser primitive 
gange operationer, hvis mine sko er dobbelt så store som dine, så er jeg også dobbelt så høj. I fjerde 
omgang kigger eleverne på mønstergenkendelse, kan fodstørrelsen bruges til at estimere en højde. Her 
tænkes i første omgang på en lineær model. Det er først ved 5 kørsel at eleverne ud fra konkrete målinger 
af fodstørrelse og højde at de ser, at det forholder sig at højden er 6 gange fodstørrelsen. Hvis man prøver 
at sammenligne deres undersøgelse med det som er lavet i denne klasse, så kan man godt genkende mange 
af de mønstre som beskrives. Eleverne er her i starten også lidt flyvske med deres ideer og kan ikke give 
konkrete løsninger. Fase 2 oplever jeg ikke på samme måde, men jeg ser elever som prøver at sætte sin 
egen fod ned i det store fodspor, dog uden at komme med nogen form for argumentationer. fase 3 ses 
tydeligt hos flere af grupperne som prøver at komme med argumentationer vedr. at man kan gange nogle 
af parametrene med en konstant for at finde højden. Fase 4 oplevet i undersøgelsen, er ikke fase 4 i denne 
klasse, idet eleverne her stort set med det samme går i krig med at måle og opstille lineære modeller. Det 
er som om at dette er de opdraget til når de møder en problemstilling. Fase 5 nås ikke i denne klasse, da 
man ikke er i stand til at se hvordan tingene forholder sig. Man kigger i undersøgelsen fra Lesh&Doerr 
(2003) på eleverne tankemønstre og disse er bygget op omkring en teori udarbejdet af Piaget og Inhelder 
(1958) hvor de også kiggede på proportionalitets tænkning. Det konkluderes her at eleverne generelt har 
svært ved at se forhold og det er hvis det fremkommer, først sent i processen at dette går op for eleven. 
Man må derfor sige at dette ikke er forekommet i min undersøgelse. Man kan diskutere hvor meget tid 
man skal give eleverne til denne kreative proces, og jeg overvejede da også i situationen om de skulle have 
haft mere tid, men det havde nok ikke hjulpet mere af den grund. En anden interessant pointe fra teorien 
siger, at selv de svage elever præsterer forbløffende godt når de laver MEA. De to svageste elever i klassen, 
viste stor interesse og var meget på. Den ene af dem var oppe på tavlen for at bidrage overfor sin gruppe. 
Men hans ide med at højde ganget med skridtlængde ganget med fodlængden skulle give en universel 
konstant, var der ingen i gruppen som troede på. Det viser dog at også de svageste har lyst til at deltage og 
ikke bare sidde og lave ingenting, som de har en tendens til at gøre under normale omstændigheder. 
Motivationen blandt eleverne nævnes i Niss, Blum, Galbraith (2007), ved at eleverne, motiveres ved denne 
arbejdsform og dette fremmer opbygningen af matematikforestillinger som igen fremmer læring. Der er 
altså mange fordele ved at lave RME13 som beskrives i Gravenmeijer&Doorman (1999) samt af Freudenthal, 
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som er den store fortaler for at det er processen, som eleverne lærer noget af og ikke det at kunne sætte 
tal ind i en færdig formel.    
En anden observation som er gjort i dette forløb er den som skrives om i Niss (2012), nemlig at dygtige 
elever viser svaghedstegn når det drejer sig om modellering. Den tendens har ikke kunne ses i forløbet her. 
Næsten tværtimod så viser MEA og deres detektionstest at de dygtige stadig klarer sig et pænt stykke 
bedre end middel gruppen, ganske som de plejer.   
Anden interventionsdag  
Da observationselev 2 ikke var til stede på interventionsdagen blev det besluttet at lave en ekstra 
interventionsdag. Der var i alt 4 fraværende dag 1, og det gav derfor god mening at lave dette som en 
gruppe intervention. Problemstillingen er den samme som på dag 1, da det er lettere at sammenligne 
eleverne når det er ud fra det samme grundlag. Tidshorisonten blev begrænset til 2 lektioner, da de ikke 
skulle alle tingene igennem, såsom at vurdere hinandens præsentationer. De skal dog lave en præsentation 
overfor mig som afrunding.  
Gruppen starter med at måle bigfoots længde og snakker meget tidligt i processen om at kigge på sine egne 
fodstørrelser i forhold til højden og opstille en model ud fra dette. Men til forskel fra alle andre grupper, så 
er de meget klare på, at deres model vil blive meget upræcis grundet at de kun er 4 personer. Modeller 
bliver bygget på baggrund af mange tusinde mennesker, bliver der flere gange sagt. Efter ca. 20 minutter 
har de målt deres fodstørrelser, skridtlængder samt benlængder. Der er ved disse målinger også tvivl vedr. 
hvordan man måler skridtlængden, men besluttes at måle fra fodspids til hælen. De plotter data ind for 
skridtlængde samt for fodlængden ind i den graf, som ses nedenfor.  
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Observationseleven er godt med i diskussionerne og bidrager så meget hun kan, men det er primært to 
andre elever som næsten dikterer hvad der skal laves. Hun virker dog som om at hun godt forstår hvad der 
foregår. Efter ca. 22 minutter kommer den første antagelse vedr. et forhold som de kan se ud fra deres 
egne målinger, nemlig at forholdet mellem benlængde og højde er ca. dobbelt op. De har tænkt sig at 
bruge deres model til at estimere bigfoots højde. De prøver at bruge forholdet mellem højde og benlængde 
på en af gruppens medlemmer, men det passer ikke med en faktor 2 men nærmere, 
Højde=benlængde*2.05. Nedenfor ses deres målinger. 
 
De overvejer hvordan de skal bruge de forskellige modeller for hhv. skridtlængde, benlængde og 
skostørrelse og efter ca. 30 min kommer de med et nyt forhold nemlig at Benlængde=skridtlængde*2.7. De 
kigger også på vedr. om der er et forhold med deres gennemsnit af benlængde ganget med højden og 
prøver at forfølge dette videre. Deres ide er at de vil benytte sammenhængen mellem skridtlængden og 
højden, ved hjælp af længden af deres benlængder. Problemet er bare at en i gruppen har en meget 
mindre skridtlængde ift. de andres, så modellen fejler med en fejlmargin på ca.4-5 cm. Overvejelsen 
kommer op med om de har lavet målingerne korrekt, men de bliver enige om at der er taget flere målinger 
af hver person af skridtlængder og taget gennemsnit af disse, så de må være korrekte nok. Ud fra denne 
model beregner de bigfoots højde til 3,57 meter og det kan de godt se ikke er korrekt. De overvejer også 
om bredden af foden har noget at sige, men kommer hurtigt væk fra dette. Til forskel fra de andre grupper i 
klassen så har denne gruppe ikke det samme fokus på at kigge på R kvadrat, men de har lavet lineære 
modeller. Efter ca. 45 minutter er de i fuld gang med at lave en præsentation, som de ligesom de andre 
grupper vælger at inddele efter modelleringscyklussen. Her viser observationseleven at hun har styr på de 
forskellige faser og også ved, hvad de indeholder. Til præsentationen fortæller de kort om deres 
observationer og måden at løse problemstillingen på. Det bærer dog meget tydeligt præg af at det specielt 
er to elever som har styret det meste. Observationseleven siger stort set ikke noget, men kommer kun med 
bemærkninger som de andre før har sagt. De starter med at fortælle om problemstillingen og viser hvordan 
man kan plotte deres målinger ind i et excelark og herefter hvordan man finder de ligninger som de har 
tænkt sig at benytte, til at finde den ukendte højde på bigfoot. I deres model indgår ikke benlængden idet 
de fandt ud af at der var en for stor fejlmargin behæftet med denne model. Den passede desuden kun på 2 
af gruppemedlemmerne og hvis man prøver at finde den ukendte højde fik de 3,57 meter. De kommer her 
ind på at usikkerheden vedr. kun at have et meget begrænset antal målinger, er en stort problem.  
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I deres problemløsning benytter de sig derfor af fodlængde VS højde og skridtlængde VS højde, som ses 
nedenfor 
 
De overvejer her ikke muligheden for at lave en samlet model, men giver i stedet 2 svar til opgaven. De ved 
dog godt at usikkerheden på deres model er stor igen ud fra de få målinger, som tydeligt kan ses fra deres 
R-kvadrant, se nedenfor 
 
Det er meget svært at sige hvad observationseleven har fået ud af denne aktivitet. Jeg har hørt hende 
snakke meget, men det var primært ting helt uden for kontekst. Når hun endeligt sagde noget, var det som 
regel afklarende spørgsmål eller kommentarer på noget som allerede var sagt. Jeg kan heller ikke drage en 
parallel til hendes interview, da hun ikke er blevet udstillet på samme måde som hun blev det i 
interviewdelen. Hun viser dog tegn på at hun faktisk forstår hvad de forskellige dele indebærer. 
Efter intervention 
I for interventionen blev eleverne introduceret til hele modelleringsbegrebet, samt fik de regnet opgaver 
således at de var i stand til at kunne kende forskel på de forskellige faser i modelleringscyklussen. Fælles for 
disse opgaver var at de kun krævede en omgang i cyklussen. Der er derfor lavet en opgave som kan ses i 
bilag A311, som går ud på at de kan benytte sig af den tidligere opgave om livrederen, men nu er der altså 
også en strøm i vandet der gør at personen som skal reddes ikke ligger stille, men bevæger sig med 
konstant hastighed i en lige linje ud fra det oprindelige punkt. For at besvare opgaven kræves det at man 
kører cyklussen igennem mindst 3 gange før man kan være tilfreds med resultatet. Ved 3 gennemgang er 
livreder og person ca. 2 meter fra hinanden og det antager jeg er tilfredsstillende. Opgaven er stillet for at 
identificere om eleverne helt forstår hvornår deres model er god nok, altså hvornår kan man med 
rimelighed sige at modellen OK. Opgaven omhandler de samme kompetencer som i for interventionen, 
men forskellen fra før, er at der her er tale om en iterativ proces. Dette skal forstås på den måde at de først 
bliver nød til at finde en rute ud til manden, for herefter at kunne finde den tid det tager, for herefter at 
kunne beregne hvor langt han er drevet ud fra startpositionen, i denne tid det tager at komme derud, for så 
  
Del 3, side 72 af 281 
igen at tage højde for dette i næste gennemkørsel. Jeg ved derfor på forhånd godt at ikke alle vil lykkes 
med opgaven, men som sagt så ligger fokus på at finde ud af hvornår man med rimelighed kan sige at 
modellen er god nok. I de første 20 minutter sidder eleverne og tænker meget grundigt over 
problemstillingen. For at høre deres tanker beslutter jeg mig for at lave en gruppe session hvor de i hver 
gruppe fremlægger deres tanker og syn på opgaven. I gruppe 1 hvor observationselev AM sidder, mener 
man at man kan opstille en funktion for livrederen og en funktion for manden som driver ud af. De to 
funktioner kan så sættes lig hinanden og man kan finde en fælles tid, som så er den tid det tager at komme 
ud til personen. Eleven AM siger intet og lader de andre i gruppen om snakken, så jeg kan ikke vurdere 
hvad hun har bidraget til.  Gruppe 2 mener at man skal gøre noget ved parameteren b i formlen, 
2 2( )
( )
bil båd
b L xx
g x
v v
 
  . Parameteren b er længden fra land og ud til manden, når han er 
stillestående og de vil gerne have lagt noget ekstra til denne, således at der bliver taget højde for at han 
driver ud af.  Gruppen går desværre kold efter et lille stykke tid så de kan ikke fuldføre deres ide. Dette er 
meget ærgerligt da deres ide er yderst brugbar. I gruppe 3 hvor observationselev M sidder, foreslår han at 
man bare kan bruge den gamle rute ud til punktet hvor han ville have ligget hvis han var stillestående og så 
bare tage båden derfra. Dog siger han det med et lille smil på læben da han godt er klar over at det ikke er 
den mest optimale rute. Dette er deres første tanker og vel egentlig fair nok efter kun ca. 30 minutter. 
Snakken går dog videre i denne gruppe og der kommer flere forslag på bordet, nemlig det med at tager den 
gamle formel for herefter at indsætte en ekstra parameter, som tager højde for at han bevæger sig udad. 
Ideen er ikke afprøvet og de ved ikke på dette tidspunkt hvordan man gør det. Gruppe 4 og 5 har ingen 
ideer hvordan de skal gribe problemstillingen an, hvorimod gruppe 6, hvor de dygtige har samlet sig 
kommer med den ide, at man på en eller anden måde skal indsætte en funktion som tager højde for 
bevægelsen af den nødstedte person. Deres præsentation af deres ide fortæller mig at de har helt styr på 
dette, og jeg er meget interesseret i et slutprodukt, da jeg ikke selv har løst opgaven på denne måde. Deres 
løsning består ikke i at gennemgå cyklussen flere gange, men i stedet kun en enkelt gang.  Efter den første 
lektion beslutter jeg mig for at give dem et hint som hedder at de ikke nødvendigvis behøver at kunne løse 
opgaven ud fra en gennemkørsel. Dette vækker en gnist i observationselev M, som siger følgende. ”Jamen 
når han er kommet ud til det gamle punkt, så er han jo ikke der alligevel, afstanden er ikke 2500meter men 
noget anden. så man laver den samme formel bare med nogle nye tal, så har du den samme trekant bare 
med nogle andre forhold, du skal bare ændre på distancerne indeni. Når du så har gjort det, så er han jo så 
røget endnu et stykke ud og så skal du starte forfra igen ”. Det sjove er at det bare flyver ud af munden på 
ham, som om at det var der da ingen problemer i. Resten af gruppen sidder også og undrer sig lidt, men kan 
godt følge hans ide, som de så prøver at gå videre med. 2 andre grupper overhører vores samtale og 
fornemmer min glæde ved det sagte, og forfølger herefter også denne løsning. Da der er gået 60 minutter 
sidder gruppe 6 med den svære løsningsmetode, samt grupperne 1,2,3 med løsningen der indebærer flere 
gennemkørsler. De sidste 30 minutter går for disse grupper på at lave beregninger i Mathcad og det lykkes 
for de 4 grupper at få et korrekt resultat. En gruppe med 3 gennemkørsler og 2 grupper hvor de har lavet 7 
gennemkørsler. Gruppe 6 som havde den lidt specielle løsning lykkes også og løsningen kan ses nedenfor  
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De har i funktionen indsat flydehastigheden som funktion af tiden og løser den altså herfra. Det ser ikke 
særligt svært ud som det står her, men de tænkte længe over om det nu kunne være en korrekt 
løsningsmetode. Det viser mig at denne gruppe som kun består af dygtige elever kan nå virkelig langt også 
når det gælder modellering. Der var ingen andre gruppe som ellers kunne komme i mål med denne løsning. 
Så derfor kan jeg heller ikke her genkende det teoribillede som siger at de stærke elever kan opleve 
svagheder i en modelleringkompetence. Observationseleven AM, viste i denne modelleringopgave ingen 
tegn på at hun syntes at modellering var interessant, da det var meget lidt jeg hørte til hende. Derimod må 
det siges at elev M, virkelig kom på banen og det var en sand fornøjelse at opleve. Det er svært at sige 
præcist hvad der her er sket, men det kunne være en indikation af at dels modelleringsforløbet samt RME 
fra Gravenmeijer&Doorman (1999) har haft en indvirkning på ham. Hvis man tænker Freudenthal (1991), så 
er det som om at hans viden pludselig er gået fra ingenting til sund fornuft 
Elevrefleksionsskema og spørgeskema vedr. elevens syn på matematik  
For at få en ide om hvad eleverne havde fået ud af interventionen, blev der lige efter interventionen uddelt 
et spørgeskema, hvor de skulle tænke over deres udbytte, se bilag A312. Der er her fokuseret på de to 
observationselever og man kan ud fra nedenstående skema kan se deres besvarelse til spørgsmålene.   
Spørgsmål/Observationselev M AM 
1 Forhold Ligninger/lineære funktioner 
2 En hel del(Ikke yderligere begrundet) Det meste: Foretrækker ikke at 
anvende begreber jeg ikke selv 
forstår 
3 Det var lidt besværligt Forholdsvis godt 
4 Værd mere åben for ideer At alle udtrykker sig mere 
5 Ja en smule  Lidt 
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I første spørgsmål er de ikke helt enige vedr. hvilke begreber og kompetencer det kræves for at løse 
problemet. Man kan ikke sige at nogen af dem tager fejl, men det viser måske lidt om hvor deres fokus 
ligger. Ift. min observation ville jeg have troet at det var direkte omvendt, idet gruppen med AM, var 
ekstremt fokuseret på forhold og hele tiden talte om disse. Derimod hørte jeg ikke forhold nævnt så mange 
gange hos gruppen med M’s gruppe. Spørgsmål to har elev M ikke besvaret, men mener dog at han forstår 
en hel del af de begreber som anvendes mens elev AM forstår det meste, men ikke foretrækker at bruge 
begreber hun ikke selv forstår. Dette er forståeligt nok, men det besvarer ikke om hun selv syntes at de 
brugte begreber blev forstået korrekt. Spørgsmål tre bekræfter mine egne observationer og specielt elev 
M, mener at samarbejdet var besværligt. Det var tydeligt at samarbejdet ikke fungerede her og han var en 
af dem der virkede irriterede over dette og diagnoseeleven gjorde heller ikke tingene bedre og trak måske 
tingene lidt ned ift. deres løsning. Hos AM fungerede tingene fint, syntes jeg også jeg fornemmede. I 
spørgsmål fire uddyber de begge hvordan samarbejdet kunne gøres bedre. Elev M mener ikke at han bliver 
hørt nok og dette svarer også til mine egne observationer. Han kommer med en del tanker b.la mht. 
forhold som de senere ender ud med at opstille. Han ender derfor alligevel med at blive hørt, men de andre 
har nok glemt at det oprindeligt var ham som kom med ideen. Elev AM skriver at alle skal udtrykke sig mere 
hvilket, på ingen måde hænger sammen med hendes egen indsats. De mener begge i spørgsmål fem at 
aktiviteten har ændret deres måde at tænke matematik. Jeg tænker dog at besvarelse som lidt og ja en 
smule, ikke bevirker den store forandring. 
Som det sidste i dette forløb om modellering, er der rundet af med at give dem samme spørgeskema igen 
vedr. deres syn på matematik, se bilag A34, for at se om der er sket en forandring, vedr. deres 
modellørtyper samt deres syn på matematikken. Resultaterne kan ses nedenfor og indeholder en 
sammenligning af før og efter svar. Der er til start kigget på svarene på klassebasis og rundet af med at 
kigge på de to observationselever med før og efter besvarelse. Hvis man kigger på modellørtyper, så kan 
man ud fra nedenstående grafer hvor øverste graf er før interventionen og nederste er efter 
interventionen, overhovedet ikke se nogen forandring. Eneste lille forandring er ved spørgsmålene vedr. 
matematik fjern, hvor flere elever nu ligger i midten. Så ud fra dette må man sige at hele forløbet, ikke har 
ændret på deres syn vedr. deres modellørtype. Det er dog positivt at så mange har en tendens imod den 
reflekterende modellør og så mange ikke ser ud til at være uinteresserede modellører. 
 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Virkelighedsfjern 
Reflekterende 
Matematikfjern 
 
Uinteresseret 
  
Del 3, side 75 af 281 
 
Hvis man kigger på elevernes forestillinger på nedenstående grafer fra før interventionen og efter 
interventionen, så er samme tendens gældende, igen stort set ingen forskel.  
 
Den lille glædelige forskel er at Regidskema er rykket længere ned. Dette vil sige at nogen er blevet mere 
bevidst om at det virkelig er nødvendigt at forstå tingene i stedet for bare at slå tingene op. Der er også et 
lille fremskridt at spore mht. anvendelsen som er steget fra 7 til 8, hvilket også er glædeligt.     
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Med hensyn til de to observationselever, så kan man ikke ud fra bilag A313 ikke se nogen klar tendens. 
Noget af spørgsmålene har de svaret det samme og noget andre lidt anderledes. Alt i alt så har de svaret 
som vinden har blæst den dag og det er umuligt at drage nogle konklusioner ud fra dette.  
Har interventionen hjulpet 
Igennem hele forløbet har der været fokus på modelleringskompetencen. Under dette begreb gemmer der 
sig et hav af forskellige ting, forstået på den måde at eks. problemløsningskompetencen gemmer på stort 
set alt matematik. Det blev herefter hurtigt konstateret i interviewet at det specielt var problemløsningen 
som var det største problem for de udvalgte elever, dog var både præmatematiseringen og valideringen 
også snublesten, som det også sås i detektionstesten. Problemløsningskompetencen som her er det største 
problem er svært at koge ned til en specifik ting, da den for de udvalgte elever viste sig at have massive 
rødder meget langt tilbage, til den mest enkle matematik. For at finde ud af hvordan eleverne syntes om 
modellering og deres syn på matematik helt generelt er der lavet spørgeskemaer før og efter 
interventionen. Disse skemaer viser ikke nogen nævneværdig forskel dels for klassen og heller ikke for de to 
observationselever. Så svaret til Kaiser&Maas(2007) hvor meget kan elevernes matematiske forestillinger 
ændres når modelleringsproblemer inkluderes i den daglige matematik undervisning  ”INTET”. Resultatet er 
dog ikke så underligt, da forundersøgelsen viste et forholdsvist pænt billede af begge ting. Interventionen 
viste en del spændende ting, dels på klassebasis og for de to elever. Klassen viste at de var interesseret i 
måden at lave modellering på i form af MEA hvor selv de svageste elever bidrog til løsningen. Man kan sige 
at der var rum til alle her. Observationseleverne, var også godt med, da begge to synes at have styr på hvad 
de forskellige dele indeholder i modelleringscyklussen. Men det er specielt M som virkelig skiller sig ud, idet 
han specielt efter intervention viser at han har taget et stort skridt i den rigtige retning. Her gennemskuer 
han er meget svær problemstilling, som indebærer at han er i stand til at se, at løsningen ikke kan findes 
ved en enkelt kørsel i modelleringscyklussen. Jeg stod næsten måbende som tilskuer og havde ikke på 
nogen måde forventet dette af ham. Dette må siges at være et kæmpe fremskridt hvis man sammenligner 
med hans interview, hvor han ikke var i stand til at gennemskue et simpelt lineært sammenhæng og så gå 
til at gennemskue problemet, som var det næsten bare sund fornuft for ham. 
På baggrund af dette må det siges at interventionen har hjulpet specielt for M. Hvad der ligger til grund for 
dette skal nok finde flere steder. Dels er der i et længere forløb blevet trænet i kompetencerne og dels er 
han blevet mere sikker på sig selv og bekræftet i gruppen, specielt ved interventionen MEA. 
Undervisningen har ved forløbet været anderledes og netop dette gør jo i sig selv en forskel, forandring 
fryder. Der blev ikke ved interventionen MEA krævet de store matematiske kundskaber, til at man kan sige 
at eleven har genopfundet matematik, men idet at problemstillingen var realistisk, kan dette have været 
den direkte hjælp til forståelse for ham, som også flere kilder peger på.     
Helsingør Gymnasium 
Som følge af diagnosefasen er der blevet arbejdet med flere forskellige former for 
klasserumsinterventioner, der alle nedenfor præsenteres. I alle interventioner var det et krav, at eleverne 
kun måtte bruge noget, som vi enten havde lært tidligere, eller som de selv udtænkte. De skulle med tanke 
på Freudenthal bruge deres sunde fornuft og måtte ikke blot læse sig til den for løsningen af en given 
opgave nødvendige viden. 
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Intervention 1: Løsning af opgaver fra detektionstest 3 i fællesskab 
Denne intervention kan betragtes som en opvarmning til den følgende intervention og bestod blot af en 
samtale og debat med klassen om enkelte spørgsmål fra detektionstesten med det formål, at eleverne fik 
samlet op på opgaverne fra detektionstesten foruden at få fastlagt den model for matematisk modellering, 
som vi ville anvende fremover. Dette skete særligt ved den lille debat, som blev initieret af opgaven, der ses 
på bilag C36. Vi nåede i modulet at tale om de første seks spørgsmål, og særligt i forbindelse med opgave 5, 
der var genstand for førnævnte debat, blev der fokuseret på modelleringens delprocesser. I dette arbejde 
fandt eleverne selv frem til, at der faktisk var forskel på opgave 3 og 5, idet de under debatten 
konkluderede, at forskellen blandt andet bestod i en langt større præmatematisering i opgave 5, end der er 
i opgave 3 (om nogen), medens opgave 3 i modsætning til opgave 5 ikke byder på nogen form for 
validering. Således endte dette modul med en opsamling og præsentation af modellen for matematisk 
modellering som defineret i Niss (2010). 
Intervention 2: Arbejde med opgave om matematisk modellering (EM1) 
I dette arbejde fik eleverne stillet opgaven, der kan ses i bilag C37. Opgaven bestod af fire delopgaver, hvor 
hensigten med den første delopgave blot var, at eleverne ved at beskrive delprocesserne i matematisk 
modellering i eget sprog skulle få disse lidt mere ind under huden, så processerne blev mere integreret som 
begreb, således at det blev klarere, hvad de skulle foretage sig i forbindelse med det efterfølgende arbejde. 
Der gik cirka en time med dette arbejde. 
I anden delopgave skulle eleverne via arbejdet gerne komme ind på begrebet vektorfunktioner, som var et 
nyt begreb for dem. Hensigten med opgaven var, at eleverne under arbejdet ville danne sig en model-af en 
retlinjet bevægelse under anvendelse af vektorfunktioner i henhold til Gravemeijer (2007), og i den næste 
delopgave skulle eleverne så på ny opstille en vektorfunktion, men denne gang for en roterende 
bevægelse. Tanken var jo så, at elevene i nogen grad havde taget vektorfunktionsbegrebet til sig, så denne 
opgave ville gå lidt lettere end den første formodedes at gøre. Endelig skulle eleverne i den sidste 
delopgave så kombinere den retlinede og roterende bevægelse, og her var det så håbet, at begrebet om 
vektorfunktion blev til en model-for visse typer af bevægelse.  
Bemærk, at den sidste delopgave ikke kan løses uden, at man kender lidt til differentialkvotienter, hvilket 
også er ukendt begreb for klassen, så mellem de to sidste delopgaver i dette arbejde, blev indlagt et 
tværfagligt projekt mellem matematik og fysik, der omhandlede det skrå kast (se næste afsnit), hvilket dels 
fordrer endnu mere brug af vektorfunktioner, således at begrebet i højere grad bliver reificeret i henhold til 
Sfard, og derforuden infinitesimalregning i form af både arealberegning og differentialkvotienter. Der er 
dog ikke fokus på arealberegning i dette projekt - de Riemannsummer, som elevernes forventes at opstille 
som approksimation for de arealer, der skal benyttes til at bestemmes (t,s)-kurven i forbindelse med det 
skrå kast, betragtes blot som en bonus for det videre arbejde med klassen .  
Afslutningsvis skal det betones, at både denne intervention og den følgende i høj grad gør brug af 
registerskift med henblik på at styrke elevernes forståelse ifølge Duval, at løsningen af den sidste delopgave 
i nærværende intervention også kræver forståelse af det skrå kast, idet klodsen, der forlader skiven, jo vil 
bevæge sig under indflydelse af tyngdekraften - de to opgaver er altså i dén grad sammenfiltrede -, og at 
det forhold, at opgaven er lidt mere virkelighedsnær og således skal bruges af andre, vil øge elevernes 
motivation som beskrevet i litteraturen. 
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Under elevernes arbejde med opgaven har jeg gjort følgende generelle betragtninger og observationer, se 
bilag C38 for et eksempel på det procespapir, som én af grupperne fremstillede under arbejdet: Til at 
begynde med var der et par grupper, som udtalte følgende: ”Hvis man nu lod kameraet køre med eller bare 
filmede hele bevægelsen på en gang, så kameraet slet ikke skulle bevæge sig, så var det meget lettere.”. 
Hertil var svaret selvfølgelig, at de skulle sondre mellem at løse opgaven, der var stillet af den pågældende 
bod, og som var defineret i opgaveteksten (om end løseligt), og selv definere en (anden) opgave. 
Herefter tog de fleste grupper udgangspunkt i en lodret linje, og eleverne skulle vejledes til at gå fra denne 
til et mere generelt tilfælde, idet dette da også kunne modellere det specifikke lodrette, medens det 
omvendte ikke var tilfældet. Dette skete ved, at eleverne blev spurgt, om vi vidste, at slutpunktet for 
bevægelsen faktisk lå midt i dåserne, hvilket de var med på, ikke nødvendigvis var tilfældet. Det lå 
naturligvis lidt tungere med udgangspunktet for bevægelsen, som jo ikke nødvendigvis i praksis vil variere 
så meget endda, (det er jo mere, hvad der sker, inden projektilet har sluppet slangebøssen), men med lidt 
insisteren blev der i alle grupper tegnet en vilkårlig ret linje som udtryk for bevægelsen set oppe fra. 
Herefter var det i alle grupper foruden én blot et spørgsmål om at indtegne et tilfældigt punkt på linjen og 
gentage spørgsmålet ”Hvordan finder vi nu punktets koordinater?”. En enkelt gruppe var ret stædig i 
forhold til at bruge en funktion og var svær at overbevise om, at det ikke var nok blot at kende linjen via 
dens forskrift – det var også nødvendigt at inddrage tiden, men ellers gik det med lidt ledende spørgsmål 
fint med at få grupperne til at opstille en passende vektorsum for den stedvektor, vi var interesseret i. 
Herefter blev der indtegnet et nyt punkt og spurgt til vektorsummen, og dette fortsatte så til en eller flere 
af gruppemedlemmerne om faktoren til linjens retningsvektor ytrede noget i stil med: ”Skriv nu bare k – det 
kan jo være alle mulige tal”, se billedet nedenfor. 
 
For yderligere at støtte elevernes opfattelse, af at de kan komme langt med deres sunde fornuft, blev der 
stillet spørgsmål i stil med: ”Nu har vi udviklet et begreb, som er lidt ligesom en funktion, men vi bruger 
vektorer, så begrebet kalder vi selvfølgelig for hvad?”. ”En vektorfunktion”, lød svaret, og om 
retningsvektoren: ”Denne vektor, hvad gør den?”, hvortil der svares: ”Den fortæller noget om vinklen eller 
retningen.”. ”Rigtigt, den giver retningen, så hvad kalder vi sådan en vektor?”. ”En retningsvektor?”. ”Yes 
.” 
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Afslutningsvis blev vi enige om, at det trods vores anstrengelser ikke er tilstrækkeligt, at vi kender 
vektorens koordinater, for vi har behov for at kende dem i afhængighed af tiden, og med denne erkendelse 
blev eleverne igen overladt til sig selv i deres grupper, hvor de sagde noget i stil med: ”Hvis vi nu lader 
vektoren her være strækningen, som vi har på et sekund, og så lader ”k” være tiden, så passer det.”, eller: 
”Hvis vi kan få tiden til at indgå i den skalar, vi har her (altså k), så kan vi måske klare det?”. Springet fra den 
rette linje givet af en vektorfunktion til en banekurve i afhængighed at tiden var svært for fire af de seks 
grupper – der skulle således meget hjælp og mange ledende spørgsmål til, før den endelig kom på plads. 
Grupperne fik herefter tid til at få alle i grupperne med og at skrive deres besvarelse til denne del af 
opgaven, så begrebet blev lidt mere klart, da dette ville gøre det videre arbejde lettere, sådan som teorien 
foreskriver. Vi samlede op, bemærkede at opgaven ikke lagde op til den fulde modelleringscyklus og gik 
derefter videre til næste opgave. Vi brugte cirka halvanden modul á halvanden time til denne del af 
opgaven. 
Arbejdet med opgaven med roulettehjulet forløb heldigvis som forventet noget lettere, nu eleverne havde 
fået fornemmelsen for vektorfunktioner med videre. Således var der ingen problemer med at opstille 
koordinatsystem med en cirkel og placere en vilkårlig valgt stedvektor til cirkelperiferien. Det kneb lidt 
mere med at finde på en sum af vektorer, der så kunne give stedvektoren til et vilkårligt punkt på 
cirkelperiferien, men med henvisning til særlige punkter kom eleverne i tanke om cirklens centrum, og med 
en påmindelse om altid at tegne linjer og danne figurer, når man skal løse et geometrisk problem, dukkede 
en retvinklet trekant op, så eleverne var klar til resten. Vinkelhastigheden udgjorde (selvfølgelig) en 
vanskelighed, der lige skulle overvindes, men hele forløbet tog ikke meget mere end et halvt modul. 
Endelig var vi fremme ved den sidste opgave, som jo kombinerer de to forrige såvel som opgaven om det 
skrå kast, der således skulle løses først, hvorfor det på dette tidspunkt i forløbet blot handlede om at få 
eleverne til at forstå opgaveteksten, og så var det håbet, at de med de værktøjer, de allerede havde tilegnet 
sig, og de værktøjer, de skulle til at tilegne sig, kunne begynde på modelleringen, når vi senere vendte 
tilbage til opgaven. 
Som beskrevet tidligere, begyndte vi herefter på det tværfaglige projekt om det skrå kast, for siden at 
vende tilbage til denne opgave. Der er således foregået en del anden aktivitet, inden vi vendte tilbage til 
opgaven, som skal munde ud i en temarapport om modellering. I bilag C39 ses det arbejdspapir, som netop 
N’s og Q’s gruppe14 udarbejdede, og et studie af dette vil afsløre, at gruppen (men dermed ikke 
nødvendigvis Q og N) har fået godt fat i emnet . Det er værd at bemærke, at gruppen straks tog fat på en 
vektorfunktion med henblik på at blive i stand til at tegne banekurven, så jeg tillader mig at konstatere, at 
vektorfunktioner som begreb nu er en del af elevernes repertoire, medens det helt naturligt ligger lidt 
tungere med differentialkvotienterne, som vi jo ikke har arbejdet så meget med endda. Det er også 
glædeligt, at et af de første ord, som blev udtalt i grupperne, efter de påbegyndte arbejdet, var 
præmatematisering , men som det fremgår senere i rapporten, var der desværre vanskeligheder med 
grundlæggende trigonometri, og det (relativt) korte forløb har ikke givet os tid til at behandle begrebet 
grænseværdier, som det fortjener, så differentialkvotienten kaldes pt. ”lim-funktionen”, og rent praktisk 
                                                          
14 Der har desværre været en del problemer af social karakter i klassen, hvilket har nødvendiggjort 
sammensætningen af nye grupper, hvorfor de grupper, der fremgår af opgaveoplægget, ikke længere var 
gældende. 
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har der været en del kvaler med at få tegnet grafen og beregnet differentialkvotienterne, som følge af 
eleverne manglende rutine i brug af Maple inden for dette område, hvilket dog ikke skal kommenteres 
yderligere her. Efter vektorfunktion for banekurven var klar, blev koordinatfunktionerne differentieret, så 
hastighedsvektoren som funktion af tiden herved blev kendt. Således opstillede eleverne en ligning for 
banekurven, efter klodsen havde forladt skiven, i form af en ret linje, hvor hældningen netop blev udtrykt 
ved hjælp af hastighedsvektoren, idet klodsen blev betragtet oppe fra, og med denne kunne de opstille en 
ligning, som da gav dem tidspunktet for hvornår, klodsen skulle frigives. Desværre bød løsningen af denne 
ligning også på en del besværligheder i Maple.  Se afsnittet Evaluering af tiltag for yderligere detaljer for så 
vidt angår resultatet af gruppens anstrengelser. 
Det er vurderingen, at de fleste elever har genopdaget vektorfunktioner, og umiddelbart synes resultatet at 
være godt, men det har som vanligt taget lang tid at arbejde på denne måde – spørgsmålet er derfor, om 
eleverne rent faktisk har fået dannet et mere korrekt begrebsbillede, end vanligt i forhold til en mere 
ordinær undervisning, og om de er i stand til at bevare dette billede og anvende begrebet i en given 
kontekst over tid. Det vil vise sig ved eksamen .  
Intervention 3: Arbejde med opgave om kinematik (EM2) 
I dette arbejde fik eleverne stillet den med fysik tværfaglige opgave, der kan ses i bilag C310. Opgaven 
bestod af tre aktiviteter, hvor den første omhandlede bevægelse med konstant fart, den anden bevægelse 
med konstant acceleration og den tredje bevægelse med varierende acceleration, og som anbefalet af 
blandt andet Gravemeijer & Doorman (1999) benyttedes diskrete data og grafer indledningsvist. I 
opgaveoplægget indgik en tidsplan, som, viste det sig, desværre ikke holdt - dels pga. skemaændringer og 
dels som følge af de tidligere nævnte problemer af social karakter, hvilke fordrede tid, som blev taget fra 
matematiktimerne. 
Formålet med opgaven var dels, at eleverne skulle arbejde med matematisk modellering for at styrke deres 
modelleringskompetence, dels at de skulle genopfinde infinitesimalregningen, og endelig var der det 
formål, at de skulle blive bedre til at lave en transfer af viden mellem de to fag. Baggrunden for sidstnævnte 
er den erkendelse, at en elev, der ellers klarer sig rimeligt i matematik, og som ser ud til at have styr på 
funktionslæren, ikke altid kan overføre denne viden, når den skal aktiveres i fysik. 
Aktivitet 1 blev indledt med fysik, hvor eleverne skulle beskrive en bevægelse med konstant fart samt 
udtænke og gennemføre et eksperiment med denne type bevægelse. Èn gruppe arbejdede således med at 
trække et objekt med en konstant kraft svarende til friktionskraften, hvilket blev målt med et 
dynamometer, medens bevægelsen blev filmet, således at tiden blev registreret, en anden gruppe 
skubbede et objekt efter bedste evne, en tredje gruppe trak et lod over en trisse, og en fjerde gruppe 
opmålte en strækning og lod en bold trille langs denne, medens tid og sted blev registreret. For alle 
eksperimenterne gjaldt selvfølgelig, at der var en del usikkerheder. 
I den efterfølgende matematiktime skulle de indhentede data så benyttes til at udarbejde de forskellige 
grafer, som opgaven lægger op til, se bilag C311 for et eksempel på en besvarelse, som er udarbejdet af N’s 
gruppe. Umiddelbart var der ikke de store problemer i denne del af opgaven, endskønt besvarelserne jo 
ikke er perfekte, og der blev afsluttet med en samtale om de forskellige grafer, som finder anvendelse i 
relation med kinematik. 
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Aktivitet 2 blev initieret med at vise graferne, som er at finde på bilag C312. Som det fremgår, er der tale 
om en bevægelse med kontant acceleration, hvilket da også klassen øjeblikkeligt gennemskuede, og de blev 
efterfølgende sat til at få udarbejdet en detaljeret øvelsesvejledning baseret på den meget overordnede 
ditto, der udgør sidste side i Opgave om kinematik. Som sådan gik alle på med krum hals og tog alle de 
materialer, som skulle anvendes til øvelsen, og som var medbragt i klasselokalet i et enkelt eksemplar, 
nærmere i øjesyn, men desværre slog nogle af eleverne termen tempograf, som de jo ikke kendte, op på 
nettet, og derved fik de jo adgang til en udførlig øvelsesvejledning - de havde altså glemt, at de kun måtte 
bruge deres sunde fornuft. Heldigvis (!) var den fundne øvelsesvejledning fejlbehæftet og mangelfuld, og 
den forklarede ikke, hvorledes tempografen faktisk virkede, hvorfor frontallapperne alligevel blev aktiveret 
- dog primært i forhold til fysiske forhold. 
Efter matematiktimen var klassen klar, og i den følgende fysiktime forløb gennemførelsen af fysikøvelsen 
let og ubesværet, hvilket gav en del tid til at behandle data (dvs. timerstrimlen) allerede dér, men ak, så løb 
klassen ind i svære problemer. Hele det følgende modul i matematik gik således med ikke helt at få styr på 
data og grafer - det tog for eksempel meget lang tid at få opmålt timerstrimlen, og selv da dette var på 
plads, gik det trevent med at få tegnet de nødvendige grafer. Banekurven udgjorde ingen problemer (det er 
jo blot timerstrimlen…), og strækningen i tidsintervallerne samt strækningen som funktion af tiden gik det 
også rimeligt med at få udarbejdet, men ved overgangen til farten var samtlige grupper meget rådvilde - 
det var klart, at det var uklart for eleverne, hvad der lå i øvelsens formål i relation til de dér nævnte 
kinematiske sammenhænge, så de vidste ikke, hvad de skulle arbejde hen imod. I slutningen af modulet lød 
det fra én af eleverne, da jeg spurgte ind til det: ”Vi har ikke rigtig haft undervisning, så vi ved ikke, hvad vi 
skal.”. Dette afstedkom naturligvis en lille snak om, hvad undervisning også er, men dette upåagtet er det 
jo et udtryk for, at eleverne ikke har haft det nødvendige overblik, og ikke har taget deres ”model-af” i 
relation til de forskellige grafer videre med sig fra aktivitet 1, hvorfor næste modul begyndte med en 
præcisering (og afkortning som følge af de nedenfor beskrevne forhold) af opgaven, idet opgaveteksten i 
aktivitet 2 blev ændret til den i bilag C313 viste. Det er tydeligt, at den guidede genopdagelse af 
matematikken, som Gravemeijer & Doorman (1999) taler så varmt for, skal tages alvorligt, og efter 
præciseringen arbejdede eleverne da også mere målrettet end tidligere. Modulet blev afsluttet med en 
samtale, der havde fokus på aktivitet 2 d), så eleverne havde en realistisk mulighed for at blive færdige med 
opgaven til det følgende modul. Essensen af samtalen, hvor eleverne bød ind med svar på min mange 
spørgsmål undervejs, ses på billedet nedenfor. 
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Det netop beskrevne modul blev som følge af de føromtalte skemaændringer afkortet en del, og det næste 
modul blev brugt til andre formål end lige netop matematik. Således var der kun et modul til at tage fat på 
aktivitet 3, som var målet med det hele, nemlig en fuld modellering af et skråt kast, hvor dels alle 
modelleringens faser skulle bringes i spil, hvor vektorfunktionerne igen skulle på banen, og 
infinitesimalregningen skulle introduceres. Det skal ganske kort nævnes, at den fysikøvelse, som 
modelleringen af det skrå kast skulle lægge op til, handlede om, at eleverne efter opmåling af 
begyndelseshastighed for kastekanonen og placeringen af et givent mål for skuddet i forhold til kanonen fik 
ét skud til at ramme målet - det var altså essentielt, at modellen var på plads.  
Modulet begyndte med at høre ind til hvorledes, det var gået med den sidste del af aktivitet 2, se som sagt 
bilag C311, og så gik vi endelig over til aktivitet 3, der selvfølgelig begyndte med en præmatematisering 
efter forslag fra klassen . Præmatematiseringen, som jeg af hensyn til den fremskredne tid valgte at gøre i 
fællesskab, bød på mange gode bud i forhold til at gøre amøben, som vi kaldte den virkelige verden, 
matematiserbar, se billedet herunder. 
 
 
 
 
 
 
Vi konkluderede på basis af denne diskussion, at vi så bort fra luftmodstand, Jordens rotation med videre, 
kastede i en vinkel med vandret på α og med en begyndelsesfart på v0, samt at origo skulle befinde sig i det 
punkt, hvor bolden netop forlod hånden, ligesom længden af kastet blev defineret ved den x-værdi, som vi 
måtte have, når bolden atter ramte x-aksen. 
I det videre arbejde herfra indså flere af grupperne hurtigt, at vi skulle bruge vektorfunktioner, og at 
bevægelsen i x-retningen var en bevægelse med konstant fart, medens bevægelsen i y-retningen var en 
bevægelse med konstant acceleration. Således nåede vi lige at komme frem til vektorfunktionen for 
banekurven, hvorfor det var forventningen, at eleverne efterfølgende kunne komme igennem fysikøvelsen, 
der imidlertid fik et lidt andet forløb end forventet, da eleverne uvist af hvilken grund blev præsenteret for 
en anden forsøgsvejledning end den netop beskrevne. Da vi tidsmæssigt var i bekneb, blev denne praktiske 
del af projektet desværre ikke yderligere genstand for undervisningen. 
Som det fremgår, holdt tidsplanen desværre ikke, og nu nærmer tiden for aflevering af nærværende 
rapport sig med raske skridt. Derfor skitseres her blot ganske kort de resterende moduler, som har været 
gennemført frem til afleveringen. Der er anvendt tre moduler på at få modelleringen af det skrå kast helt 
på plads, i første modul kom alle grupperne ved vejledning frem til både maksimal kastevidde og 
kastehøjden, begge som funktion af begyndelsesfarten, og klassen fik som lektie til næste modul udover 
afrapporteringen af dette at få tegnet banekurven og (t,v)-grafen, der jo kan bestemmes ved længden af 
hastighedsvektoren, som således skulle opstilles. Med dette udgangspunkt fik grupperne i det 
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efterfølgende modul ved hjælp af sekanter approksimeret (a,t)-grafen, og i det sidste af de tre moduler fik 
de ved hjælp af arealer approksimeret (t,s)-graferne, se arbejdspapirer fra Q’s og N’s gruppe i bilag C314, 
hvoraf det fremgår gruppen har fået godt fat i det - faktisk indførte de som den eneste af grupperne i 
klassen i forbindelse med bestemmelsen af arealet summationstegnet, hvilket vi ellers havde arbejdet med 
tidligere, hvorfor det var en kendt operator. Bemærk at vi i det følgende arbejde blev ved med at bruge 
grænseværdien for Δt gående for 0 af differenskvotienten som udtryk for hældningen, idet det er tesen, at 
dette vil være med til at fastholde elevernes billede af en sekant, der overgår til en tangent. Vi vil da senere, 
når vi skal videre med differentialregningen, tage fat på at bestemme de forskellige funktioners 
differentialkvotienter. 
Det var nu tydeligt, at en del af eleverne havde fået nok af at genopdage matematikken - en del elever var 
meget opgivende og glædede sig tydeligvis til at komme tilbage til ”normal undervisning igen”, som de 
sagde. Selvom eleverne helt sikkert har fået et tydeligt billede af, at matematikken ikke bare kommer af sig 
selv, men at der skal arbejdes en del med den, er det værd at notere sig, at der opstod en relativ stor 
modstand mod denne arbejdsform, hvilket jeg umiddelbart ser som et udtryk for, at opgaven har været for 
omfangsrig for nogle af eleverne, der ikke bare tæller svage elever, men også stærke. Som én af 
sidstnævnte udtrykte: ”Hvornår kommer vi tilbage til EFA’erne? Man lærer bare så meget af dem.”, og jeg 
må jo give eleven ret, for EM er ikke den mest tidsøkonomiske undervisningsform, men heldigvis er der selv 
blandt fortalerne jo en vished om, at man ikke skal anvende den i alle anliggender, og min forhåbning er 
blot, at eleverne bliver mere bevidste om den proces, der ligger bag udviklingen af matematikken, hvilken 
jeg dog også tilstræber i den ordinære, EFA-baserede undervisning, men hvor det jo sker med langt mere 
støtte og med flere vejledende spørgsmål, hvorfor man hurtigere kommer frem til målet, og det kan jo 
netop være en ansporing i sig selv - er der tværtimod mange forhindringer, er der risiko for, at man mister 
motivationen, og dét er jo ikke hensigten.  
Når jeg ser det som vigtigt, at eleverne bliver bevidste om den ofte lange og besværlige udviklingsproces, 
der foregår i matematik, skyldes det, at nogle elever opfatter matematikken som uforståelig, hvis de blot 
ser resultatet af en lang proces kondenseret ned til kortest mulige form, hvilket så netop kan virke 
demotiverende på nogle elever. Som skitseret i foregående afsnit er der dog risiko for, at den gruppe af 
elever, som blev så opgivende, vil have udviklet en modstand mod matematik i det hele taget - det bliver 
således spændende at se, hvorledes de vil besvare spørgeskemaet næste gang. 
Herefter gik de to følgende moduler med at færdiggøre opgaven om matematisk modellering som et 
gruppearbejde i de nye grupper som rapporteret i forrige afsnit. Arbejdet blev afsluttet derved, at den 
gruppe, hvori N og Q var medlemmer, skulle fremlægge deres besvarelse af opgaven, hvilket afrapporteres 
i det følgende afsnit. 
Evaluering af tiltag 
Med henblik på at gennemføre en måling af hvorvidt arbejdet havde haft en positiv effekt på de to 
fokuselever, blev N og Q bedt om at fremlægge deres gruppes besvarelse af den sidste modelleringsopgave 
fra Opgave om matematisk modellering, bilag C37. Det var planen, at fremlæggelsen skulle videofilmes, om 
ikke andet så for at arbejde med en anden form for evaluering, end vi har anvendt tidligere, men dette lod 
sig ikke gennemføre, da eleverne følte sig udstillet. Følgelig måtte jeg nøjes med at optage lyden og tage 
billeder af tavlen efter endt fremlægning, se billedet nedenfor, der viser tavlen, efter Q havde fremlagt 
gruppens arbejde. 
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Det bemærkes, at Q lagde ud med at redegøre for de valg, som gruppen under præmatematiseringen 
havde truffet med hensyn til omløbsretning, vinkelhastighed og radius for skiven samt hastighed for skivens 
centrum, hvorefter der blev redegjort for matematiseringen, idet der sikkert blev lagt ud med at tegne en 
vektorsum, og vektorfunktionen for den retlinede og den roterende bevægelse blev opstillet. Inden 
vektorfunktionen for den samlede bevægelse blev præsenteret, brød jeg ind med et spørgsmål om, 
hvorvidt vi ikke kunne simplificere udtrykket for den anvendte vinkel θ(t), hvad gruppen faktisk havde gjort 
i deres arbejde, som det fremgår af arbejdspapiret, bilag C39. Q var ikke i stand til at redegøre for det, og 
da jeg spurgte N, gik det heller ikke. Gruppen kunne så supplere, og endelig blev den på ovenstående 
billede viste vektorfunktion for den samlede bevægelse angivet. Banekurven fremstod korrekt, når den blev 
tegnet i Maple. 
Umiddelbart virkede det som om, at Q havde tilegnet sig det nye begreb vektorfunktioner og noget 
lignende gælder de to faser, som Q bevægede sig i under fremlægningen, men problemerne i forhold til 
den føromtalte vinkel giver jo alligevel et skår i glæden, og når nu gruppen faktisk ikke havde arbejdet med 
vinklen θ(t) men vinklen ϕ (begge vinkler kan ses på ovenstående bilelde), efterlades man med det indtryk, 
at der i nogen grad var tale om udenadslære. 
Herefter var det N’s tur, og hverken det videre arbejde med opgaven eller faserne i matematisk 
modellering blev præsenteret - der kom ganske enkelt intet . 
Som afslutning på forløbet og som en del af evalueringen af den gennemførte tiltag blev elevernes udsat 
for endnu et spørgeskema, idet det jo ville være interessant at se, om arbejdet har flyttet elevernes 
holdning til matematisk modellering, hvad enten de måtte være blevet mere positive eller negative. Som 
antydet tidligere blev spørgeskemaet modificeret en smule, således at der blev mere fokus på motivationen 
og selvtilfredshedsaspektet, se spørgsmålene 38-45 i bilag C315. Spørgeskemaet blev også denne gang 
udleveret således, at spørgsmålsrækkefølgen blev byttet om, og optællingen ses i bilag C316, på basis af 
hvilken nedenstående boksplots er fremkommet. 
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Omkring modellørtyperne er det interessant at betragte (se eventuelt side 58 for det tilsvarende boksplot 
fra første spørgeskema), at selvom medianen for den uinteresserede modellør er uændret, så er der faktisk 
lidt flere, som ligger her efter undervisningsforløbet, og den reflekterende modellør bruger nu hele 
spændvidden, medens både median og øvre kvartil er fladet. Dette indikerer, som jeg jo også frygtede, at 
det har været lidt for meget for de unge mennesker, og den virkelighedsfjerne modellør står da også lidt 
stærkere nu. 
                                   Formalisme Proces Anvendelse Skema Rigidskema Selvopfattelse 
   
       
 
Skema 
 
Rigidskema 
 
Selvopfattelse 
        
  
Mindste 3 3 3 3 1 2 
                          Nedre 7 7 7 7 1 7 
                          Median 8 8 8 7 3 8 
                          Øvre 9 9 10 8 5 8 
                          Største 10 10 10 10 7 10 
                           
 
 
                                
 
     
                               
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 I relation til aspekterne (se eventuelt side 59) er der også sket nogle mindre forskydninger, som 
underbygger ovenstående - det har altså været lidt for meget af det gode, men jeg tænker ikke, at der er 
sket varig skade . Udgangspunktet er stadig fornuftigt, og jeg kan bare konstatere, at eleverne let kan 
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påvirkes i forhold til deres modellørtype og syn på matematik (selvfølgelig), og at et kommende projekt skal 
være kortere, og med flere tydelige delmål undervejs. 
  Glæde Karakter Selvstændighed Samhørighed Udfordringer Feedback Selvtilfredshed 
    
Glæde 
 
Karakter 
 
Selvstændighed 
 
Samhørighed 
 
Udfordringer 
 
Feedback 
 
Selvtilfredshed 
      
  
Mindste 3 1 5 6 3 3 4 
                         Nedre 8 6 8 8 7 5 8 
                         Median 9 8 9 8 8 8 8 
                         Øvre 10 9 10 10 8 9 10 
                         Største 10 10 10 10 10 10 10 
                          
 
 
                                
 
     
                               
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                                                  
                                 
I forhold til motivationen ser det ud til, at alle næsten mine opstillede spørgsmål har ramt rigtigt, og igen er 
det tydeligt, at karakteren ikke betyder så meget, ligesom udfordringerne helt åbenbart skal være 
afpassede i forhold til de enkelte elever - det vil sige tilpasset deres zone for nærmeste udvikling. 
Betragtes elevernes bud på motivationsfaktorer, er der tre forhold, der går igen: Brug af Maple, ny viden og 
forståelse samt til dels udfordringer. Dette er dog et så komplekst emne, at det må blive behandlet i en 
særskilt rapport senere… 
Ser vi nærmere på Q og N, viser det sig nedenstående skema udviklingen fra før til efter interventionen 
inden for de forskellige parametre. 
Elev/Modellørtype Virkelighedsfjern Matematikfjern Reflekterende Uinteresseret 
Q 7/5 6/5 4/6 5/3 
N 5/7 4/3 5/6 3/5 
 
Elev/Aspekt Formalisme Proces Anvendelse Skema Rigidskema Selvopfattelse 
Q 8/8 8/8 10/10 8/8 3/3 5/8 
N 7/6 8/5 6/5 5/5 4/5 7/6 
 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Karakter 
Selvstændighed 
Samhørighed 
Udfordringer 
Feedback 
Selvtilfredshed 
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Med det udgangspunkt at der skal være en ændring på mindst 2 point i gennemsnittet for hver kategori, 
kan det observeres, at Q er blevet lidt mindre virkelighedsfjern (selvom holdningen til formalismeaspektet 
ikke ændrer sig), lidt mere reflekterende og mindre uinteresseret som modellørtype, hvilket må betegnes 
som meget positivt, da det således må formodes, at Q nu er en bedre modellør, hvilket stemmer rimeligt 
overens med min vurdering af hendes fremlægning, og tilmed har Q nu en bedre selvopfattelse, så det må 
betegnes som en moderat succes. 
For N gælder, at hun er blevet mere virkelighedsfjern og mere uinteresseret som modellør, og hun 
bekender sig ikke længere i så høj grad til procesaspektet, hvilket ikke helt hænger sammen: Den 
virkelighedsfjerne modellør såvel som den uinteresserede ditto har selvfølgelig svært ved modellering, men 
den virkelighedsfjerne modellør kan jo netop godt lide at arbejde med den rene matematik, hvilket er svært 
for N, og derforuden gælder, at vi jo netop har arbejdet procesorienteret i forbindelse med genopfindelsen 
af matematikken, hvilket burde have fået de fleste elever til at se, at matematikken også er en proces. Jeg 
kan imidlertid konstatere, at denne relation heller ikke er blevet identificeret på klasseniveau, men jeg har 
ikke rigtigt et konkret bud på hvorfor. 
Endelig er der motivationen, hvor følgende ser ud til at være tilfældet: Q er i den grad styret af en indre 
motivation, hun scorer 1 på spørgsmålet om høj karakter som motivationsfaktor, og hurtig feedback er 
åbenbart ikke væsentligt, hvorimod N netop motiveres af en høj karakter, men ikke af at være kompetent 
og blive udfordret. Der er altså tale om to vidt forskellige elevtyper, hvilket sikkert forklarer de forskelle, 
der har været i deres udbytte. 
Sammenfatning i forhold til interventionsfasen 
På baggrund af de gennemførte undervisningsforløb kan jeg konstatere, at Q er blevet mere sikker i forhold 
til delprocesserne i matematisk modellering, og hun synes at have taget godt imod såvel 
vektorfunktionerne som differentialkvotienterne, endskønt sidstnævnte er knap så reificeret som 
vektorfunktionerne, hvilket jo hænger godt sammen med de forskellige tidsrum, der har været afsat til 
arbejdet med de to begreber. Vurderingen i forhold til differentialkvotienterne er dog udelukkende baseret 
på mine observationer under gruppens arbejde med opgaverne, og den er selvfølgelig subjektiv og noget 
usikker, idet besvarelsen af opgaven endnu ikke er blevet udarbejdet. 
N har under forløbet været meget svingende i sin præstation og synes ikke at have taget hverken 
matematisk modellering eller vektorfunktioner og differentialkvotienter til sig. Der er helt sikkert i 
koncentrationsproblem her, som måske netop kan hænge sammen med den manglende indre motivation, 
som N synes ramt af.  
Samlet set må det konkluderes, at arbejdet med EM kan have den tilsigtede effekt, idet det skønnes, at 
både Q normalt ville have svært ved at tage førnævnte begreber til sig - vi har dog anvendt længere tid på 
emnerne, end vi normalt ville have gjort, hvorfor det ikke kan konstateres, om det er tiden eller 
undervisningsformen, der er årsagen til den positive effekt. 
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Konklusion 
Vi har i dette projekt haft fokus på følgende: 
 I hvilket omfang er elevernes matematikforestillinger i relation til matematisk modellering en 
hindring for tilegnelsen af modelleringskompetencen? 
 I hvilken udstrækning kan fremvoksende modellering og øvrige modelleringsfremmende aktiviteter 
øge elevernes udbytte af undervisningen - dels i forhold til modellering og dels i tilknytning til selve 
begrebsdannelsen? 
 I hvor høj grad kan interventionen flytte eleverne fra én modellørtype til en anden og mere 
hensigtsmæssig modellørtype, såfremt modellørtypen i begyndelsen er uhensigtsmæssig? 
 
Vi så af elevernes besvarelser af vores spørgeskemaer, at eleverne på klasseniveau havde fornuftige 
matematikforestillinger allerede inden vores interventioner. Glæden ved matematik var forholdsvis høj, og 
ligeledes var proces- og anvendelsesaspektet. De fleste har svaret negativt med hensyn til en tilgang til 
matematikken, som beskrevet i rigidskema-aspektet, hvilket er meget glædeligt. Ud fra dette kan man ikke 
sige, at elevernes forestillinger er en direkte hindring for tilegnelse af modelleringskompetencen på 
klasseniveau, men der har vist sig individuelle forskelle, som kan tyde på, at der er en sammenhæng 
mellem matematikforestilling og evnen til at lære at modellere. Det kan også konkluderes, at 
modelleringforløbet ikke har ændret elevernes forestillinger markant. 
 
Enhver intervention vil næsten uanset hvad ændre elevens udbytte af undervisningen, da man her sætter 
særlig fokus på et emne og i nogle tilfælde udfører undervisningen anderledes, og vi så da også, at eleverne 
var anderledes motiverede i nogen grad, men om dette skyldes fokussen og interventionen i sig selv eller 
den anderledes undervisningsform er svært at sige. Et forsøg på at afdække elevernes primære 
motivationsfaktorer har vist, at de fleste drives af indre faktorer, medens ydre faktorer ikke tillægges 
specielt høj værdi. Det er også noget, der peger i retning af, at elever, der netop drives af ydre faktorer, har 
det sværere med matematikken end de elever, som drives af indre faktorer. 
 
På Hillerød HTX skiller en af observationseleverne sig markant ud. Han viser kæmpemæssige problemer 
med den matematiske problemløsning i interviewet, hvor selv simple lineære sammenhænge virker 
uoverskuelige for ham. Efter interventionen er han i stand til at løse en meget kompleks problemstilling, 
som kræver flere gennemkørsler i modelleringscyklussen, som var det næsten sund fornuft for ham. Man 
kan derfor for ham sige, at en modelleringsfremmende aktivitet og nok også hele forløbet har øget hans 
udbytte af undervisningen. 
 
På lignende vis må det konkluderes, at fremvoksende modellering virker for de fleste elever, men det er 
tidskrævende og det er yderst vigtigt, at der stilladseres kraftigt undervejs, da man ellers risikerer at tabe 
elevernes interesse. Det er værd at bemærke, at selv om både MEA og EM involverer modellering, så er det 
to tiltag, som har hvert sit mål - nemlig henholdsvis at styrke modelleringskompetencen og hjælpe ved 
dannelsen af nye begreber, idet dog naturligvis også modelleringskompetencen styrkes her. Derfor finder vi 
ikke, at en direkte sammenligning af de to tiltag er mulig. 
 
Elevernes modellørtyper blev undersøgt både før og efter interventionen. Vi så præcis samme tendens, 
som vi observerede i elevernes matematikforestillinger - altså meget små ændringer generelt, men også at 
der i lighed med ændringerne i elevernes matematikforestillinger selvfølgelig kan være individuelle 
forskelle, således at vi må konkludere, at det er muligt at flytte en elevs modellertype. 
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Perspektivering 
Det kunne i et videre arbejde være interessant at følge tilgangen fra Blomhøj & Jensen, som siger, at man 
skal træne både dele af cyklussen (Atomistisk tilgang) såvel som hele cyklussen (Holistisk tilgang) for at se, 
om dette har nogen virkning på eleverne. Det kunne også være interessant at kigge på de af Jankvist & 
Misfelt beskrevne CAS-inducerede vanskeligheder, herunder black-boxing, da dette efter vores mening er 
et voksende problem, som det ville være spændende at undersøge nærmere - vi har jo netop stødt på 
denne problemstilling under dette forløb. Det kunne også have været spændende at dykke længere ned i 
Freudenthal og hans begreb ”sund fornuft” med henblik på at undersøge, hvad der skal til for, at eleverne 
syntes, at matematikken er sund fornuft for dem.  Ikke mindst er det klart, at motivation er nøglen til 
enhver succesfuld undervisning, så inden for dette felt kunne vi helt klart også tænke os at arbejde 
videre.  Der er i det hele taget masser af problemstillinger at tage fat på.  
Referencer 
Blomhøj, M. & Jensen, T.: 2003, Developing mathematical modelling competence: Conceptual clarification 
and educational planning, Teaching mathematics and its applications volume 22, No.3 
Blomhøj, M. & Jensen, T.: 2007, What’s alle the fuzz about compentencies, Modelling and applications in 
mathematics education: The 14th ICMI study international commission on mathematical instruction, New 
York: Kluwer academic publishers, pp. 45-56 
Chhettri, K. & Martin, J.: 2013, Emergent modeling and Riemann sum, University of central Arkansas  
Ferri, R.: 2006, Theoretical and empirical differentiations of phases in the modelling process, ZDM Vol.38 (2) 
Freudenthal, H.: 1991, Mathematics Phenomenologically, Revisiting mathematics education, Kluwer 
academic publishers 
Gravemeijer, K.: 2007, Emergent modelling as a precursor to mathematical modelling, Modelling an 
applications in mathematics education, The 14th ICMI study, pp. 137-145 
Gravemeijer, K. & Doorman, M.: 1999, Context problems in realistic mathematics education: A calculus 
course as an example, Educational studies in mathematics, Vol 39. No 1/3, Teaching and learning 
mathematics in context, 111-129  
Grigutsch, S.: 1998, On pupils’ views of mathematics and self-concepts: developments, structures and 
factors of influence, Mathematics related belief research 
Højgaard, T.: Communication: 2010, The essential difference between mathematical modelling and 
problem solving, Chapter 22, International perspectives on the teaching and learning of mathematical 
modelling, Modelling students mathematical modelling compentencies    
Kaiser, G. & Maaß, K.: 2007, Modelling in lower secondary mathematics classroom - problems and 
opportunities, Modelling an applications in mathematics education, The 14th ICMI study 99-109 
Kilpatrick, J..: 1995, Staking Claims, Nordic studies in mathematics education Vol 3, No 4, 21-42 
  
Del 3, side 90 af 281 
Lester, F.: 2005, On the theoretical, conceptual, and philosophical foundations for research in mathematics 
education, ZDM Vol.37 (6) 
Lesh, R. & Doerr, M.: 2003, Beyond Constructivism, Models and Modeling Perspectives on Mathematics 
Problem Solving Learning and Teaching, Mahwah, NJ: Lawrence Erlbaum Associates, Publishers, pp. 3-33. 
Lesh, R. & Zawojewski, J.: 2007, Problem solving and modeling, Second handbook of research on 
mathematics teaching and learning 
Maaß, K.: 2006, What are modelling competencies, ZDM Vol.38 (2) 
Misfeldt, M. & Jankvist, U.: 2015, CAS- Induced difficulties in learning mathematics, For the Learning of 
Mathematics, Vol. 35, Nr. 1, s. 15-20. 
Niss, M., Blum, W., Galbraith, P.: 2007, Introduction to the 14th ICMI study, Modelling and applications in 
mathematics education, Modelling an applications in mathematics education, The 14th ICMI study 16-33 
Niss, M.: 2010, Modeling a crucial aspect of students’ mathematical modeling, Modeling Students' 
Mathematical Modeling Competencies, ICTMA 13, 43-59  
Niss, M.: 2012, Models and modelling in mathematics education, EMS newsletter December 
Ottesen, J.: 2001, Do not ask what mathematics can do for modelling. Ask what modelling can do for 
mathematics!, The Teaching and Learning of Mathematics at University Level Volume 7 of the series New 
ICMI Study Series pp 335-346 
Pirie, S. & Kieren, T.: 1994, Growth in mathematical understanding: How can we characterize it and how 
can we represent it?, Educational Studies in Mathematics March, Volume 26, Issue 2, pp 165-190 
Stillman, G. & Galbraith, P.: 2006, A Framework for Identifying Student Blockages during Transitions in the 
Modelling Process, ZDM Vol.38 (2) 
Vygotsky, L.: 1978, Interactions between learning and development, Mind and society (pp. 79-91). 
Cambridge, MA: Harvard university press 
Weigand, H.: 2014, Looking back and ahead - didactical implications for the use of digital technologies in 
the next decade, Teaching mathematics and its applications 33, 3-15 
Appendiks 
Blomhøj, M. & Jensen, T.: Developing mathematical modelling competence: 
Conceptual clarification and educational planning 
Problemstilling 
Der fokuseres på elevernes vanskeligheder med matematisk modellering og man arbejder specielt med en 
model, hvor man inddeler selve modelleringen i 6 underdele, som hver i sær forklares dels rent teoretisk og 
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ud fra et givent eksempel. Der udarbejdes et kursus på RUC, som specifikt omhandler modellering og der 
inddrages resultater herfra. 
Casen 
Eksemplet som der arbejdes med i denne case, omhandler en model vedr. hvordan man bedst muligt kan 
bedøve en patient, som af en eller anden grund skal under narkose. Der er en del forskellige ting at tage 
hensyn til her, hvor man b.la.  skal kigge på patientens mængde af blod, samt væv. Fælles er at man skal 
sørge for at selve koncentrationen af bedøvelsesmidlet skal holdes mellem 250 og 300 /g l . Anden del af 
opgaven består i at man skal sørge for at betingelserne holdes konstant i de 2 timer som operationen nu 
varer. For at eleverne kan løse sådan en opgave kræves der gode modelleringskompetencer og dette er 
ikke let for eleverne. Man har i denne artikel valgt at inddele den fulde modellering i følgende 6 
underkategorier som vist i figuren nedenfor.  
 
Det er vigtigt at bemærke at man ikke kun er bundet til at følge pilenes retning nedefter. Det kan sagtens 
tænkes at man enten begynder et andet sted, eller følger modellen men springer frem og tilbage mellem 
punkterne. Man kan dog ikke undgå at komme igennem alle punkterne.  Der argumenteres for at første del 
af opgaven indeholder alle punkter men også at opgaven er underbestemt og åben. Der inviteres altså til 
matematisk modellering. Anden del af opgaven består kun af c,d og e og der refereres til teori fra 
Schoenfeld, hvor der herefter konkluderes at det specifikt er punkterne c og d som vil være kognitive svære 
aktiviteter for eleverne. Der overvejes herefter om man skal undervise eleverne efter en full scale model 
(holistic model) som vedrører alle 6 punkter eller om man skal undervise efter punkterne c og d kaldet den 
atomistic model. Fordele ved sidstnævnte kunne være at det faktisk er her man lærer matematikken. En 
ulempe ved full scale modellen kunne være at det er meget tidskrævende. 
Men hvordan underviser man så eleverne i modellering bedst muligt. Her henvises til en model som er 
brugt på RUC hvor denne case er taget fra, hvor man ud fra erfaringer har fundet ud af at eleverne har 
store problemer når de skal bruge matematik som et værktøj for at bygge og analysere matematiske 
modeller i deres projektarbejder. Det er specielt punkterne c, d og e, de indre elementer af modelleringen, 
som kræver mere pædagogisk support for de fleste studerende, som ikke er muligt at opnå ved at integrere 
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det i deres projektarbejde. Det er præcist denne problemstilling som teoridelen (Schoenfeld) også pointere. 
Der kræves derfor en anden undervisning form i stedet for projektarbejde. Kurset som de her har designet 
består dog ikke kun af punkterne c,d og e, da dette ikke er tilstrækkeligt for at eleverne kan udvikle en reel 
matematisk modellerings kompetence. Men kurset skal ses som et supplement til deres projektarbejde 
hvor eleverne her får stiftet bekendtskab med matematisering og med at analyse matematiske modeller. 
Eleverne får udleveret en graf som viser koncentrationen af panacuronium(bedøvelse) i blodet som 
funktion af tiden siden indsprøjtning, grafen danner en ret linje i et semilogaritmisk koordinatsystem. De er 
efter et stykke tid i stand til at argumentere for at faldet af bedøvelse i blodet må følge en eksponentiel 
model. Nogle grupper mener at hele grafen består af to eksponentielle funktioner og de kan efter noget 
lineær regression estimere parametrene for den anden eksponentielle funktion. Der er i denne del blevet 
benyttet punkterne c og b fra figuren på forrige side.  Næste del består i at man matematisk skal kunne 
beskrive hvordan man udskifter bedøvelsen mellem blodet og vævet. Her er eleverne i stand til at kunne se 
at man har brug for et 2 delt matematisk system, hvor koncentrationen af bedøvelse i blodet som den ene 
variable og koncentrationen af bedøvelse i vævet, som den anden variabel. Det skal desuden besluttes 
hvordan nedbrydningen af bedøvelsen skal repræsenteres. Denne opgave er ikke let for eleverne selvom de 
godt er klar over at det nok er en lineær model der er tale om. Næste trin er selve matematiseringen af 
opgaven. Her kan eleverne ved hjælp af det 2 delte matematiske system direkte oversætte dette til 
differentialligninger, idet ”rate of change equal rate of inflow minus rate og outflow”. Eleverne kan herefter 
opskrive to koblede lineære homogene differentialligninger som en matematisk repræsentation af 
systemet. Der er dog nogle overvejelser som, hvordan man skal estimere nogle af parametrene som volder 
lidt problemer.  Eleverne er herefter i stand til at tegne deres model og sammenholde denne med de 
opgivne data. Selvom de minder om hinanden, stiller eleverne spørgsmål til validiteten af deres model. Når 
eleverne arbejder med estimering af parametrene arbejdes cyklisk mellem punkterne d og e i den 
matematiske modellering proces.  
For at teste om deres model passer, tegner de kurven i intervallet op til 2 timer. Kravet var opretholdelse af 
den bedøvelse mellem 250 og 300 /g l  i 2 timer. Dette er dog ikke opfyldt da koncentrationen i vævet 
først er oppe på 250 /g l  efter 25 minutter, maksimum nås ved 30 minutter og efter 1 timer er 
koncentrationen faldet til under 250 /g l . Eleverne kommer derfor op med 3 forskellige muligheder for 
at afhjælpe dette  
1. En større dosis ved start 
2. En anden indsprøjtning med en mindre dosis efter 30 minutter  
3. At give patienten kontinuert tilgang til bedøvelsen 
Første påstand er forholdsvis let at afvise, mens den anden er svær at lave i mathlab, idet man skal 
indbygge en forsinkelse i modellen. Og det går her op for eleverne at det ikke bare er et system af 
differentialligninger, men at det er vigtigt at vide hvordan man bruger modellen, da den har et klart formål. 
Den tredje mulighed tvinger eleverne til at se at man skal genoverveje betingelsen med inflow og outflow. 
Dette gør nemlig at man skal have en ekstra inhomogen parameter. Eleverne kan nu skrue på deres 
parametre i modellen og de viser interesse ved at lave flere forskellige variationer af bedøvelsen. Her 
arbejder de i d og e og så tilbage til b igen. Hvordan validere man modellen (f)? Gælder modellen generelt 
eller? Eleverne kan efter lidt tid godt se at der må være flere ting som spiller ind. Ting som kropsvolumen, 
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hjerterytme osv. gør at man for den enkelte person bliver nød til at bestemme specifikke værdier for de 
forskellige parametre. Grafen nedenfor viser de ting som eleverne igennem denne proces er blevet stillet 
overfor.     
 
Det var op til grupperne selv at henvende sig til læreren hvis der opstod problemer, og langt størstedelen af 
grupperne behøvede support for at komme igennem dette. Casen viser at det er ved dialogen med læreren 
at de studerende lærer mest. Men de skal også lære at det ikke er let at lave matematisk modellering og at 
udfordringen ligger i også selv at kunne se de forskellige trin.   
Konklusion:  
Casen viser at det er vigtigt at eleven fokuserer på de indre dele af modelleringen c,d og e, idet de får en 
følelse af at kende målet dog uden at vide hvordan de når dette. Men for at opnå matematisk 
modelleringskompetence er det også vigtigt at lave en full scale model altså have alle punkterne med.  
Igennem hele processen var der mange elever, som skulle have hjælp til at forstå hvordan deres aktivitet 
var en del af den matematiske modellering, (manglende overblik). 
Blomhøj, M. & Jensen, T. H.: What’s all the fuss about competencies? 
Her beskrives de erfaringer, som er opnået ved at anlægge et kompetenceorienteret perspektiv på en 
undervisning, der har til formål at lære eleverne at modellere.  
Der opstilles tre problemstillinger:  
#1: Idet pensumstyring ses som et onde i relation til matematikundervisningen, hvorledes kan vi da 
beskrive, hvorledes man mestrer matematik med henblik på at modvirke pensumstyringen. Svaret, der 
foreslås, er kompetencestyring i stedet for pensumstyring, og der henvises til KOM-rapporten. 
#2: Hvordan kan dilemmaet med styret autonomi (eleverne skal selv finde vejen i en modelleringsproces, 
men samtidig skal vi som lærere have et undervisningsmæssigt fokus og sikre, at eleverne vælger den 
rigtige vej) undgås, når vi arbejder på at udvikle modelleringskompetencen? Denne problematik indgik som 
et væsentligt aspekt i Allerød-eksperimentet, som fandt sted i perioden fra 2000 til 2002, hvor 
omdrejningspunktet var modelleringsaktiviteter som et led i den generelle kompetenceorienterede 
matematikundervisning, og hvor en todimensionel matrix bestående af kompetencer som defineret i KOM-
rapporten og de enkelte matematiske områder (tal, aritmetik, geometri, algebra etcetera) blev brugt til at 
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styre det ellers elevstyrede projektarbejde, idet eleverne forud for projektarbejdet havde fået en forståelse 
for de enkelte kompetencers indhold og deres natur. Det fremgår ikke af artiklen på hvilken måde dette 
måtte være sket, men vi kan selvfølgelig forsøge at forfølge det, hvis vi tænker, at dette kunne være vejen 
frem . Det konkluderes, at matematisk modellering er et centralt element i den generelle 
matematikundervisning, hvilket leder frem til næste problemstilling. 
#3: Hvordan kan udviklingen i modelleringskompetencen beskrives, så den understøtter udviklingen af god 
undervisningspraksis på forskellige uddannelsesniveauer? Det beskrives i forhold til dette, at beskrivelsen 
af udviklingen i modelleringskompetencen bør ske i flere dimensioner:, og igen refereres til KOM-
rapporten, nemlig ved de der (på side 65) foreslåede dimensioner dækningsgrad, aktionsradius og teknisk 
niveau. Disse dimensioner bliver herefter eksemplificeret ved hjælp af den gamle trafikkampagne 10=44 
(der åbenbart bruges endnu i matematiksammenhænge?), og den vigtige pointe fremsættes, at selv elever 
på et højt uddannelsesniveau ikke nødvendigvis er i stand til at matematisere, ihvorvel de mestrer den 
nødvendige matematik. 
Alt i alt er denne artikel fortaler for kompetencetankegangen, således som den er beskrevet i KOM-
rapporten. Vi kan overveje at bruge KOM-rapport eller denne artikel, hvis vi får brug for at udtale os 
nærmere om modelleringskompetencens tre dimensioner. 
Ferri, R.: Theoretical and empirical differentiations of phases in the modelling 
process 
Artiklen handler om forskellige måder at beskrive en modelleringscyklus. Artiklen er todelt, hvor første del 
er en beskrivelse og inddeling af modeller fra litteraturen, mens anden del omhandler hendes egen 
forskning om samme, med fokus på modellering i tyske gymnasieklasser. 
Ferri beskriver fire forskellige grupperinger, hvorpå de første faser af modelleringsprocessen kan beskrives 
(til og med selve den matematiske model, men hverken resultater, fortolkning eller validering er en del af 
hendes inddeling), og skitserer hvad der findes i litteraturen og hvilken af de fire grupper de hører til. Hun 
starter med at præsentere de forskellige faser i modelleringsprocessen: Real situation (RS), Situation model 
(SM), Mental representation of the situation (MRS), Real model (RM) og Mathematical model (MM). Hun 
bemærker at hun bruger SM og MRS synonymt, hvor SM er den betegnelse der oftest bruges i litteraturen, 
men den synes hun ikke er fyldestgørende og bruger derfor MRS selv.  
I gruppe 1 skelnes mellem MRS og RM. Et eksempel på hvordan det kan beskrives kan ses på nedenstående 
figur. 
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I gruppe 2 er MRS og RM slået sammen til en fase.  
 
 
I Gruppe 3 er der ingen skelnem mellem MRS og RM. Et 
eksempel på dette kan ses på nedenstående figur.  
 
Her ses at man går direkte fra situationen der skal modelleres til RM, og springer SM/MRS over. 
 
I gruppe 4 går man direkte fra RS til MM. Her springes dermed endnu et led i modelleringsprocessen over (i 
forhold til gruppe 3), og man går direkte fra situationen til den matematiske model. Dette er illustreret på 
nedenstående figur. 
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Den anden del af artiklen handler om hendes eget arbejde med at få beskrevet kognitive processer i 
forhold til modelleringsprocessen. Hun har i et større arbejde, COM2-projektet, bl.a. videofilmet tre tyske 
gymnasieklasser mens de lavede forskellige modelleringsopgaver og bedt dem svare på et spørgeskema. 
Desuden er læreren blevet interviewet, hvorefter al data er blevet analyseret. Her ser hun bl.a. på hvilken 
vej eleverne har taget gennem modelleringsprocessen, og kommer frem til at det meget tydeligt ikke er en 
lineær proces.  Hun kommer også frem til at modelleringscyklussen kan beskrives ved nedenstående figur 
 
Freudenthal, H.: Mathematics Phenomenologically 
Problemstilling 
Der fokuseres enormt meget på det historiske perspektiv og der stilles spørgsmålstegn ved en lang række 
ting, som man tager for givet indenfor matematikken. Et af de væsentlige problemer iflg. forfatteren er at 
man har ødelagt matematikken ved at gøre den mere fjern for eleven, ved at indføre unødvendige ting. Der 
bruges også en del tid på det historiske perspektiv i matematisk modellering. 
Casen 
  
Del 3, side 97 af 281 
I det der stilles et hav af udfordrende spørgsmål i denne tekst, vil der kun blive stillet skarpt på nogle få af 
disse.   
Hvordan definere man begrebet matematik? 
I hollandske bøger finder man ordet Wiskunde som oversat til engelsk betyder ”The science of what is 
certain”. Hvis man oversætter dette til dansk bliver det en videnskab hvor alt er korrekt/sikkert.  Der er 
behov for denne form for korrekthed i matematik og dette kan ikke sidestilles med det at tage noget for 
givet, det er en helt anden ting. At tage noget for givet berør på mange andre faktorer, såsom 
børnelærdom(god/dårlig) påvirkning, sociale faktorer osv. Matematikken skal gerne være korrekt altid. I 
matematikken følges denne korrekthed til dørs ved hjælp af mentale aktiviteter og det er denne mentale 
aktivitet, som på mystisk vis skaber korrektheden for den som udfører aktiviteten. Men hvorfor stoler vi så 
meget på matematikken, idet vi ved at det virker, så tænker vi ikke så meget over om det nu også er 
korrekt, det tager vi i stedet for givet og det kan være fartligt. Matematikken fejler hvis ikke den bruges 
korrekt, men det er jo ikke matematikkens skyld men brugeren. Hvor tit har vi ikke siddet med en elev som 
bytter rundt på tallene når de eks. skal udregne en ukendt side i en trekant. Her fejler matematikken 
selvom eleven jo bare har benyttet sig af den givne formel. En af grundene til at vi føler os så ”sikre” på 
matematikken kan skyldes den måde vi er blevet undervist på. Typisk lærer man nogle definitioner og 
endegyldige regler som man sjælendt kan afvige fra og det gør den til en endegyldig sandhed.  
Hvad er forskellen på sund fornuft og korrekthed?  
Eksemplet som gives her er meget godt til at forklare forskellen. Det er sund fornuft at jern er koldere end 
træ, men ikke hvis jernet har ligget i bagende sol. Den kan dog bortforklares ved at jern afgiver varme 
hvilket ikke er sund fornuft men korrekthed for os som ved det.  
Hvorfor er matematikken så forskellig for alt andet? 
For de fleste mennesker er korrekthed og sund fornuft, to ting som er meget fast bundet sammen og dette 
kan skabe store problemer. Simple ting som addition og arealet af et rektangel er sund fornuft, men når 
problemstillingen gøres sværere er det svært at sidestille korrekthed og sund fornuft med hinanden. Der 
kommer til at mangle viden ift. den sunde fornuft, hvor korrektheden i form af matematikken er i stand til 
at forklare problemstillingen. Men matematikken er faktisk udsprunget af den sunde fornuft. I gennem 
historie har man forskellige steder på jorden udviklet den sunde fornuft til matematik, ved at organisere og 
systematisere for herefter at udvikle regler. Og dette er så senere igen blevet til sund fornuft, dog en højere 
orden lavet på basis af højere ordens matematik. Begrebet tal er sund fornuft for alle, ja det giver sig selv 
tænker man, men man tænker ikke over hvor stor en indflydelse tal faktisk har haft igennem vores 
udvikling.    
Hvad er forskellen på begreber og mentale objekter? 
Hvis man kigger på hele tal, tallinjer geometriske former, så er dette mentale objekter og visuelle billeder er 
repræsentationer af de mentale objekter. På samme måde kan man sige at hvis man tegner en funktion i et 
koordinatsystem så er dette en visuel repræsentation af det mentale objekt, men her eksistere ordet 
funktion jo som et begreb i sig selv, så det lapper lidt over hinanden. Forskellen afhænger af stoffet samt af 
den givne situation. 
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Matematisering 
Definitionen på matematisering: ”Beskriver en proces hvor virkeligheden er trimmet til matematikeren 
brug og processen fortsætter så længe virkeligheden forandres. Man kan opdele matematiseringen i 3 
underdele. 
1. Axiomatisering 
Er et forsøg på at reorganisere sider af matematisk forskning 
2. Formalisering 
Forbedring af sproglige udtryk ved gradvist at øge symbolismen.  
3. Skematisering  
Mange benytter sig i stedet af begrebet model, når man tænker på skematisering, men forfatteren her er 
ikke begejstret for brugen af modeller, idet de ikke altid bruges korrekt. Et tilfælde på dette er 
planetbevægelse, hvor astronomer i lang tid prøvede at fitte med stykvis lineære og zig zag funktioner. 
Men det var først senere at Keppler på baggrund af Tycho Brahe’s observationer var i stand til at komme 
med en realistisk model for planetbevægelser, eg. Kepplers 3 love.  Modellerne gøres gradvist bedre med 
tiden og i stedet for idealiserede modeller, så introducerer Galileo, som en af de første, bevægelser som 
ikke er ideel, men med modstand. Newton ser på det som værende en kraft der peger mod 
bevægelsesretningen.  Forfatteren er ikke vild med at man hele tiden bruger begrebet matematisk model, 
for efter hans opfattelse betyder det ikke altid det som man tror. Ifølge ham er en model et uundværligt 
mellemled hvor den komplekse virkelighed eller teori, er idealiseret eller simplificeret, for at få nemmere 
adgang til mere formelt matematisk behandling. Det er derfor farligt at bruge termen matematisk model i 
en kontekst som forkert antager at matematik er direkte sammenflettet med omgivelserne og dette er jo 
som bekendt ikke tilfældet. Han er bestemt ikke glad for modeller som inkluderer sandsynligheder og 
tilfældigheder. 
Højgaard, T.: Communication: The essential difference between mathematical 
modelling and problem solving 
Denne artikel handler om forskellen på matematisk modellering og matematisk problemløsning, idet 
definitionen af og forskellen på de to kompetencer dels defineres ved hjælp arbejder, som forfatterens har 
udført sammen med Blomhøj, og dels ved hjælp af KOM-rapporten, som forfatteren også har andel i. Hvor 
der i artiklen er henvist til eller citeret fra KOM-rapporten, vil vi ikke bruge megen plads på at referere det.  
Det konkluderes, at refleksion og samtale i et klasserum om de to kompetencer vil have en positiv effekt på 
de mål, der er med matematikundervisningen, hvorfor det er hensigtsmæssigt at identificere de to 
kompetencer som kompetencer, der nok overlapper, men som har to vidt forskellige kerner, og at netop 
bevidstheden om disse forskelligheder kan være med til at skærpe en undervisers fokus på kompetencerne, 
når der skal udarbejdes skriftlige opgaver for eksempel. I artiklens første afsnit indgår tre forskellige typer 
af opgaver, idet den første15 defineres som en reel modelleringsopgave, den anden16 som en 
matematiseringsopgave med problemløsning, og den tredje medtages som et efter forfatterens mening 
                                                          
15 Hvad er relationen mellem ens indkomst og den skat, man betaler? 
16 Hvordan afhænger den skat, man betaler, af indkomstskatten og momsen? 
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grelt eksempel på en anvendelsesorienteret opgave, sådan som disse indgår i udstrakt grad ved 
studentereksamen.  
Matematisk modellering defineres ved følgende seks delprocesser: 
a) Definition af problemformuleringen på basis af de karakteristiske egenskaber ved den virkelighed, 
som skal modelleres.  
b) Udvælgelse af objekter og relationer fra det af delproces a) resulterende undersøgelsesdomæne, 
inklusive en idealisering og simplificering, så den matematiske repræsentation bliver mulig. 
c) Oversættelse af de udvalgte objekter og relationer til matematik. 
d) Brug af matematiske metoder for at få matematiske resultater og konklusioner. 
e) Fortolkninger af disse resultater og konklusioner i forhold til undersøgelsesdomænet. 
f) Evaluering af modellens validitet baseret på empiri, forventede resultater eller teori. 
Processerne fremgår også grafisk af nedenstående billede, der i tilgift viser de trin, som bindes sammen af 
delprocesserne. 
 
Det bemærkes, at man kun mestrer eller udfører matematisk modellering, hvis man udfører alle 
delprocesser i cirklen. 
Matematisk problembehandlingskompetence defineres ved et citat fra KOM-rapporten, s. 49 - essensen er, 
at et matematisk problem er et matematisk spørgsmål, hvor en matematisk undersøgelse, hvilket ikke 
indbefatter rutinefærdigheder, er nødvendig for at besvare spørgsmålet.  
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På basis af de to definitioner diskuterer artiklen herefter de førnævnte tre forskellige opgaver: Det ses, at 
en besvarelse af første opgave fordrer, at man bevæger sig i alle de førnævnte delprocesser, medens man 
kun gennemløber delproces c), d) og e) i anden opagve, hvorfor der ikke er tale om matematisk modellering 
- der er tale om ren matematisering, og forfatteren taler då også om en matematiseringskompetence, som 
altså kan trænes af denne type opgaver. Det bemærkes, at man ikke kan arebjde i delproces f), hvis man 
ikke har truffet nogle valg i delprocesserne a) og b). 
Forfatteren har i flere arbejder forsøgt at operationalisere sine tanker. Dette har blandt andet givet sig 
udslag i nogle lærebøger med en særlig struktur, hvor der dels er opgaver, som træner henholdsvis 
modelleringskompetencen, og dels nogle rene træningsopgaver (der dog ikke er defineret nærmere for sp 
vidt angår, hvad, der træner), og dels nogle opgaver, hvortil der kun skal bruges op til én lektion, og som 
træner enten modellerings- eller matematiseringskompetencen, og endelig nogle andre mere 
længerevarende opgaver (op til flere uger), der inviterer til reel matematisk modellering, og som er placeret 
bagerst i bogen formodentlig for at betone det særlige ved opgaverne. 
Afslutningsvis opstilles to hypoteser, som (endnu) ikke kan begrundes i forskning, men som er medtaget 
som et muligt debatoplæg: 
1. Matematisk modellering erstattes ofte i undervisningen af matematiseringsopgaver. 
2. Matematiseringsopgaver erstattes ofte i undervisningen af anvendelsesorienterede opgaver. 
Begge hypoteser begrundes udi bekvemmelighed, idet de opgavetyper, der anvendes som erstatning, er 
lettere at arbejde med. Vi tænker dog, at en del af forklaringen også er, at anvendelse er en (for) stor del af 
den skriftlige eksamen. Alt i alt skal vi huske at tænke os lidt om, når vi arbejde med modellering . 
Kilpatrick, J.: Staking Claims 
Artiklen handler om forskningsområdet matematikdidaktik, eller matematikundervisning som han også 
kalder det, og hvordan vurderer man om forskning inden for dette område er god forskning 
Han starter med at diskutere de forskellige navne forskningsområdet har (didactics versus matematics 
education), at det hedder forskelligt i forskellige lande, men i USA er didactics blevet negativt ladet og 
derfor bruger han mathematics education. (Forskning inden for matematikundervinsingen har udviklet sig 
fra at bruge metoder fra naturvidenskaberne til I langt højere grad at bruge metoder fra 
samfundsvidenskab.) 
Han har tidligere listet en række kriterier til god forskning inden for matematikundervisning, som 
præsenteres i artiklen: Relevance, validity, objectivity, originality, rigor and precision, predictability, 
reproducibility og relatedness. Disse uddybes og forklares nærmere. 
Desuden oplistes en række alternative kriterier, opstillet af Journal for research in Mathematics education: 
Worthwhileness, coherence, competence, openness, ethics, credibility og intangible qualities. 
Der er ingen kriterier der er ens på de to lister, men der er alligevel store overlap (da de også havde fire 
underliggende kriterier for de alternative kriterier).  
Herefter præsenteres kort udviklingen i matematikdidaktik med fokus på USA og Sverige, hvor der nævnes 
at specielt Sverige og de nordiske lande har været bagefter med matematikdidaktikken, men er ved at 
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komme efter det. Det går fremad som forskningsområde som helhed, men han mener der stadig er store 
problemer med status og identitet. Han sammenligner forskningsområdet med forskning i matematik, som 
mange mener, indebærer kurser på højt niveau mm., mens matematikdidaktik bare kræver interesse for 
feltet. 
Han har tre bud på hvordan dette bliver bedre: Didaktikere skal få stærkere bånd til matematikere, 
stærkere bånd til undervisende lærere og matematikdidaktikken skal høre under didaktik på 
universiteterne og ikke matematik. 
Lesh, R. & Zawojewski, J.: Problem solving and modeling 
I dette bidrag til Second handbook of research on mathematics teaching and learning beskrives det på 
siderne 783ff, hvorledes en traditionel undervisning først arbejder med teori (om noget) og 
beregningsmæssige procedurer, der skal trænes, og først derefter givet tid overgår til modellering, der 
betragtes som noget af det sværeste, medens en undervisning med modelperspektiv planlægges ud fra den 
antagelse, at læringen af matematik sker gennem modelleringsprocessen, hvorfor eleverne begynder en 
læringsproces med at opbygge og skabe mening i en model af en given situation fra den virkelige verden, 
idet det antages, at eleverne simultant opbygger en forståelse for både problemet og det matematiske 
begreb, der er i fokus. Således integreres læring af matematiske begreber og modellering, hvilket 
benævnes lokal begrebsdannelse. 
Aktiviteter, der som udgangspunkt har ovennævnte modelperspektiv, kaldes modelfremmende (eventuelt 
modelrealistiske?) aktiviteter17, hvor eleverne bliver bedt om at udvikle modeller, som kan bruges af andre 
mennesker - for eksempel blev en gruppe elever bedt om at udvikle en model, som enhver betjent inden 
for politietaten ville kunne bruge til at forudsige en persons højde, hvis man havde personens fodaftryk. 
Denne type opgaver medfører sædvanligvis, at eleverne gennemløber modelleringscyklussen flere gange, 
hvorfor deres simplificeringer, antagelser og øvrige identificerede objekter og relationer også ændres. Ofte 
er der ikke kun tale om forbedringer af den enkelte model, forskellige modeller bringes i spil og vurderes, 
og på tilsvarende vis bringes også forskellige repræsentationer ind. Også teknologiske værktøjer og 
elevernes fortolkninger, der er påvirket af følelser, meninger, værdier og forestillinger bevirker 
sammenlagt, at matematisk modellering er noget, der skal læres ved erfaring. Man taler i den forbindelse 
om at gøre praksis matematisk. 
Måske kan vi bruge dette til at argumentere (endnu en gang) for, at modellering bidrager positivt til 
undervisningen, og at de opgaver, der stilles, skal være formuleret således, at de bliver brugbare for andre 
mennesker. 
Lester, F.: On the theoretical, conceptual, and philosophical foundations for 
research in mathematics education 
Problemstilling 
Der fokuseres på om forskning indenfor matematik uddannelsen(MER18) kan gøres anderledes og hvad der i 
givet fald i vejen med den måde det gøres på nu  
                                                          
17 Vores oversættelse af Model-Eliciting Activities, Lesh & Zawolewski 2007, side 783.  
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Casen 
Diskussionen går på at man har haft den fejlopfattelse at meningen med forskningen, var for at bestemme 
hvad der virker og hvad der ikke virker. Men bekymringen var at man ikke besvarede dette spørgsmål. Af 
citater kan nævnes: I et samfund hvor vi har landbrug, medicin, industriel produktion osv. er det 
nødvendigt at spørge, hvorfor er vi så stødt på så store vanskeligheder når det drejer sig om at gøre 
uddannelsessystemet bedre. Forskerne bliver nød til at fjerne deres tro på det eksperimentelle samt det 
quasi eksperimentelle hvilket berør på tidligere tiders erfaring. Dette er dog en farlig drejning af MER idet 
man også bruger denne metode i mange andre sammenhænge og andre videns discipliner såsom 
antropologi og psykologi. Der stilles i denne artikel skarpt på spørgsmålene.   
1. Hvilken rolle har teori i uddannelses forskning 
2. Hvordan indvirker personens filosofi på forskningen man laver 
3. Hvad er målet med MER 
Hvad er betydningen af research framework og hvad gør denne godt for. Definition på framework: ”Et sæt 
af ideer, principper, aftaler eller regler som giver en basis, eller en outline for noget som er fuldt udviklet på 
et senere tidspunkt”. Hvile fordele er der så ved at lave et framework 
1. Rapporten giver en struktur til at begrebsdanne og til at designe forsknings studier. Det kunne eks. 
være at man ville finde ud af måden hvorpå spørgsmål er formuleret på. 
2. Der er ingen data uden et framework som kan få data til at give mening. Det besluttes af forskeren 
om data giver mening, men det er afhængig af hans antagelser og viden og ligeledes konteksten 
3. Et godt framework kan få os til at overskride sund fornuft. Man behøver ikke altid teori for mange 
hverdagsproblemer. Her kan rent empiriske tilgange tit være nok 
4. Behov for en dybere forståelse og ikke kun for ”denne forståelse”. Eks. hvad vil det sige at forstå et 
begreb  
Der nævnes også 3 forskellige typer af framework 
1. Teoretisk framework: Man guider forsknings aktiviteten ved at stoler på den formelle teori. Dette 
kunne eks. være Piaget’s teori om intellektets udvikling. Man indsamler herefter relevante data 
som så kan bruges til at støtte, modificere eller udvide teorien. Der er dog tydelige 
problemstillinger med denne type framework.  
2. Praktisk framework: Er ikke understøttet af teori, men alene ud fra praktisk viden af dem som har 
praktiseret det, tidligere forskning og ofte offentlighedens mening. Forskningsspørgsmålene 
udtages fra denne vidensbase og resultaterne bruges til at supportere, udvide eller ændre på 
praksissen. Ligesom med den teoretiske framework er der også nogle ulemper med denne type. 
  
3. Begrebsmæssigt framework: En skeletstruktur af retfærdiggørelse og ikke en struktur af forklaring. 
Også her baserer man sig på tidlige forskning. Man ser på hvad der kunne være relevant at studere 
nærmere på og hvorfor, til et givent tidspunkt.  
Hvordan spiller filosofi ind i billedet. Nedenfor ses en figur som viser hvordan Churchman har klassificeret 
forskellige tænkeres tilgange til hvordan man skal foretage forskning.   
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1. Leibnizian: Man laver nogle fundamentelle antagelser og konklusionen på dette laves ud fra generel 
ræsonnement i stedet for at bruge empiriske data. Årsag og fornuft er de vigtigste kilder til 
sandheden. 
2. Lockean: Man henter sin viden ud fra observationer af den fysiske verden. Man samler sine 
empiriske data og forsøger ud fra disse at lave en teori som passer med data. 
3. Kantian: Her har man flere muligheder idet man godt kan have både data og teori. Man kan her 
bygge forskellige teorier på basis af de samme data. 
4. Hegelian: Man tager en plausible teori og undersøger hvad der skal være anderledes i verden for at 
teorien kan være en fuldstændig modsætning af den oprindelige teori. Spændingen mellem de to 
modstridende teorier gør at man bliver nød til at stille spørgsmålstegn ved de antagelser man har 
lavet i de forskellige teorier. 
5. Singerian: Der er ikke noget solidt fundament. I stedet for at spørge hvad er, så spørger man hvad 
er betydningen og konsekvensen af forskellige antagelser. Her skal man også overveje de praktiske 
konsekvenser af ens forskning. Forskeren skal selv forsvare for offentligheden, ikke kun deres 
metoder i forskningen, men også hvilken forskning de vælger at påtage sig. Man skal samtidig også 
være i stand til at kunne forsvare sine valg.  
Der nævnes en model fra Stoke, som forslår en ny måde at tænke på videnskab og teknologisk forskning og 
deres formål. Modellen viser den spænding som på daværende tidspunkt eksisterede mellem fundamental 
forståelse og overvejelser vedr. brugbarhed.   I 1900 tallet lavede man primært forskning som gik ud på at 
man ville få en dybere forståelse af verden. Men Louis Pasteur ødelagde lidt dette billede idet han med sin 
forskning ønskede at forstå processer bag sygdom på meget basalt niveau, men samtidig ønskede han også 
at forståelsen kunne bruges i det praktiske.  Stoke foreslår derfor en model, hvorpå den fundamental 
forståelse og brugbarhed kan kombineres. Modellen kan ses på næste side. I øverste højre side har vi 
Pasteur’s forskning. Øverst venstre har vi eks. Niels Bohr og hans forskning med atommodellen, hvor 
elektroner kredser rundt om sin indre kerne, med protoner og neutroner. Bohr var kun interesseret i at 
forstå strukturen i atomet og på ingen måde interesseret i brugbarheden af hans arbejde. Nederst til højre 
har man eks. Thomas Edison og elektrisk lys. Edison tænkte kun på brugbarheden og meget lidt på en 
dybere forståelse af selve teorien. I nederste venstre hjørne vil man undersøge et fænomen, men man har 
hverken intention om at kunne forstå teorien eller at kunne bruge den. Man kan kun håbe at det er meget 
lidt forskning som er i denne kasse. 
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Modellen vist nedenfor er lavet af forfatteren men modificeret ud fra Stoke’s dynamiske model til forskning 
indenfor undervisning. Han forslår at bruge denne model til MER projektet. Oppe i improved products 
menes eks. instruktions materiale og professionelle udviklingsprogrammer.  
 
Det bliver derfor interessant at se hvordan MER programmet skal udfoldes ud fra ovenfor nævnte model og 
det bliver spændende at se hvordan forskere modtager dette. 
Maaß, Katja: What are modelling competencies 
Artiklen er todelt. Første del beskriver teoretisk, hvad modelleringskompetencer er, og hvilken forskning 
der findes på området. Anden del beskriver en undersøgelse lavet på en gruppe 13 årige, om deres 
modelleringskompetencer og slutter af med mere generelt at opskrive fire modellørtyper man kan tilhøre. 
Maaß tager udgangspunkt i en model for modelleringscyklussen, som stammer fra Blum 1996, dog i hendes 
egen version, se nedenfor. 
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Hun nævner andres definitioner af både kompetencer “Competence is the ability of a person … to check and 
to judge the factual correctness respectively the adequacy of statements and tasks personally and to 
transfer them into action” (Frey 1999) og matematikkompetencer “Mathematical competency then means 
the ability to understand, judge, do and use mathematics in a variety of intra- and extra- mathematical 
contexts and situations in which mathematics plays or could play a role…” (Niss, 2004). Herefter oplistes 
Blum og Kaisers liste over delkompetencer, der relaterer til de forskellige dele af modelleringscyklussen. 
Desuden refererer hun til flere der mener at det er vigtigt at modelleringseksemplerne stammer fra den 
virkelige verden for at det skal give mening for eleverne. 
Hendes egen undersøgelse er foretaget på to klasser med elever omkring 13 år gamle. Eleverne blev udsat 
for både undervisning, tests, opgaver, hjemmeopgaver, begrebskort, dagbøger og interviews for at afdække 
deres modelleringskompetencer. Studiet er udarbejdet med stort fokus på gruppearbejde, åbne 
modelleringsspørgsmål og med udgangspunkt i virkelige eksempler. I artiklen beskrives nogle af opgaverne, 
bl.a. en modelleringsopgave, hvor eleverne skal forsøge at vurdere hvor meget maling der skal til at male 
en Porsche. 
Konklusionerne på undersøgelsen er flere. For det første mener hun der er en sammenhæng mellem 
elevernes generelle evner for matematik og deres evner inden for modellering. Desuden inddeler hun dem 
i fire modellørtyper. Disse modellørtyper er også beskrevet i en artikel af Kaiser og Maaß fra 2007. Denne 
artikel beskrives i vores rapport, derunder også disse fire modellørtyper. 
Misfeldt, M. & Jankvist, U.: CAS- Induced difficulties in learning mathematics 
Problemstilling 
Vi har som undervisere alle stillet spørgsmålet. ”Er det nu også den bedste løsning bare at lade eleverne 
bruge CAS værktøj (Mathcad på HTX hillerød) til løsning af alle de matematiske gåder”. Dette er 
problemstillingen i artiklen hvor der bliver stillet skarpt på konkrete eksempler og der bliver gravet ned i 
litteraturen for at finde eventuelle for eksempler på problemstillingen, samt for at få et teoretisk grundlag 
for at kunne analysere problemet. 
Casen 
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Casen her er bygget op om en elev i en gymnasieklasse, givetvis på 3 år hvor eleven skal løse en 
differentialligning. Læreren som har klassen, mener at der med introduktion af CAS også er blevet 
introduceret nye læringsvanskeligheder hos eleverne.   
Differentialligningen som eleven skal løse er af typen 'y a y b    . Læreren er af den overbevisning at 
eleven få den største nytte ud af at løse ligning på normal vis altså med papir blyant, fordi at man bliver 
tvunget til at gå alle skridtene igennem. Men da CAS benyttes, bruger eleven i stedet desolve til at løse 
ligningen med. Fejlen opstår når eleven skal ”oversætte” ligningen, da opstillingen af differentialligningen i 
stedet kommer til at være 'y a x b    . CAS værkstedet løser glædeligt ligningen korrekt ud fra det 
indtastede, en funktion af anden orden, og eleven opdager ingenting. Hvis nu eleven havde løst ligningen 
på normal(gammeldags) vis, så havde der været en mulighed for at kunne gennemgå beregningerne for at 
se hvori fejlen lå. Og dog hvis forståelsen er på så lavt et plan, så er man garanteret tilfreds med en løsning 
og tænker ikke så meget videre over output. Men den oversatte ligning minder på ingen måde om de 
selvvanlige differentiallignings typer vi kender, så der burde ringe en klokke. Men faktum er at der i dette 
tilfælde med brugen af CAS værktøjet ikke bliver afsløret nogen form for beregning (Blackboxing), så fejlen 
kan ikke findes i programmet.  Eleven påstår også hårdnakket at resultatet af differentialligningen er en 
konstant voksende funktion og man kan derfor ikke kun snakke om at det er et oversættelses problem. Vi 
bruger derfor betegnelsen et ”CAS induced problem”.  Teorien man kan bruge til at analysere dette med 
ligger ved brugen af Sfard og Skemp19. I Sfard’s verden opererer man som bekendt med 3 betegnelser, 
nemlig internalisering, kondensering og reificering. På sidste trin er eleven i stand til at kunne se begrebet 
(differentialligningen) som et objekt i sig selv. Det er dette sidste trin som specielt volder eleven problemer 
idet forståelsen af en differentialligning som et objekt, bygger på tidligere reifikationer af andre begreber 
såsom afledte funktioner, variabler og tal. Hvis ikke de tidligere begreber er blevet reificeret så bliver det 
næsten umuligt at bygge videre på dette grundlag.  I Skemp’s verden snakkes om instrumentel og relationel 
forståelse. Når eleven bruger programmet og ellers taster korrekt, så får man det korrekte svar. Men hvad 
der foregår inde i hjertet af programmet vides ikke (Blackboxing). Dette er en farligt cocktail for en meget 
svag elev, for eleven tror måske at man forstår matematikken, bare man kan bruge programmet. Dette har 
jeg desværre set talrige gange til en mundtlig eksamen med et ikke overraskende dårligt resultat. Der er 
ingen tvivl om at det der foregår her er instrumentel forståelse. Men da CAS ikke fandtes dengang kalder vi 
det i stedet for CAS- instrumentel forståelse. Jeg vil nu mene at det er nøjagtigt det samme selvom vi kalder 
det 2 forskellige ting. Eleven i det nævnte eksempel viser tydeligt at det kun er instrumentel forståelse der  
er på spil. Hvis der skulle være noget relationelt, burde der tænkes lidt over hvorfor løsningen så ud som 
den nu gjorde. Når man bevæger sig i den instrumentelle verden er man i stand til at kunne udføre en given 
procedure og intet andet. Et vigtigt spørgsmål som stilles her er ”hvis man ”black boxer” flere forskellige 
matematiske procedure, er eleven så dårligere stillet i forståelsen af de forskellige processer”? Her kan man 
referere til Sfard som korrekt siger at hvis de underliggende processer udføres sjælendt, så vil reifikationen 
blive udfordret. Dette passer godt på denne problemstilling. Man kan derfor ikke sige at det ligefrem 
hjælper eleven hvis de svære skridt gang på gang springes over, når man bruger CAS. Man skal derfor som 
lærer passe på og være klar over de ulemper som følger med når man bruger CAS. Det skal dog også siges 
at CAS er eminent til mange andre ting.  
                                                          
19 For en dybere forklaring på Sfard og Skemp henvises til vores første semesters rapport hvor disse er 
grundigere gennemarbejdet. 
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Et problem som også nævnes her er når eleverne skal foretage en max min undersøgelse af en funktion, så 
ved eleverne ikke hvad der foregår. Det er smart at eleverne kan bruge kommandoer til at finde max og 
min, men alt det grundlæggende mistes her. Brugen af differentialregning mister fuldstændigt sin 
betydning. For hvorfor skal man overhovedet lære om dette når ikke man benytter sig af det til 
funktionsundersøgelse? Eller med Sfard’s ord så er reificereingen af differentialregning ikke supporteres når 
monotoniforholdene skal findes.  Eleven skal efter min overbevisning også selv foretage en 
funktionsanalyse og finde max min ved differentialregning og så kan man bruge CAS til at tjekke efter. Efter 
lidt tid kan man så gå mere over til CAS, men det er virkelig en sovepude.   
Det andet  problem som nævnes her er at eleven ikke kan kende forskel på at løse en ligning med solve og 
så løse en differentialligning med desolve. Tingene smelter sammen og solve og desolve bliver bare bokse 
som kan bruges til at løse enten det ene eller det andet. Men for at vende tilbage til eleven med 
differentialligningen så kunne dette meget vel være løsningen på hvorfor at man har skrevet x i stedet for y. 
Hvis eleven har tænkt at det er en ligning som skal løses, så er man vant til at der skal stå y på venstresiden 
og x’erne skal stå på højre siden. Dette har eleven så fulgt og har så fået en løsning.  
Konklusion:  
Basseret på artiklen kan man sige at elevens problemer meget vel kan være opstået grundet en meget svag 
reifikation og en CAS basseret instrumentel forståelse. Dette er i den grad 2 farlige ting som man som 
underviser skal være forberedt på, når man underviser med CAS værktøjer. Hvis man har den CAS basseret 
instrumentelle forståelse er der meget lang vej til den relationelle forståelse og vejen er givetvis længere 
end hvis man ikke havde benyttet sig af CAS.  
Niss, M., Blum, W., Galbraith, P.: Introduction to the 14th ICMI study, Modelling 
and applications in mathematics education 
Denne artikel er lidt anderledes, end de fleste andre artikler vi arbejder med, idet der er tale om 
introduktionen til et ICMI-studie. Introduktionen beskriver således grundlæggende anvendelse og 
modellering, definerer indgående termer, der opstilles en matrix-model, som anvendes i relation til en lang 
række af forskellige problemstillinger, og endelig redegøres for den historiske udvikling i anvendelse og 
modellering i matematikundervisningen qua en beskrivelse og et bud på dennes baggrund. Der afsluttes 
med en beskrivelse af bogens opbygning og struktur. I det følgende skal kun refereres det, som vi har 
fundet relevant i forhold til matematikvejlederuddannelsen, hvilket er lidt om matematisk modellering og 
enkelte vigtige termer og begreber, den førnævnte matrix-model samt lidt om relevante problemstillinger. 
En anvendelse af matematikken sker hver gang matematikken bruges i forbindelse med et anliggende 
udenfor matematikken med henblik på at forstå, at undersøge, at forklare, at løse problemer eller at kunne 
træffe rationelle beslutninger etcetera omkring forhold i den virkelige verden, og i enhver anvendelse 
indgår en eller anden form for matematisk model, hvad enten dette er implicit eller eksplicit. Matematisk 
modellering kan defineres ved domænet D, der ligger udenfor matematikken, og hvori objekter, relationer, 
fænomener, antagelser, spørgsmål med videre identificeres og udvælges som relevante for den givne 
situation, og som oversættes til objekter, relationer, fænomener, antagelser, spørgsmål med videre i det 
matematiske domæne M. I dette domæne gennemføres overvejelser og manipulationer, og der drages 
slutninger, der oversættes og føres tilbage til domænet D, hvor der konkluderes på problemstillingen, og 
modellen valideres og evalueres, hvorved modelleringscyklussen er komplet. Såfremt modellen ikke giver 
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nogle tilfredsstillende resultater, kan cyklussen gennemløbes igen med en forfinet model eller en helt 
anderledes model, og der itereres på denne måde, indtil modellen er tilstrækkelig god i den givne situation. 
Med model menes for eksempel en standardmodel (lineær, eksponentiel eller logistisk vækst, en harmonisk 
oscillator eller lignende). 
Der ligger en dualitet, for så vidt angår anvendelse og matematisk modellering, idet man enten kan arbejde 
med anvendelse og modellering med henblik på at lære matematik, eller også kan man have den indstilling, 
at man lærer matematik for at udvikle kompetencer i forhold til anvendelse og modellering. I første tilfælde 
er der fokus på at demonstrere for eleverne, at matematikken bruges uden for klasseværelset, eleverne 
motiveres af denne måde at arbejde på, hvilket betyder opbygningen af matematikforestillinger, der 
fremmer læringen, men ikke mindst understøtter det fortolkningen af og giver mening til matematiske 
objekter og aktiviteter. I andet tilfælde er det derimod det, at eleverne skal udstyres med evnen til at 
bringe matematikken i spil udenfor matematikken, og det faktum, at anvendelse og modellering altid 
medfører et unødvendigt tidsforbrug, der er i centrum. 
Imidlertid sker der ingen automatisk overførsel fra at have lært den rene, teoretiske matematik til at bruge 
det i modelleringssituationer - altså hvor der fordres en matematisering -, og der ligger således en opgave i 
at lære eleverne at modellere. 
Det bemærkes, at en del af forskellen på anvendelse og modellering ligger deri, at modellering går fra 
virkeligheden til matematikken (og tilbage igen) med fokus på de førnævnte processer, medens anvendelse 
går fra matematikken til virkeligheden og mere ser på objekterne, der allerede er matematiserede. 
I den resterende del af dette afsnit af introduktionen beskrives anvendt matematik, anvendt 
problemløsning, modellering og anvendelsesproblemer samt modelleringskompetencen, hvilken er kendt 
fra KOM-rapporten, og som derfor ikke bliver berørt her. 
Dette bringer os frem til matrix-modellen, se nedenfor. 
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Modellen har to dimensioner: De domæner i et slags kontinuum, hvori matematisk modellering praktiseres, 
og som er opfattelsen af de begreber, der indgår (altså netop ovenstående), klasserummet i bred forstand 
(alle steder og alle aktiviteter, der har at gøre med læringen) samt systemdomænet, der er defineret af de 
herskende politiske, institutionelle, strukturelle, organisatoriske etcetera forhold samt de uddannelsestrin, 
hvori undervisningen foregår, foruden underviserens uddannelsesniveau. Modellen kan da anvendes til at 
placere og afgrænse og dermed kvalificere en given problemstilling, der i øvrigt bliver defineret ved en 
udfordring (et problem eller et dilemma) samt deraf udledte spørgsmål, der har til formål at udpege vigtige 
aspekter af udfordringen, ligesom det angives, at der kan anlægges forskellige perspektiver på en 
problemstilling: Et handlingsorienteret perspektiv, et udviklingsperspektiv, et forskningsperspektiv og 
endeligt et politisk perspektiv. 
I det følgende afsnit i introduktionen udfoldes ti forskellige problemstillinger, der overlapper i nogen grad, 
og der stilles en lang række spørgsmål til hver af dem, hvilket ikke vil blive refereret her. Vi nøjes med at 
præsentere listen over problemstillinger og konstaterer, at problemstillingerne med undtagelse af den 
sidstnævnte (problemstillinger vedrørende teknologi, hvilket indgår i de fleste andre problemstillinger) 
behandles i særskilte kapitler i bogen, der introduceres til. Hermed listen: Der er tale om problemstillinger 
vedrørende epistemologi, forskellige syn på modelleringsprocessen, mål for anvendelse og modellering 
samt dette placering i pensum, modelleringskompetence og forestillinger, de øvrige 
matematikkompetencers sammenhæng med anvendelse og modellering, modelleringens pædagogik, 
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undervisningspraksis, implementering af anvendelse og modellering, vurdering og evaluering af anvendelse 
og modellering samt endelig som sagt brugen af teknologi. 
Niss, M.: Models and modelling in mathematics education 
Matematik er det mest udbredte undervisningselement i hele verden. Dette skyldes at matematik er så 
udbredt og man bruger det i rigtigt mange forskellige sammenhænge. Man kan ikke undgå matematiske 
modeller og modellering når man støder på selv helt dagligdags problemstillinger. Hvordan er modellering 
bygget op.  
Opbygning af modelleringmodel(Også beskrevet i Niss 2005: Modelling and proving as forms of 
justification an alalytic essay) 
 En model skal laves for at undersøge en given ting A.  
 De objekter og egenskaber i A som er relevante til formålet med modelleringen bliver herefter 
oversat til det matematiske domæne M via mapping f, fra A til M.   
I M bliver der pålagt visse matematiske relationer til de matematiske objekter. Det er meningen at 
relationerne skal præsentere antagelse eller facts som man ved eksisterer på objekterne i A. 
Oversættelsesdelen(mapping) fra A til M, kaldes for ”mathematisation” 
Basseret på mappingen f og relationerne lavet i M, kan spørgsmål tilhørende A nu oversættes til spørgsmål 
tilhørende M. Man kan nu prøve at svare på spørgsmålene med matematiske metoder. De resulterende 
matematiske svar bliver nu oversat tilbage som svar til spørgsmålet stillet i det oprindelige domæne A.  
Herefter kan svarene tilgås og man kan se på gyldigheden og hvis svaret ikke er tilfredsstillende kan man 
lave en ny modificeret model og kører en ny runde. 
Når en matematisk model introduceres fra scratch, for at bearbejde et aspekt in en extra matematiske 
kontekst, siger vi at matematisk modellering finder sted. Hvis modellen allerede er givet til den benyttede 
kontekst, så ville man kalde en personen som benytter sig af modellen for en model analytiker. 
Man har siden 60’erne vist stor interesse for brugen af modeller og modellering i undervisningen. 
Interessen er basseret på to forskellige ideer. Den første ide går ud på at brugen af matematisk i en extra 
matematisk sammenhæng for extra matematiske formål i sig selv er en meget vigtig aktivitet. Det bør være 
det primære mål i matematisk uddannelse at få elever på forskellige niveauer til at medvirke til sådanne 
aktiviteter. Anden ide går på at idet eleven udøver en matematisk aktivitet, så kan det motivere eleven i 
studiet af matematik og det kan bruges som en hjælp til begrebsdannelse og man opnår ekspertise og 
matematikken giver herefter bedre mening.  
Siden 90’erne har man lavet forskning for at undersøge flere bekymrende spørgsmål vedr. undervisning og 
læring af modeller og modellering. Der er i denne forskning fundet 2 store problemstillinger.  
a. Evner og viden i matematikken er nødvendige når man skal arbejde med modeller og modellering. 
Men deres viden og evner er langt fra tilstrækkelige. Der er ingen garanti for at deres matematiske 
evner og viden direkte kan oversættes til evner og viden indenfor modeller og modellering. Flere 
kilder peger på elever som er dygtige rent matematisk, men altså ikke indenfor modeller og 
  
Del 3, side 111 af 281 
modellering. En af grundene til dette kan ligge i alle de antagelser, simplifikationer og beslutninger 
som skal tages indeholder ting som hører til det extra matematiske domæne som skal modelleres.  
b. Modeller og modellering kan godt læres af eleverne. Det kræver dog at man fokusere meget på 
undervisningen og læringsomstændighederne samt aktiviteterne i form af tilstrækkeligt med tid 
således at de designede aktiviteter kan udfolde sig. Modelleringskompetencen kan ikke finde sted 
hvis man fokusere på stereotype eksempler i håb om at dette vil føre til virkelige 
modelleringssituationer. 
Selvom modeller og modellering er svært for eleverne så ses det altså her at det godt kan lade sig gøre. Det 
gælder om at få eleven sikkert igennem modelleringscyklussen. Dette kan eks. gøres ved virkelige 
problemstillinger og ikke kunstigt skabte eksempler.          
Ottesen, J.: Do not ask what mathematics can do for modelling. Ask what 
modelling can do for mathematics! 
I denne artikel defineres først ganske kort, hvad der forstås ved model, modellering samt kompetence, 
siden besvares først spørgsmålet Hvad kan matematik gøre for modellering? og endelig besvares 
spørgsmålet Hvad kan modellering gøre for matematik? Inden der summeres op. 
Hvad kan matematik gøre for modellering? 
Svaret på spørgsmålet kan findes ved at analysere hvad undervisningen i matematik kan gøre for andre 
discipliner, der bruger modellering. Der konkluderes på side tre med fem punkter.  
Hvad kan modellering gøre for matematik? 
I besvarelsen af dette spørgsmål beskrives indledningsvist, hvordan tilrettelæggelse af RUCs BASE-kursus 
gik fra at være pensumstyret til at være kompetencestyret, idet en liste med nødvendige kompetencer for 
de studenter, som fremover skulle anvende matematikken i andre discipliner, blev korreleret med en række 
mindre virkelighedsnære problemer og cirka fem to-ugers projekter, hvori der indgik realistiske data, og 
hvor problemstillingen var åben - der skulle således matematiseres i de mindre opgaver og modelleres i 
projekterne. 
Dette følges af en definition af modelleringskompetencen på side 4-5 baseret på et tidligt arbejde af Niss 
(altså fra før KOM-rapporten blev udgivet), og af en række eksempler, som hver især involverer de 
delelementer, som den samlede modelleringskompetence består af, og som, hvilket er det mest 
interessante, har styrket de studerendes forståelse for de matematiske begreber. For eksempel opleves 
det, at de studerende har svært ved at fortolke, hvad en afledet er, endsige forstå begrebet, og da handler 
det om gennem modelleringens faser at bevidstgøre de studerende om dette forhold, hvilket de så bliver 
motiveret til at gøre noget ved.20 
Det konkluderes, at mange studerende (på BASE-kurset) ikke besidder den viden om og indsigt i 
matematikken, som er ønskelig, og at de mener, at matematikken skal læres uden ad, hvilket gør, at de ikke 
kan oversætte mellem den virkelige verden og matematikken. Gennem modellering oplever de studerende 
                                                          
20 Bemærk at der er tale om universitetsstuderende - en lignende reaktion er svær at forvente 
hos den gennemsnitlige gymnasieelev. 
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denne mangel, hvilket er en opdagelse, som ses som en forudsætning for at de studerende efterfølgende 
gør noget ved det. Således vil oversættelsen fra virkeligheden til matematikken i første omgang give de 
studerende en bedre forståelse og føling med et givent begreb, og i det videde arbejde med modellen vil de 
deraf følgende fortolkninger og nye oversættelser, efterhånden som modelleringscyklussen gennemløbes 
flere gange, give en bedre og bedre forståelse, ligesom det over tid vil gøre forståelsen for mere komplekse 
forhold og sammenhænge mellem begreber dybere. Det pointeres (helt korrekt) at modellering ikke er en 
genvej - det er derimod hårdt arbejde. 
Jeg tænker, at vi kan bruge denne artikel til at argumentere for, at modellering kan være en måde, hvorpå 
vi kan lære eleverne om nye begreber (måske). 
Pirie, S. & Kieren, T.: Growth in mathematical understanding: How can we 
characterize it and how can we represent it? 
Der præsenteres en model for hvorledes, at forståelsen i matematik udvikles, se nedenstående figur. 
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Modellen opererer med 8 niveauer, hvor det laveste er simpel21 viden (det man allerede ved om et (nyt) 
emne), så kommer niveauet billeddannelse (dér hvor man arbejder på at danne sig et begreb om det nye), 
og begrebsdannelse (hvor man har dannet sig et begreb om det nye). I det næste niveau, afsøgning af 
egenskaber, begynder man at manipulere og kombinere aspekter fra begrebsdannelsen mhp. at afdække 
specifikke egenskaber, genkende mønstre etcetera. I formaliseringsfasen deduceres en metode eller fælles 
egenskaber baseret på de egenskaber, som man i forrige trin var begyndt at bemærke, og i 
observeringsfasen reflekterer man over formaliseringen og udvikler sætninger. Endelig er der 
struktureringsfasen, hvor man tænker over sætningers sammenhæng, bygger og argumenterer for en teori 
og frigør sig helt fra den fysiske verden og algoritmer samt udtænkningsfasen (i mangel af en bedre dansk 
oversættelse af det engelske inventising), hvor man selv stiller sig nye spørgsmål, som ikke kan besvares 
med den opnåede viden. 
I modellen er nogle af cirklerne angivet med fed skrift - dette tænkes som ”grænser”, hvorom det gælder, 
at man i en ”normal” udvikling af forståelsen af matematik ikke har behov for at vende tilbage til et 
tidligere trin, hvilket kaldes tilbagefoldning. Når termen normal benyttes, så ligger der deri, at der er 
opstillet den hypotese, at en viden, der er usammenhængende - dvs. ikke er opnået ved, at eleven har 
gennemgået trinene i modellen successivt -, ikke kan fungere som fundament for ny viden. Tilbagefoldning 
er i øvrigt en helt naturlig proces, idet man ved overgangen fra ét niveau til en andet, hvis man fx bliver 
stillet overfor et problem, man ikke kan løse, ofte vil vende tilbage til et tidligere trin for at arbejde med 
billeddannelse, begrebsdannelse etcetera i relation til det nye problem. 
I modellen indgår som det sidste de to komplementære størrelser handling (det at man mentalt eller fysisk 
arbejder med et emne) og udtrykke (det at man bliver bevidst om, hvad emnet går ud på (og så kan man 
udtrykke det på forskellig vis - internt eller eksternt)), som også ses at være en helt nødvendig del af 
modellen, og som indgår på ethvert trin, simpel viden undtaget. 
Modellen tænkes anvendt i en analyse af elevers fremskridt - såkaldt mapping eller kortlægning-, og der 
foreslås følgende interventioner: Provokativ, som bringer eleven videre til en dybere forståelse, invokativ, 
der får eleven til at tilbagefolde, og validering, som leder eleven til at bekræfte den eksisterende forståelse. 
Stillman, G. & Galbraith, P.: A Framework for Identifying Student Blockages 
during Transitions in the Modelling Process 
I artiklen ser Galbraith og Stillman på, hvor elever ofte støder på problemer under modelleringsprocessen 
og opstiller en ramme for, hvordan modelleringsprocessens kan opdeles. 
De starter med at beskrive at der kan være flere motivationer for matematisk modellering; at bruge 
modellering til at lære andre matematiske emner via modellerne eller at have fokus på selve modelleringen 
og modellernes resultater. I artiklen vælger de den sidste af de to, altså modellering for modelleringens 
skyld. 
                                                          
21 simpel er her udtryk for, at det er det laveste vidensniveau - ikke at der er tale om et let stof, eller at et 
lavt niveau i matematik. Modellen kan benyttes på alle niveauer.  
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Der findes mange beslægtede diagrammer der illustrerer modelleringsprocessen, men de mener der i 
undervisningssammenhænge er brug for en version der er mere orienteret mod den enkelte problemløser. 
Dette både for at forstå hvad de studerende gør når de løser modelleringsopgaver (eller fejler i forsøget), 
men også for at give bedre mulighed for diagnosticering og intervention. Dette har de forsøgt i 
nedenstående figur 
 
Her ses at man følger diagrammet rundt fra A til F, hvor man så enten kan gå til G eller, hvis resultatet ikke 
er tilfredsstillende, tage en runde mere. De forholder sig ikke til fasen situation model  (som andre forskere 
placerer ved A-B), men udelader denne.  
De beskriver derefter den aktivitet eleverne udfører når de bevæger sig rundt i de forskellige 
modelleringsfaser: 
A→B handler om at forstå, strukturere og simplificere sagen, B→C handler om at matematisere sagen, 
C→D handler om at arbejde matematisk, D→E handler om at fortolke det matematiske output, E→F 
handler om at validere outputtet, F→G handler om at forsvare og formidle, hvis modellen vurderes 
tilfredsstillende og ellers F→B hvor modelleringsprocessen gentages, hvis modellen ikke vurderes 
tilfredsstillende. 
På diagrammet ses også tyndere pile den modsatte vej. Dette er for at illustrere at modelleringsprocessen 
sjældent er lineær, og man ofte benytter sig af flere dele af diagrammet på samme tid. 
Deres undersøgelser er en del af et større forskningsprojekt RITEMATH med seks deltagende skoler og 
Texas Instruments som partner, og fokuserer på modellering hos elever, hvor lommeregnere eller 
computere forventes brugt. De tager udgangspunkt i en opgave stillet, hvor eleverne skal løse forskellige 
delopgaver omhandlende figuren der ses nedenfor. 
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Figuren illustrerer en løberute, hvor man starter ved gate 1 og slutter ved gate 2. Undervejs skal man forbi 
en station nederst, og hver station kan kun blive besøgt at en løber. Eleverne skal bl.a. undersøge hvor 
langt en løber skal løbe, og hvor han skal løbe hen hvis han vil løbe kortest muligt. De skal desuden tegne 
en graf over afstande i løbet, vurdere om man kunne placere en station som ville gøre afstanden endnu 
kortere og vurdere hvor løber nr. 6 bør forsøge løbe hen.  
Opgaven er stillet til 14-15 årige elever, som modellerer for første gang. Der foretages flere forskellige 
former for dataopsamling mens eleverne laver disse modelleringsopgaver (både videofilmning, 
lydoptagelser, indsamling af opgaver og interviews) og der er lavet et større efterbehandlingsarbejde 
derefter. 
De kommer frem til et større skema, en ramme for hvordan de enkelte faser i modelleringsprocessen mere 
detaljeret kan beskrives. Her er de forskellige trin eleverne gennemgår opstillet, både mere generelt og for 
lige netop den opgave der ses ovenfor. F.eks. er første fase A→B opdelt i underfaser, som kan ses på 
nedenstående figur (som er et lille udsnit at en større figur der viser alle faser). 
 
Desuden uddyber de hvert enkelt punkt, med fokus på elevernes vanskeligheder i den givne opgave. 
De har testet denne ranmmebeskrivelse ved at stille nogle andre elever to andre modelleringsopgaver, som 
ses nedenfor 
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De forskellige faser i modelleringaprocessen 
gennemgås med udgangspunkt i deres 
rammebeskrivelse, side om side med med udsnit af 
interviews med elever .  
De mener deres rammebeskrivelse kan bruges til at dokumentere hvor eleverne har problemer i 
modelleringsprocessen. Ved deres identifikation af hvor elevernes problemer opstrå, kan man dermed 
fokusere på det i sin undervisning. De konkluderer også at det jævnligt opstår probloemer med brug af it, 
når fokus går fra selve modelleringen til i stedet at være på hvordan f.eks. programmet virker. Derfor er det 
vigtigt at de på forhånd har styr på det it der skal bruges undervejs. 
Vygotsky, L.: Interactions between learning and development 
Artiklen handler om samspillet mellem begreberne læring og udvikling for skolebørn. 
Han starter med at beskrive at denne relation er relevant for at se på det psykologiske aspekt af 
undervisning, men det samtidig er et meget uklart område, da meget forskning på området er dårligt og 
fyldt med fejl. 
Forståelsen af sammenhængen mellem læring og udvikling kan overordnet inddeles i tre grupper:  
1. Børns udvikling er uafhængig af deres læring. Udviklingen kommer før læring og er et krav for at 
læring kan finde sted (mentale funktioner skal være udviklet før læring kan ske). Læring er altså en 
overbygning på udvikling, og påvirker ikke udviklingen.  
2. Læring er udvikling. Udvikling og læring sker samtidig og sammen. 
3. En kombination af 1 og 2. Udvikling baseres både på modenhed (udvikling af nervesystemet) og på 
læring. 
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Han refererer til forskning der viser at bare fordi man trænes inden for et meget specifikt område, så kan 
det ikke nødvendigvis bruges til noget uden for dette område (eksempel med voksne der trænes til at 
vurdere længden på korte linjestykker, men derefter ikke kunne bruge dette til at vurdere længden på 
lange linjestykker). 
Han refererer også til forskning der viser, at lærer man noget godt, bliver man også bedre til andre ting. 
Begreber som koncentration, præcision, evne til at ræsonnere mm. bliver trænet. 
Zonen for nærmeste udvikling 
Vygotsky beskriver derefter sit bud på relationen mellem læring og udvikling, specielt i skolen. 
Han mener at læring begynder længe inden skolealderen, og derfor vil al læring i skolen have en forhistorie. 
Læring og udvikling er allerede fra start blandet sammen. En ny ting ved Vygotskys bud er at når barnet 
begynder i skole er den største forskel, ifølge ham, ikke kun at læringen nu bliver systematiseret. 
Han definerer derfor sit (sidenhen ret kendte) begreb ”zonen for nærmeste udvikling”. Her skal man kende 
til to udviklingsniveauer; barnets aktuelle udviklingsniveau (der hvor barnet er nu) og zonen for nærmeste 
udvikling (der hvor barnet ikke helt er, hvor det ikke selv men med hjælp kan klare sig). 
Læring er dermed i sig selv ikke udvikling, men rigtigt organiseret læring resulterer i mental udvikling. Så 
udviklingsmæssige processer er ikke sammenfaldende med læringsprocesser, men udviklingsprocesserne 
kommer efter læringsprocesserne.  
Weigand, H.: Looking back and ahead - didactical implications for the use of 
digital technologies in the next decade 
I Bayern i Tyskland har det i et projekt været muligt at benytte lommeregnere med kapacitet til symbolsk 
manipulation siden 2003. Endskønt ny teknologi har været en mulighed siden sidst i 1980’erne, hvor der 
tydeligvis var en optimisme i forhold til de muligheder, denne teknologi skulle tilbyde matematikken og 
dens læring, så stilles der fortsat mange spørgsmål til brugen af ny teknologi i matematikundervisningen. I 
artiklen stiller forfatteren i en erkendelse af vanskelighederne ved at integrere ny teknologi i 
matematikundervisningen følgelig ti teser op og adresserer disse til mennesker, der er interesserede i at 
udvikle brugen af ny teknologi med henblik på at opnå en bedre forståelse af matematikken.22 De ti teser 
gengives i kort form nedenfor. 
Tese 1: Eksperter og fortalere for brug af ny teknologi i klasserummet (som forfatteren af artiklen) har 
undervurderet vanskelighederne ved brugen af ny teknologi i forhold til teknik og indhold, og de har ikke 
været gode nok til at overbevise øvrige interessenter om fordelene. 
Tese 2: I forhold til traditionelle eksaminer er gode og meningsfulde eksamensopgaver sværere at 
konstruere. 
                                                          
22Bemærk her det klart definerede forståelsesmål - brug af for eksempel CAS med (u-)passende GYM-
pakker, der med ganske få kommandoer kan give brugeren svar på de fleste skriftlige matematikopgaver i 
det danske gymnasium, ses ikke at bringe eleverne tættere på en dybere forståelse.  
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Tese 3: Der skal udvikles retningslinjer for tilstrækkelig dokumentation, når ny teknologi er tilladt. 
Tese 4: På trods af interaktive, dynamiske og flere andre digitale muligheder er den virkelige udfordring 
udviklingen af mentale repræsentationer, altså begrebsdannelsen. 
Tese 5: Brugere af ny teknologi har et behov for at mestre strategier til at kontrollere, verificere og revidere 
de resultater, som den ny teknologi bibringer dem. 
Tese 6: Der skal udvikles en kompetencemodel i relation til den nye teknologi. 
Tese 7: Det kræver viden om teknologiens begrænsninger, når man skal arbejde med ny teknologi. 
Tese 8: Der er behov for længerevarende empiriske studier, der undersøger brugen af ny teknologi i forhold 
til at lære matematik. 
Tese 9: Accepten af ny teknologi og deres fordele fordrer udvikling af et globalt koncept for undervisning og 
læring.23 
Tese 10: Vi har behov for visioner for brugen af ny teknologi i matematikundervisningen. 
Vi bemærker, at tese 4 jo er helt central - brugen af ny teknologi er kun værdifuld, hvis den understøtter 
begrebsdannelsen. Også tese 6 synes at kunne bidrage positivt i forhold til at kunne diagnosticere en given 
elev og støtte udviklingen af forståelsen fra den intuitive over den konceptuelle, relationelle til den 
strukturelle forståelse. 
Som afslutning på artiklen beskrives det, at alle gymnasier i Bayern siden 2013 kan vælge at benytte 
lommeregnere med CAS-funktionalitet - det bemærkes, at vi i Danmark har arbejdet med CAS og anden ny 
teknologi i gennem længere tid, så medens teserne er fornuftige i relation til situationen i Bayern, synes de 
at være lidt utidige i forhold til situationen i Danmark. Faktisk finder vi udover tese 4 noget af det mest 
interessante i artiklen følgende lille sætning (vores oversættelse fra s. 13): Men frem for alt må vi ikke 
glemme, at en ændring i undervisning ikke automatisk betyder et skift mod en bedre læring og forståelse.  
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Screening test Præmatematisering Afmatematisering
HTX Hillerød Matematisering Validering
KLASSE: 3B Matematisk problemløsning
Rigtige Delvist Ej besvaret Forkert
Opgave 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Elev Tid/proces a b d a b c d a b c d b a b c d e a b c d e a b c d a b c d e (b) e (b) e (a) b c d c d d
MI d d r d r r r r r r r r d i r r i i i i i i f d r r i d r r d d d d r r d r r r r r 22 11 8 1
CC d r r d r d r i i i i r i f r r i r f f f i f d d r i f f r r i r r r i d d r d r r 17 8 10 7
MA d r r i d d r d r r r r d d d r i d r r r d d r r r i r r r r i d d d r r r r r d r 24 14 4 0
LI d r r i d d r d i r i r i d d r i i d d i i i i d r r r r r d i r i r r r r r r r r 20 10 12 0
LA i r d i d r r d r r d r r d i r i d i d r r i i i d d r r d i i d i r r d d r r r r 18 13 10 0
MAR d d r d r r r r d i r r i d i r i d i i r r i d r r i d i i i i r i r i r r r i i r 18 8 16 0
NI i i r d i i d i i i i d d d d d i i i i i i i d d d r d r i r i r i r r d r r r d r 11 13 17 0
JC i i r d r d r d i i r r d i i d d d d d i d i r f r i r r r r i r i r r r r r r i r 19 10 11 1
AM d i r i d d r i i i i r d d d r i i i i i i i d d d d d i r r i f i d i d d r i i r 8 14 19 1
EL i r r i r r r i r d d r r r r r i d d d r r i r r r r d i r i i f i r r r r i i d r 23 7 10 1
AL i i r d r i r d d i d r d r r r i d i i d d i r r r i i i d i i r d r i r r r i i r 16 10 15 0
TH d d r i r d d d d d i f i i i i i i i i d i i d d r d i i i i i r i r r d d r i i r 8 13 20 1
SA i r r d r r r d d d d r i i i i i d i i d d i r r r r i i i i i r i r i r r r i i r 16 8 17 0
MIC d d r d d r r d i i d r d d d r i i d d d i i d d d i f f r i i r i f r r r r d r r 13 16 10 3
JO i r r i d d r d r r i r d d d r i d r r d d i i i r r d r r i i f i r r r r r i i r 19 10 11 1
CL i f i i i i r i i i i r i i i i i i i i d i i d d i r i i i i i i i d i i i i i d r 4 5 31 0
CH d r r d i d i d d d i r d i i d i d i i d i i d d r d r r d d i d i r r r r r i d r 12 17 13 0
LU i d r i d d r i i i d i d d d r i i i i d i d i i d i i f r d i r i r r d d r d d r 9 15 16 1
EM d d r i r r r i r r d r d d d r i d d i d d i r r r r r r d r i r d r i r f r r d r 21 13 7 1
M i i i d d d d d r r i i d d d r i d i i d i i i i i i i i i d d d i i i i i i i i r 4 13 24 0
C i r r d d i r d i i i r d i i i i d d i i d d r r r r d r r r i d d d r r r r r i f 16 12 12 1
RA i i r i i i r i d d i r d d i d i i i i i i i r r r d r r r r i d i r d r r r i i r 15 8 18 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Antal rigtige 0 9 19 0 9 7 18 2 7 7 4 18 2 2 4 14 0 1 2 2 4 3 0 8 9 15 8 7 11 12 8 0 11 1 16 13 13 14 19 8 5 21
Antal delvis rigtige 10 6 1 11 9 10 3 12 6 5 7 1 14 12 9 4 1 12 6 5 10 7 3 9 8 5 5 7 0 4 5 2 7 5 4 1 7 5 0 3 7 0
Antal forkerte 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 2 0 1 0 0 2 3 0 0 0 3 0 1 0 0 1 0 0 0 1
Antal ubesvarede 12 6 2 11 4 5 1 8 9 10 11 2 6 7 9 4 21 9 13 14 7 12 17 5 4 2 9 6 8 6 9 20 1 16 1 8 2 2 3 11 10 0
Sum af forkerte og ikke besvarede 12 7 2 11 4 5 1 8 9 10 11 3 6 8 9 4 21 9 14 15 8 12 19 5 5 2 9 8 11 6 9 20 4 16 2 8 2 3 3 11 10 1
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31
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Bilag A32 
Testperson Am 
Spørgsmål 3 
J: Du har her svaret at det er lige gyldigt hvilken bank han vælger, hvad er dine tanker bag dit svar 
AM: Ja mine tanker er her at der jo er 4 kvartaler på et år med 0.25 og det vil så sige øhh at det når op på 1 % om året 
sammenlagt, og den skal stå der i 2 år og det er jo så 2 % i alt. Han skal jo så betale 1 % i den anden bank om året og 
den skal også stå i 2 år så derfor tænker jeg at det giver det samme.  
J: Ja ok, Hvad hvis du prøver at tænke tilbage på noget der ligger tilbage på første år, noget med eksponentiel 
funktioner,  
AM: Æhh ja, 
J: Der var noget vi kiggede på indenfor eksponentiel funktioner, noget der hed rentes regning 
AM: Ja jeg kunne ikke huske min rentesregning, 
J: Ok, hmm, hvad hvis jeg siger et begreb til dig der hedder renters rente, siger det dig noget. 
AM: Pause,  ja det siger mig noget men jeg kan ikke huske, altså jeg har haft rigtigt meget med rentes regning og 
kapitaler, men jeg kan ikke selv huske hvad formlerne og ligningerne er, så det har gjort det svært for mig at regne det 
ud. 
J: Ok, Så vil jeg prøve at give dig et hint her. Opskriver formlen til hende ( )0 1
n
nK K r= +  .
AM: Ja den har jeg set flere gange, det er jo så, øhhh, k er kapitalerne og r er så renten, og n er antal kvartaler, nej år, 
J: n var hvad siger du 
AM: Nej n er terminer og K0 er min startkapital, men den har vi så ikke fået 
J: Nej 
AM: Men hvis han nu har 100kr, og renten er 0.25 % og der er 8 terminer. 
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J: Ok, men jeg vil godt prøve at grave lidt mere ned i det du sagde, at det var 2 år, og så fik han 2 gange renter i den 
ene bank, og så siger du at han får 8 gange renter i den anden bank. 
AM: Ja det er sådan ja.  
J: Og så siger du så at når han får 8 gange renter, så plusser du de 0.25 % 
AM: hmm det kan man ikke rigtigt gøre 
J: Jo det må du gerne gøre, men giver det mening i dette tilfælde 
AM: Ikke ifølge denne her(Peger på formel), for der plusser du jo også renten med en, pr termin, nej, der bliver lagt en 
til renten, hvilket gør at den ikke bliver det som jeg har regnet den ud til, men den bliver højere. 
J: Så hvad sker der med Kn, første gang du har lavet en rentetilskrivning som det hedder. 
AM: Så er der så en rente på 1.25 
J: Ja ok, nu har du så skrevet 25 % som er er meget god rente, du skal skrive 0.0025 for at det passer. 
AM: Der står 0.25 i rente og det har jeg skrevet 
J: Ja men hvordan regner man i procenter 
AM: Nå ja ok, men så bliver det så ja(Pause) 
J: Men det jeg er ude efter, er at det beløb her(Peger på Kn), hvis du rentetilskriver det 8 gange, hvad sker der så 
præcist med det herovre(Peger på højresiden i ligningen), set i forhold til den bank hvor du får 2 gange 
rentetilskrivning. 
AM: Det vil så sige at i sidste ende vil han så få mere ved at have dem stående her fordi renten vil stige  
J: Nej renten er den samme hele tiden. 
AM: Nej den stiger ikke, men Kn, stiger pr termin, så derfor vil han i sidste ende ud med et udbytte der er større end 
banken ”bank”. Han vil ikke få lige så meget her da Kn ikke stiger lige så meget, fordi den har mulighed for at stige 
mere over de 8 terminer.  
J: Det er rigtigt at den har mulighed for at stige mere, fordi det er 8 terminer, men når du har rente på en gang, så vil 
Kn stige, men når han så får renter næste gang, hvad er det så for en K0 du skal bruge,  
AM: Så er det så den jeg fik fra den første termin 
J: Ja 
AM: Dvs at så har han en højere, så er det Kn, fra første , som jeg så bruger som K0 anden gang, dvs at han hele tiden 
har en ny K0 som stiger,  
J: Ja det er korrekt.  
AM: Så jeg skal altså vælge  ”Tæsk”, det giver det bedste. 
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Spørgsmål 5 
J: Hvad tænker du her 
AM: Der har jeg tænkt, at det må være et rigtigt godt perspektiv, med manden der står her(Peget på manden længst 
væk fra bygningen). Og jeg tænkte at en mand, gennemsnitlig er omkring 180 cm  
J: Ja 
AM: Og så tog jeg egentlig bare og sagde hvor mange mænd er der ca. af ham(Tegner op ad bygningen streger for at 
illustrere hvor mange der kan ligge af manden).  Og det er ca. 8 mand høj, og så kunne jeg så komme frem til at, 
hvilket giver ingen mening nu, at jeg har svaret at jo det er godt nok. så giver det 14.4 meter højt. 
J: Ja, ok. Hvis du nu mindes det vi har snakket lidt om, med de her forskellige faser, man kunne dele tingene ind i.  
AM: Ja 
J: Hvis jeg så siger præmatematisering, i det her tilfælde,  
AM: ja (Lyder ikke begejstreret), det var (Pause),     
J: Noget med nogle forudsætninger og nogle antagelser. 
AM: Ja jeg antager at en person er så og så høj, ja jeg kan ikke huske hvordan jeg sætter forudsætningerne ind. 
J: Du har hvert fald lavet nogle antagelser her,  
AM: Ja jeg har antaget at manden er 180cm, og at det ca. er 8 mand høj, det er også en antagelse.  
J: Ja det er også rigtigt. Men hvis du nu kigger på figuren, her og det er denne person du er gået ud fra(Peger på 
personen længst væk fra bygningen).  
AM: Ja ca. og jeg har også antaget at det er en mand. 
J: Ja, ok, hvad med forholdet mellem manden og bygningen. 
AM: Ja han er lidt længere fremme i billedet 
J: Ja det er han 
AM: Ja så skulle jeg måske have taget ham herovre(Peger på personen tættest på) og have taget hans højde og lagt op 
af bygningen. 
J: Ja 
AM: Han står tættere på bygningen, han står lige ved siden af, så er det også nemmere at ligge hans højde op(hun 
lægger højden op 8.5 gange), det passer stadigt nogenlunde. 
J: Ja men man skal passe på da forholdet ikke giver det samme, for de 2 personer,  
AM: Ja jeg kan godt se at jeg skulle have taget den anden person.  
J: Det er disse betragtningen du skal lave i din præmatematisering 
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Spørgsmål 9 
J: Du har svaret D i denne opgave, hvad er dine tanker bag dit svar 
AM: Jeg har valgt D, fordi man kan se at den information de gav, ved at øhh, zedlandsposten hvor at arbejdet vil blive 
betalt med 0.20 pr avis, i de første 240 og så derefter stiger prisen med 0.20, og det kan man så se hvis man følger den 
stiplede (se nedenfor) 
 
AM: Vi starter i 0, og så hver, viser at den stiger 0.20, indtil han når 240 og så kan man se at den knækker, og så stiger 
prisen med 0.20, så den får en ny stigning efter, altså en kraftig stigning efter de 240. og så tog jeg så den sorte 
linje(fuldoptrukne linje), hvor at den har en konstant start, på 60, og så derefter tjener man så 0.05 pr avis, deropad. 
Så den har en lav stigning hele tiden. Og udfra de andre(Andre muligheder) så var der ikke nogen af de andre der 
havde en, hvor at begge kurver passede, så derfor valgte jeg D. 
J: OK, så hvis vi prøver at kigge på Zedland tidende, så prøv at tegn en graf ud fra de informationer du har givet i 
opgaven.    
AM: Det må så være fortjeneste her(y-aksen) og antal aviser her(på x-akse).  
 
AM: Nå det er da rigtigt nok, den vil jo ligge sådan her i stedet for, men han siger jo, nå jaa det er jo så ikke, det vil 
være C i stedet for der er ikke noget med at han siger 60 permanent det første stykke tid,  
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 AM: I D er der et lille stykke hvor den bare går ud i de første 20 eller 30 han sælger, der vil han tjene 60 kr. pr blad. 
J: Ok 
AM: Hvor her(Løsning C) har han en konstant start på 60 og så ligger han 0.05 til hver gang,  
J: Ja 
AM: Og det passer også med Zedlands poten,  
J: Så nu har du ændret svaret fra D til C, og det er du helt sikker på at Zedlandsposten også er korrekt. 
AM: Ja for den har en fast hældning indtil den når 240, og så stiger hældningen.  
J: Det er også korrekt. Er der noget præmatematisering her og i givet fald hvad. 
AM: Jeg antager, ja jeg har en forudsætning for hvordan grafen ser ud.  
J: Hmm, er du nød til selv at finde informationer på hvordan grafen ser ud. 
AM: De har udleveret informationen jeg skal bruge til at lave min graf og så skal jeg bare kunne se et billede for det, 
for mig,  
J: Så spørger jeg lige igen, er der nogen præmatematisering i det. 
AM: Nej, jo 
J: hmm ok,  
AM: æhhhhh (Pause) 
J: Hvad var det nu lige præmatematisering bestod af 
AM: Det var det med antagelser og forudsætninger. 
J: Ja 
AM: Men jeg har jo nogle konkrete tal på hvor meget de tjener, efter hvor meget, så derfor er jo ikke en antagelse, og 
ergo ikke en præmatematisering,  
J: Ja de har faktisk lavet alt det hårde arbejde. 
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Spørgsmål 12 
J: Du har i denne opgave svaret ”det ved jeg ikke”, tror du at du kan præcisere lidt mere konkret, hvad det er opgaven 
går ud på.  
AM: Ja hvilken alder der anbefales(lang Pause) 
J: Ja ok noget med alder, prøv at kigge på de to ligninger du har 
AM: Nååå, isoler alder, er det en mulighed 
J: I hvad for en af dem 
AM: Dem begge to 
J: hmmmm, hvad vil du få ud af det, du kender ikke den anbefalede maksimale hjertefrekvens  
AM: Nej det er rigtigt, det er derfor jeg ikke forstod opgaven jeg ved ikke hvad jeg skal gøre ved det. 
J: Ok, når du plejer at have nogle ubekendte i sådanne ligninger, så har du tilbage på første år lært hvordan man kan 
løse dette. 
AM: Førstegrads ligning(meget spørgende), nej 
J: ja jo det kan man godt kalde det, men hvor mange ubekendte er der her. 
AM: Det er en ubekent. 
J: Ok, hvilken 
AM: nej der er to ubekendte 
J: I hvad for en af ligningerne 
AM: I begge to 
J: Ja, og hvor mange ligninger har du 
AM: Jeg har to ligningerne der. 
J: ja. 
AM: Der er ubekendt der(peger på anbefalet maksimal frekvens og på alder i begge ligningerne) 
J: Ja, så du har to ubekendte i hvor mange ligninger 
AM: I to ligninger 
J: Kan du huske noget om hvordan man løser dette. 
AM: Ja i mine noter. 
J: Så hvis jeg siger at der faktisk findes mindst 4 metoder til at kunne løse dette, siger det dig så noget. 
AM: Ja(Pause) 
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J: Hvis jeg siger lige store kooeficienters metode, siger det dig noget 
AM: Nå ja og substitutionsmetoden, jeg kan godt huske at jeg har en masse noter til lige store koeffecienters metode. 
J: ok. hvis jeg nu skriver følgende til dig her. 
 
J: Det er så de to ligninger du har givet og hvis jeg beder dig om at løse denne ved substitutionsmetoden, hvad skal 
man så gøre 
AM: Det er noget med at man skal sætte dem ind i hinandens ubekendte (Hun skriver herefter) 
 
J: Ok, det må du ikke, men det er korrekt at du på en eller anden måde skal samle de to ligninger. Der er også en 
endnu lettere måde at løse dette på. Der står i dit spørgsmål, for hvilken alder frem forhøjes den maksimale 
anbefalede hjertefrekvens, ved overgang til den nye formel.  Dvs at der må gælde noget med den anbefalede 
maksimale frekvens i de to ligninger. 
AM: Det er den samme. 
J: Ja det er korrekt, så hvad kunne man så gøre med de to ligninger 
AM: Sætte dem lig med hinanden 
J:Ja prøv at gør det 
AM: Jeg kan ikke huske hvordan man gør, skal jeg bare skrive de to ligninger sådan 
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J: Ja det ser fint ud 
AM: OK så langt så godt. 
J: Så nu har du en ligning med hvor mange ubekendte 
AM: 3 ubekendte,  
J: Ok, hvad er det for nogen 
AM: Nej ok 2 ubekendte, (Peger på A og H) 
J:Ok det er nok måden du har opskrevet det på der snyder lidt. For i din metode eliminere du jo H. 
AM: Ja det er jo det jeg har sat ind begge steder. 
J: Ja det er det. 
AM: SÅ har jeg kun A, og kun en ubekendt, for alderen skulle gerne være lig med det samme 
J: Så hvordan tænker du at du vil finde alderen ud fra det du har skrevet. 
AM: Isoler A 
J:Ja, god ide så prøv at gør det. 
AM: I dem begge, for der er jo lig med imellem dem. 
J: Ja der er lig med imellem ligningerne, men hvad plejer du at gøre når du skal have isoleret med hensyn til en 
ubekendt 
AM: (Pause) ja gange minus dividere 
J: Ja ok, der er noget med nogle regneregler at gøre. Du har noget med A stående på den ene side og noget med A 
stående på den anden side, kunne man med fordel gøre et eller andet smart  
AM: Slå dem sammen 
J: Ja jo, men hvordan, hvad mener du med at samle.  
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AM: Ja, så ville jeg umiddelbart få A ud af parentesen først og ophæve parentesen. 
 
J: Ja 
AM: Så skal man gange 208 ind i parentesen. 
J: Hvad står der mellem 208 og parentesen 
AM: Minus 
J: Ja der står minus. 
AM: Skal man så plusse dem med hinanden. 
J: Jeg tror umiddelbart at jeg ville undlade at gøre noget med ved til at starte med.   
AM: Så du ville bare fjerne parentesen. 
J: Er den nødvendig at have der. 
AM: Næ egentlig ikke, for vi ganger alligevel, før vi regner hireakiet. 
J: Så i princippet siger du at parentesen er ligegyldig. 
AM: Ja det er den 
AM: Så kan man så minusse 0.7 på den der(Peger på de 208) 
J: Kan du minusse 208 med 0.7 
AM: Nej det kan jeg så ikke fordi jeg har ganget med A først 
J: Ok 
AM: Så kan jeg dividere med A, (Pause), nej,  åhhhh hjernevrider 
J: Kan du gøre noget ved de 208, på højresiden, for at gøre det lettere for dig selv. 
AM: Minus med 208 for at få den ud 
J: Ok 
AM: og så minus 208 på den anden side(venstresiden) 
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J: Ja 
AM: Så vil der komme til at stå 102 tilbage, er det ikke rigtigt 
J: Hvordan får du 102 
AM: Nej undskyld, så vil der stå 2 tilbage(Hun skriver nedenstående) 
 
J: Ja ok, jeg mangler kun lige et fortegn. 
AM: Ja det skal stå foran 0.7 
J: Ok 
AM: Så vil man kunne reducere det til(se nedenfor) 
 
J: Ok, prøv at kig på de tal du har stående på venstresiden 
AM: Ja hvad er der med dem 
J: 220 minus 208 
AM: Ja, nå ja det giver 12 og ikke 2 
 
J: Ok 
AM: Jeg har fået fri i dag 
J: Ja ok, nå hvad kunne man så gøre 
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AM: Man kunne samle A’erne 
J: Ja 
AM: ved at dividere med A på den ene side(Højresiden). Vil man kunne dividere med A på begge sider, eller er der 
noget med at når det er negativt, næ. 
J: Hvad står der mellem 12 og A 
AM: Minus 
J: Ja, minus 
AM: Kan man nøjes med at plusse med A 
J: Hvad ville du få ud af det. 
AM: Hvis jeg har minus A vil jeg vel få ingen A, på denne her side(vestresiden). og på den anden side(Højresiden), vil 
jeg så få 2 A 
J: Hvor mange A’er har du i forvejen her på højresiden 
AM: En 
J: Hvor er det et tal henne. 
AM: Nå nej(Lang pause), er der ikke altid et usynligt gange 1 foran A. 
J: Jo det kan du have ret i, men hvad står der så foran det usynlige 1 tal. 
AM: Foran gangetegnet, altså her(peger på gangetegnet), 
J: Ja 
AM: Der står 7, nej 0.7 
J: Ja, minus 0.7 
AM: Ja 
J: hvad er 1 ganget med -0.7 
AM: Det er så (Lang tænkepause), det er -1.7.  
J: Hvad er så 1 ganget med 5 
AM: Det er 5 
J: Hvad er 1 ganget med 10 
AM: Det er så 10 
J: Hvad er 1 ganget med minus 0.7 
AM: Ja ok det er så minus 0.7 (Og griner) 
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J: Ok, så du minus 0.7A på den ene side og minus 1 A på den anden side. Og så sagde du noget om at man måske 
kunne plusse med A på venstresiden. 
AM: Ja fordi jeg har minus A her og det modsatte af minus er jo plus. 
J: Ja det er korrekt. 
AM: Og så tænkte jeg at det gav bedst mening at plusse den for at gå fra minus til ingenting. 
J: Ja ok, så prøv at gør det. 
AM:  Ok, så jeg kan så skrive  
 
AM: Og så vil man kunne sætte dem sammen, så man ganger med 2A, vil man ikke kunne det. 
J: Hvad står der imellem de 2 A’er 
AM: Der står plus 
J: Ja 
AM: Vil man ikke bare kunne plusse dem sammen, så der er 2A 
J: Hvad står der foran det første A 
AM: Der står ganget og så et tal som skal ganges på. jaaa 
J: Hvis vi skal prøve at billedlliggøre det, så kan man måske sige at man har minus en halv banan her, og så har du en 
banan, hvad giver det, minus en halv banan og plus en banan 
AM: Det giver en halv 
J: Ja, kan du genbruge det her selvom det ikke er de rigtige tal og heller ikke bananer vi snakker om. 
AM: Lang tænkepause  
J: Hvis du ser bort fra A’erne, så står der -0.7+1 
AM: Tænkepause), ja det er 0.3 
J: Ok, så prøv at skriv hvad du nu har 
AM: (Hun skriver så) 
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AM: Så vil jeg gerne have A til at stå for sig selv, så jeg skal have 0.3 til at gå væk. 
J: Ok 
AM:Så vil jeg minusse med 0.3 på begge sider for at få det til at gå ud. 
J: Det er korrekt at man skal gøre det samme på begge sider, men hvad står der mellem dit tal og A 
AM: Der står ganget 
J: Ja 
AM: Skal jeg så dividere 
J: hmm måske 
AM: Det skal jeg fordi der står ganget og jeg skal lave det omvendte for at fjerne A. 
J: Ok 
AM: (Hun skriver herefter) 
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Testperson M 
Spørgsmål 3 
J: Hvad skal man vælge hvis man skal have mest muligt 
M: det jeg gjorde, fordi jeg tænkte at da der ikke står nogen kapital på eller noget andet, vil jeg vælge 1000 i start 
kapital da det var et nemt tal at arbejde med. 
 
Og så tænkte jeg at man jo får 0.25 % i rente, hvert kvartal, og så ville man hvis man lod pengene stå i 2 år, så ville 
man få 1% i rente, med den anden. og så tænkte jeg at regne ud hvor meget jeg ville få ud af efter 2 år for de begge. 
Så jeg tog de 1000 kr og dividerede dem med 100 og så fik jeg 10 kr, og så dividerede jeg det med 0.25, det er jo en 
procent, altså de 10 kr er jo en procent, og så dividerede jeg det med 0.25 for at finde ud af hvor jeg ville få pr kvartal, 
og der fik jeg så 2.5 kr pr kvartal.  Og så lagde jeg det oveni, man skal jo lægge dette oveni det forrige beløb jeg havde 
og så fik jeg 1002.5 og dividerede med 100, og kom så frem til 2.6. På et tidspunkt kunne jeg så ikke regne ud fordi det 
blev så små tal, så det blev sådan ca. Jeg regnede ud at man sådan ca ville få 2.5 kr pr kvartal og der er 8 kvartaler på 
de 2 år. Og hvis man ca. tager at der er 2.5 kr. pr kvartal, så må det jo være 20 kr for 8 kvartaler,  
J: Ja ok 
M: Derfor nåede jeg frem til et ca. tal på 1020 kr. Og den anden, fordi det er pr år er det lidt nemmere, og derfor 
tænkte jeg at hvis jeg tager 1000/100 og ganger med 1 så fik man 1010 kr, og igen så gik jeg så bare ud fra at det ville 
blive 1020 kr i sidste gang.. Det er sådan lidt upræcist, men her er der også et lille overskud, man sætter lidt til siden 6 
tallet og de andre tal, bliver jo større og større tallet, så man satte jo selvfølgelig en værdi til side, og i den anden 
sætter man jo også 10 kr til siden, som man ikke regner ud med.  
J: Hmmm ok 
M: Og så fik man et lille overskud i begge tilfælde og det gik jeg så ud fra var det samme, jeg vidste ikke helt hvordan 
jeg skulle regne på det, det var den bedste løsning jeg lige kunne komme på. 
J: Ok, hvis vi prøver at gå tilbage på første år, havde vi noget der hed eksponentiel udvikling,  
M: Jaa 
J: Der havde vi en rente formel, jeg ved ikke om du kan huske den    
M: Nej det kan jeg ikke. 
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J: Opskriver ligningen 
 
M: Nå ja den kan jeg godt huske 
J: Kan du så prøve at forklare hvad der er formlen siger 
M: Jeg mener at r det er renten, (resten kan han ikke huske men får hjælp til dem) 
M: Ok, så kan jeg sætte 1000kr ind på K0 og renten ind på pladsen ved r, som bliver 1+0.25 altså 1.25, ganget med 
1000, så ville man få, 1000*1.25=1250. 
J: Er det også det du har fået i din løsning 
M: Nej men man skal også opløfte det i n. 
J: Hvornår er det gældende det du har lavet der, altså efter hvor mange terminer  
M: Efter en termin 
J: Ok, der er dog lige noget med dit forhold, for sådan som du har skrevet det får man altså 25% i rente. 
M: Ja ok det skal så være 1.0025 i stedet for.  
J: Ok, ja og så husk de 1000 kr også 
M: Ja det bliver så lidt mindre 
J: Ja hvor meget, helt konkret 
M: Det giver så 1002.5 kr, altså lidt mindre, men det er jo også det jeg selv har fundet i min løsning 
J: Præcist ja, men hvad nu hvis du skal lave beregningen for anden termin 
M: Så ville jeg bare sætte 2 ind på n’s plads, jeg er ikke helt sikker 
J: Hvis vi siger at det du lige har lavet hvor du fik 1002.5kr det er første rentetilskrivning 
 
M: Så ville man så sætte tallet du lige fik ind på kapitalen(peger på K0) og så gange det med 1.0025 og så ville man så 
få et resultat og det skulle man så gøre 3 og 4 osv, indtil 8 gang.Men det kan jeg ikke da jeg ikke kender de små tal i 
hovedet. 
J: Ok, det ville være en løsning ja. 
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Spørgsmål 4 
J: Du har ikke svaret på opgaven, hvis du nu kigger på opgaven igen, kunne du så få nogle tanker eller ideer 
M: Når jeg tænker over denne her formel, så er der 6 gange så mange, så kunne man opstille det som, x, så jeg tænker 
at hvis der 6 gange så mange elever, så må x. 
J: Hvad er x 
M: Det er så den ubekendte, vi ved jo kun at der er 6 gange så mange elever som der er lærerer. 
J: Ja, prøv lige at læs opgaven igen(Han læser herefter opgaveteksten igen) 
M: Jeg vidste ikke hvordan jeg skulle sætte dette op til at starte med, men nu hvor jeg tænker på det så kan det godt 
være at man kan sætte, man kunne kalde dem begge to for x, for de er begge to ubekendte og så kalde dem 6x er lig 
med. 
J: Prøv at kig i teksten, for her bruger de jo nogle navne for tingene. 
M: Ja E for elever så man kan skrive, 
 
M: Fordi der er 6 gange så mange E som L, sådan umiddelbart 
J:Fortæller den formel du har lavet at der er 6 gange så mange elever som lærere 
M: Ja, men nej nu hvor du spørger sådan, nej for det er 2 forskellige variabler, så L er den ene og E er den anden. 
J: Hvis du prøver at forholde dette over til den rette linje, kunne du bruge dette til noget. 
M: Den rette linje 
J: Hvordan er den rette linje præsenteret, prøv at tegn denne(Han tegner dette) 
 
M: Men der er ikke nogen hældning på 
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J: Prøv at tegn er kurve med hældning så den passer med din forskrift(Han tegner) 
 
J: Ok, kan du sammenholde dette med det som står i din tekst. 
M: Det ville så være y=6x+b 
J: Hvad vil b være i dit tilfælde 
M: Det vil være min hældning 
J: er hældningen a eller b 
M: Det er b 
J: Hvis jeg nu tegner en graf som er skubbet lidt op som ser sådan ud. 
 
J: Hvad vil jeg kunne finde på min y akse 
M: På y-aksen  
J: Ja hvad fortæller skæringspunktet på y-aksen mig noget om 
M: Det fortæller mig hvad y er 
J: Hmm ja, men det fortæller mig også noget om en helt konkret ting nede i min ligning 
M: Hvad x er 
J: Hvor ligger x aksen 
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M: Den ligger her(Peger korrekt på x-aksen) og x er 0 her. 
J:Ja ok, så hvis x er 0, så står der y er lig med hvad 
M: Hvis x er 0 så er y lig med b 
J: Ja, det korrekt, så det er din b koefficient som fortæller noget om y skæringen 
M: Ja 
J: Nu står der at der er 6 gange så mange elever som lærerer, fortæller dette så noget om din b koefficient 
M: Hvis man kunne sætte elever og lærerer ind på den der lineær, så ville(pause) og b var lærerne, så må det jo være 
hvis man har en b værdi. 
J: Ok, hvis der er 0 lærerer,  
M: Så er der 0 elever 
J: Ja, så hvor starter din kurve så. 
M: Så må den starte i mindst 1(Peger på y-aksen). 
J: Hvis der er 0 lærerer 
M: Nå ja så starter den i 0. 
J: Ok, så siger vi at der er 2 lærere, hvor mange elever er der så 
M: Så er der 12 
J: Ja, 3 lærere 
M: så det 18 
J: Ja, prøv at opskriv det vi lige har sagt med antal lærere og elever(Opskriver følgende) 
 
J: Kan du plotte det i en graf, hvad skal du have på x-aksen og hvad skal du have på y 
M: Lærere på y og elever på x, så 18 hen af her(På x) og 3 på her(y-aksen). 
J: Ok, prøv så at plotte dine informationer(Efter megen hjælp tegner han dette) 
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M:Det er så en eksponentiel funktion. 
J: Prøv at tegn en linje igennem punkterne. 
M: jo flere lærere jo mere stige eleverne også. 
J: Ja ok, hvad var det du sagde du havde på y aksen 
M: Det var lærere.  
J: Ja, kan du bruge det til noget i din formel du først skrev y=ax+b 
M: Ja jeg ville kunne sætte dem ind i her(Referere til y=ax+b) 
J: ja så prøv det. 
M: (Lang tænketid), Så vil det hedde y=6x+1 
J: Hvordan får du det 
M: 1 det er for den ene lærer 
J: Så spørger jeg lige igen. Hvad havde du afbildet på din y-akse 
M: Det var så stadig lærere 
J: Ja. 
M: Jeg er i tvivl om at jeg skal sætte dem ind her(Peger på y i formlen). 
J: Du har lige sagt at y aksen er lærerne. 
M: Skal der så stå 1 på y’s plads 
J: Ok prøv at skriv L på y’s plads og skriv formlen færdigt. 
M: Det må så være L=6x+b og b for hældningen 
J: Når der var 0 lærere så var der 0 elever 
M:Ja 
J: Hvad kunne jeg så sige mht b koeeficienten 
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M: Den er eksponentiel 
J: Hvor stor er din b koeficient 
M: Den er 6 gange større. 
J: Prøv at kig på ligningen y=ax+b 
M: Ja  
J: Hvis x er 0, hvad er b så 
M: 0 
J: Ja, for b fortæller dig hvor linjen skærer på yaksen 
M: Ja 
J: b er 0 så den kan du se bort fra 
M: Så b skal man fjerne, og så vil den så hedde L=E 
J:Hvad vil L=E betyde hvis du skal oversætte det til en sproglig formulering 
M: Øhhhh, lærere er lig med elever 
J: Ja, passer det med problemstillingen. 
M: Ja, eller nej, den siger at der skal være 6 gange så mange 
J: Ja og her nede siger du at mængden af lærere skal være lig med mængden af elever, så mangler der ikke noget i din 
formel. 
M: Der mangler et tal foran 
J: Ja  
M: Der skal stå 
 
J: Præcist 
  
 
 
 
 
Del 3, side 140 af 281
  Bilag A33 
 
Spørgsmål 5 
J: Hvad var dine tanker vedrørende denne opgave 
M: Jeg syntes at opgaven var lidt spøjs, jeg sad og tænkte på at hvad havde jeg af måleparametre, ti lat regne ud hvor 
høj bygningen var.  
J: Ja. 
M: Og så kiggede jeg på jeg ved ikke om det er en dame eller mand men personen som står her(Personen tættest på 
bygningen) og så tænkte jeg hvor høj er en person, sådan ca. i en voksen alder og så tænkte jeg 190cm.  
J: Ja 
M: Og så tog jeg hvor høj er personen og satte så op(Tegner streger op af bygningen i personlængder) og så kunne jeg 
så se hvor mange gange jeg kunne sætte den op sådan ca.(Personen), og så fik jeg 10 og en halv. Og så fik jeg 95cm for 
der var en halv op til toppen her og så fik jeg 
 
J: Ok. 
M: Så jeg brugte personen her, da hun står forholdsvis tæt på bygningen, hun var ikke skaleret ud i forhold til 
personen her(Personen længst væk). Som måske ville være lidt, hun ser også højere ud på billedet, så det ville være 
mere upræcist. Men det var det ligesom det jeg tænkte at det var det eneste målemiddel jeg sådan havde. 
J: Ja. Kan du prøve at uddybe det du siger, med at personen står tæt på bygningen, hvad har det at sige. 
M: Hun er tættere på bygningen så hun er mere præcis, når hun er længere væk fra bygningen så føler hun sig også 
større ifht. bygningen. 
J: Ja 
M: Og hvis du er tættere på, så er du, ja hvordan skal man sige det, hun virker i samme størrelse som, eller virker i 
samme forhold, til bygningen. Damen længst væk har et større forhold ifht damen tæt på bygningen, så hun er mere 
præcis at måle efter. 
J: Så hvis du skal bruge de fine termer så som præmatematisering, hvad har du så gjort her. 
M: Så har jeg nok udelukket nogle ting, og jeg har taget et forhold at personen er 190cm høj, og så har jeg vel også 
taget forhold til at bygningen ikke buer, jeg går ud fra at det er en lige væg op, så jeg bare kan måle opad.  
J: Ja ok. 
M: Og så tager jeg heller ikke hensyn til at denne her(Peger på toppen af bygningen), ikke går skråt, men lige over. Så 
jeg har fjernet en hel masse ting.  
J: Ja ok, ellers kan det godt blive lidt svært at regne ud. 
M:    Ja det gør det. 
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J: Hvad består din validering af. 
M: I valideringen har jeg sat noget op til hinanden. Er validering ikke når man sætter noget op i forhold til hinanden ik. 
J: Hvad mener du 
M: Altså eks, den med telefonen(reference til opgave), der kunne vi gå ind og kigge på hvad andre telefon priser var 
J: Ja det korrekt. 
M: Her i valideringen har jeg jo bare sammenlignet hende her med hende her(reference tilde to personer på billedet) 
og har sagt at hende længst væk nok ikke er lige så god som hende her(tættest på) til at måle bygningen med. 
J: Prøv at kig lidt nærmere på dit svar, kan du sige noget om dette, her fik du ca. 19 meter 
M: Det er vel ikke ligeså præcist som det kunne have været, det er ikke et præcist tal 
J: Ja det ved jeg ikke helt hvad du mener med det, men hvad kunne du have gjort for at konkludere om det var et 
korrekt tal. 
M: Hvis jeg skulle have konkluderet på om det var rigtigt, så ville jeg have taget ud i den virkelige verden og selv have 
målt bygningen, eller finde et eller andet som jeg kan forholde et til. 
J: Nu har du også fået noget realistisk, men hvis nu du havde fået 100 meter så 
M: Ja så kunne man godt se at det ikke var rigtigt. 
   
Spørgsmål 8 
J: Du har svaret at man får lige meget for pengene, hvad var dine tanker vedrørende denne opgave 
M: Ja der har jeg sagt at man får lige meget uanset hvad man vælger, og det har jeg sagt fordi den ene, altså hvis man 
har en 30cm pizza som koster 30 kr, så får du det samme ud af det som du gør med den anden, fordi den er 25 
procent dyrere, men du får også 25 procent mere.  
J: Ja 
M: Så det er lige forhold, hvis du giver 25 procent mere så får du også 25 procent mere, så du får det samme for 
pengene hvis du køber en 30 kr pizza som hvis du køber en 40 kr pizza. 
J: Ok, hvad hvis du tænker arealmæssigt. 
M: Den er jo så rund ikke,  
J: Jo det korrekt. 
M: Er det så ikke sådan 
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J: Jo det er korrekt, prøv at opskriv for begge pizza 
M: Det er så forskellige diameter. 
J: Kan du få nogle tal på, hvis vi bare siger at pi er 3. 
M:Forskellen med den anden formel er bare at radius er forskellig altså 40, og ikke 30 som den øverste  
J: Ja 
M: Så får man for den første 3*225=675 og den anden det er 20 i anden det er 400 ganget med 3 som er 1200,  
J: Ja. 
M: Så man får altså dobbelt så meget, for kun 10 kr ekstra 
J: Ja passer et så med det du oprindeligt skrev.  
M: Nej jeg ville så vælge den til 40 kr, selvom den er 25 % dyrere, men man får næsten dobbelt op. 
 
Spørgsmål 12 
J: Du har ikke svaret på denne opgave, men kan du sige lidt om hvad du tænker i denne problemstilling 
M: Hvis jeg skal være helt ærlig, så vidste jeg ikke hvordan jeg skulle, altså jeg kunne godt bare sætte, en masse tal ind 
og så blive ved så det til sidst passede.  
J: Ja 
M: Men det syntes jeg var for anstrengende, så jeg kiggede på om jeg kunne finde en anden metode, men den kunne 
jeg ikke rigtigt komme frem til. 
J: Nej 
M: Og så tænkte jeg også at jeg skulle gange her og jeg måtte ikke bruge lommeregner, så det med at sætte eks 14 ind 
og så gange det med 0.7, vidste jeg ikke lige hvordan jeg skulle gøre. Men egentligt så giver det jo god mening det de 
Del 3, side 143 af 281
  Bilag A33 
 
har skrevet at jo ældre du bliver jo højere burde dit hjerteslag blive, fordi du stiger i alder og så ganger du jo også 0.7 
med et højere tal. 
J:  Ok hvis vi skal prøve at løse det her, så kan man sige at du har 2 ligninger, her men hvor mange ubekendte har du i 
den øverste formel 
M: Bare alderen, nej jeg ikke noget overhovedet hvis jeg kender alderen. 
J: Kender du den anbefalede maksimale hjertefrekvens. 
M: Nej den kender jeg ikke 
J: Hvad med i den nederste ligning 
M: Æhhhh jeg kender ikke alderen på nogen af dem og heller ikke den med hjertefrekvensen. 
J: Nej ok, så hvor mange ligninger har du 
M: Jeg har 4, (pause), nej 2 
J: Ja det korrekt, og hvor mange ubekendte har du.  
M: 4 
J: Nævn de 4 ubekendte 
M: Alder er der 2 gange og det samme for frekvens og det må vel være 4 
J: Hmm ok 
M: Med mindre at de så er ens… 
J: Nu står der jo det samme  
M: Nej… 2 ubekendte 
J: OK, så du har 2 ligninger med 2 ubekendte, vækker dette minder fra noget vi tidligere har lavet 
M: øhhhhh 
J: Du skal tilbage på første år hvor du har lært nogle metoder til at løse dette med 
M: Ja hvad hedder det, jeg kommer til at tænke på, hmm det er så lang tid siden at vi har lavet det.æhh 
J: Der er noget der hedder substitutionsmetoden. 
M: Det var så ikke den jeg tænkte på, det var noget helt andet. Men substitutiionsmetoden er noget med at man 
substituerer noget, altså fjerne noget, ikke.  
J: Ok jeg kan sige at du har lært 3 metoder til løsning af denne slags, ligninger, men ok lad os prøve at kigge på det. 
J: Nu har du 2 ligninger her, hvad kan du sige om hjretefrekvensen i den øverste ligning og i den nederste ligning. 
M: Det er den samme, nej det er to forskellige, jeg ved ikke om det er to forskellige fordi det er til to forskellige 
tidspunkter. 
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J: Prøv at læs spørgsmålet igen(Han læser spørgsmålet) 
M: Altså fra hvilken alder, så må de to være ens.  
J: Ja, kunne man så prøve at skrive de to ligninger op, således at man kan løse dem, nu hvor vi ved at de to 
hjertefrekvenser skal være de samme 
M:  Ja man kunne sætte dem lig med hinanden. 
J: Ja det ville være en god ide 
M:altså begge formler lig med hinanden eller hvad tænker du på. 
J: Prøv at kig på ligningerne, du har lige sagt at det er det samme. 
M: Nå ja så de her skal sættes lig med hinanden(Peger på de to udtryk) og skriver 
 
J: Og hvad kan man så gøre nu 
M: Så vil jeg samle alderen på den ene side 
J: Ja  
M: Så jeg vil nok beholde alderen, nej den der alder er nemmest at fjerne(Peger på venstresiden), man skal ophæve 
parentesen her. 
J: Ja 
M: Så ville jeg sætte, hvis man skal ophæve parentesen skal man gange 0.7 ind i alder. Så vil man få alder, eller 0.7 
alder, tænker jeg. 
J: Ja. 
M: Så man vil bare få det samme, jeg behøver ikke parentesen. 
J: Det er korrekt. 
M: Nu ved jeg ikke hvad der er nemmest at smide over, for de er begge to minus og så vil jeg få minus alder, men så 
kan jeg bare smide den over på den ene side selvfølgelig. 
J: Ja du bestemmer jo selv hvad du vil nu. 
M: Hvis jeg smider alder over får man så ikke alder i anden 
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J: Det skal du lige forklare hvordan du får det. 
M: Det er fordi jeg tænker at man har en alder her og en alder der og alderen har jo ikke nogen værdi 
J: Nej ikke endnu. 
M: Så jeg ved ikke rigtigt hvis jeg skal ligge alder og alder sammen, hvad får jeg så. 
J: Prøv at tænkt på at det bare er en ubekendt, med et navn. 
M: Jamen så vil jeg få 2 alder, men det er allerede 0,7 alder, så vil jeg få 2,7 gange, eller 
J:Hvor kommer de 2,7 fra. 
M: Fordi hvis at, nej så vil det være 1,7 alder, for du har allerede 0,7 alder i forvejen 
J: Det er korrekt at du har 0,7 alder, hvor mange har du over på den anden side 
M: Der har jeg en alder 
J: Ja 
M: Og så vil du få 1,7 alder 
J: Prøv at kig på dine fortegn 
M: Nå ja den er positiv og den er negativ, så får du 0,3 alder 
J: Ja det korrekt(Han løser herefter følgende uden hjælp og går herefter i stå) 
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J: Ja og hvad kan man så gøre 
M: Så skal jeg finde ud af hvad en alder er 
J: Ja 
M: Så skal jeg vel dividere det med 12 
J: Dividere hvad med 12 
M: det her (peger på højresiden), altså dividere 0,3 alder med 12 så jeg får 1 alder 
J: Hvad med det der står foran alder på højresiden 
M: 0,3 det kan man selvfølgelig også smide over på den anden side 
J: Og hvordan vil du gøre det 
M: jeg vil dividere det, for der står et gange imellem, så den hed   
 
J: Ja og så kan jeg så afsløre at det giver 40 
M: Ok så alderen er 40 
J: Ja der hvor de er lig hinanden er 40 
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Spørgeskema vedr. dit syn på matematik 
I dette spørgeskema vil jeg forsøge at afdække dit syn på matematik. Når vi bruger tid på det, er det fordi, at der er 
forskningsresultater, som tyder på, at synet på matematik faktisk har betydning for i hvor høj grad, at du lærer matematik. 
 
Hvis du således har et "uhensigtsmæssigt" syn på matematik, så viser forskningen heldigvis også, at man kan flytte 
dette, for det er dit eget syn, som er helt uafhængigt af mit syn for eksempel, så fortvivl ej i påkommende tilfælde). 
 
Spørgeskemaet er udformet således, at du bedes tage stilling til et udsagn ved at angive, hvor enig du er i udsagnet på 
en skala fra 1 til 10, hvor 1 betyder, at du er helt uenig, medens 10 betyder, at du er helt enig. 
1. Jeg kan godt lide matematik som ikke har noget at gøre med virkeligheden (Virkelighedsfjerne modellør) 
2. Jeg kan godt lide matematik der har noget at gøre med virkeligheden (Virkelighedsfjern modellør) 
3. Jeg kan godt lide matematik, uanset om det har noget at gøre med virkeligheden eller ej (reflekterende 
modellør) 
4. Min flid, arbejdsiver ifht matematik er helt i top (Glæden ved matematik) 
5. Matematik er en stærk og eksakt videnskab (F) 
6. Matematik er en proces, hvor man tænker over problemerne (P) 
7. Matematik kan bruges i praksis (A) 
8. Matematik er en samling af regler, der kan bruges til at løse en given opgave (S) 
9. Matematik er en værktøjskasse, som man ikke selv kan udvikle og forstå (rS) 
10. Jeg kan ikke lide matematisk modellering, og ser ikke et behov for at løse virkelighedsnære problemer i 
matematik 
(Virkelighedsfjern modellør) 
11. Jeg kan godt lide matematisk modellering og løser hellere virkelighedsnære problemer i matematik, end at jeg 
beskæftiger mig med matematikken for matematikkens skyld (Matematikfjerne modellør) 
12. Jeg er ligeså glad for at arbejde med matematiske modeller, som jeg er for at arbejde med matematikken selv. 
(Reflekterende modellør) 
13. Jeg er hverken interesseret i matematisk modellering eller i matematik som sådan (Uinteresseret modellør) 
14. Min glæde og nydelse ved matematik er helt i top. ((Glæden ved matematik)) 
15. Matematik er en logisk tænkning.(F) 
16. Matematik er en proces, hvorunder man kommer frem til idéer og løsninger (P). 
17. Matematik kan anvendes direkte.(A) 
18. Matematik er en samling af procedurer, der kan anvendes til at løse en opgave.(S) 
19. Matematik er en samling af formler, som man ikke selv kan udvikle og forstå.(rS) 
20. Jeg synes, at matematisk modellering er svær - særligt når modellen skal findes og ved afmatematiseringen og 
valideringen. (Matematikfjerne modellør) 
21. Jeg synes, at matematisk modellering er sjovt, men det er svært at gennemføre matematiseringen og at finde 
løsningerne. (Matematikfjerne modellør) 
22. Jeg har en positiv indstilling til matematisk modellering, der ikke giver mig særlige problemer. 
(Reflekterende modellør) 
23. Jeg synes ikke, at matematisk modellering er noget værd, og jeg har problemer i næsten alle modelleringens 
delprocesser (Uinteresseret modellør) 
24. Jeg har en dyb interesse i matematik.   ((Glæden ved matematik)) 
25. Matematik er sikker viden baseret på argumentation. (F) 
26. Matematik er en proces, hvor man finder, skaber og opfinder matematik ved intuition og forsøg, hvorfor der 
undervejs i processen sker fejl, og modsætninger opstår.(P) 
27. Viden i matematik er vigtig i hverdagslivet.(A) 
28. Når man bedriver matematik, skal man kunne huske regler, formler, fakta og procedurer udenad.(S) 
29. Kun den matematik, der testes ved eksamen, er værd at huske udenad. (rS) 
30. Jeg motiveres ved at arbejde med matematik (Glæden ved matematik). 
31. Matematik er ræsonnementer og beviser.(F) 
32. Matematik er en proces, hvor sammenhænge opdages. (P) 
33. Matematik er vigtigt i arbejdslivet. (A) 
34. Når man bedriver matematik, skal man kunne anvende regler, formler og procedurer (S). 
35. Beviset for en regel er ikke vigtig - det er derimod vigtigt, at man kan benytte reglen. (rS) 
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Modellerings eksempel TAXA 
 
• Præmatematisering 
Hvordan kan man bringe virkeligheden hen til at den er oversættelsesbar. Der foregår ikke noget 
matematisk her, men situationen gøres mere forståelig, så den efterfølgende kan matematiseres 
Man skal her præcisere det eller de spørgsmål, som man ønsker svar på. Man ønsker at inddrage de 
relevante informationer og se bort fra de uvæsentlige. Dette kan være svært og der er derfor en 
risiko for at man enten overser noget eller inddrager noget som er irrelevant. Når man mener at 
problemstillingen er trimmet tilstrækkeligt, så skal man tage udgangspunkt i nogle forudsætningen 
og lave antagelser, som fører til mere eller mindre idealiseringer af den konkrete situation.  
• Matematisering 
Der skal vælge et matematisk domæne og udpeges objekter, relationer og matematiske 
problemstillinger heri, som skal repræsentere objekter, relationer og spørgsmål i den idealiserede 
situation. Det forudsættes at modelløren har en forhåndside om hvordan man kan udnytte den 
matematiske præsentation til at få svar på de fremsatte spørgsmål dvs. at man skal kende 
problemerne inden de kommer 
 
• Matematisk problemløsning 
Der skal her svares på de(t) til matematik oversatte spørgsmål ved hjælp af matematiske metoder 
og teknikker. Dette er matematisk problemløsning 
 
• Afmatematisering 
Fortolkning/tilbageoversætte de matematiske resultater som udsagn og resultater 
 
• Validering 
Validering af opstillet model:  
a. Konfrontation af modeloutput med den kendte data, m.h.p. overensstemmelse mellem output 
og data samt relevans af de opnåede svar i.f.t. de stillede spørgsmål i den idealiserede situation  
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b. Diskussion af modellens egenskaber og rækkevidde i forhold til den oprindelige 
situation/kontekst. 
TAXA’EN 
Problemstillingen 
Jeg skal med taxa fra min bopæl i Gilleleje til Kastrup lufthavn, hvad koster dette 
Præmatematisering 
Situationen skal nu idealiseres. 
• Jeg vælger et bestemt selvskab, blandt mange forskellige 
• Jeg vælger en bestemt vogn(en lille og ikke en stor) 
• Jeg vælger en bestemt rute 
• Jeg vælger et bestemt tidspunkt mandag-fredag 7-16 
• Jeg ser bort fra ventetider 
• Jeg ser bort fra ekstra gebyrer på evt. bagage 
Situationen er nu blevet idealiseret og man kan nu stille et lidt mere konkret spørgsmål: 
Hvad koster en taxatur fra min bopæl til Kastrup lufthavn med selvskabet T, i en normal vogn en hverdag i 
perioden 10-14 ad ruten R, når der ses bort fra alle supplerende udgifter og gebyrer  
Matematisering 
Der skal nu vælges et matematisk domæne, og der skal udpeges objekter, relationer og problemstillinger.  
Jeg antager derfor at prisen p, med de gjorte forudsætninger og antagelser, er bestem ved en grundtakst g, 
samt et afstandsbestemt beløb som, er proportionalt med en km. takst t. Dette kan herefter modelleres 
med en lineær funktion. 
 ( )p k g t k= + ⋅ , hvor k er antallet af kørte kilometer 
Matematisk problemløsning 
For at finde grundtakst og km-takst for selskabet T, benytter jeg selskabets hjemmeside, der hverken  
angiver grundtaksten eller km-taksten, men tillader mig at beregne prisen for en tur på 0 km, hvilket  
giver grundtaksten, kr. 37 (matematisk problemløsning 1: p(0) = g), og prisen for en tur på 10 km, kr. 177, 
hvorved jeg finder km-taksten t som (177-37)/10 = 14 kr/km (problemløsning 2: t = (p(10)-g)/10). 
Min endelige model er dermed p(k) = 37 + 14k 
For at bruge modellen til at svare på mit spørgsmål,må jeg kende afstanden k mellem min bopæl og  
lufthavnen ad den valgte rute. Jeg benytter ruteplanen på nettet til at bestemme k. Den angives  
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til at være 78,7 km. Svaret på mit spørgsmål fås ved indsættelse af de fundne værdier (problemløsning 3): 
P(78,7) = 37 + 78,7 ∙ 14 = 1138,8 
Afmatematisering 
Med de indgående enheder oversættes svaret til: prisen for at køre 78,7 km er kr. 1138,8. P.g.a. fejlkilder 
og usikkerheder i situationen giver det ingen mening at regne med tiendedele km eller kr., ikke  engang 1-
kroner. Et rimeligt estimat for turen vil være 1140 kr. 
Validering 
a.  Fx sammenholdning af prisestimatet med et passende antal taxaregninger for ture kørt under just  
de anførte forudsætninger. Hvis estimatet afviger systematisk fra data, rummer modellen egentlige  
fejkilder. Hvis estimatet viser sig rimeligt, er der fordi de gjorte antagelser og forudsætninger ikke 
er særligt indskrænkende for ture af den betragtede art. 
b. I betragtning af at modellen hviler på mange forudsætninger og antagelser, som er ret 
begrænsende, kan det vurderes hvordan ændringer af disse kunne ændre modellen, fx ved 
inddragelse af ventetid (for T kr. 6,75 / min), andre kørselstidspunkter osv.  
Fx p(k,v) = 37 + 14k + 6,75v 
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Modelleringsopgave 1, Telefonregning 
 
Telefonregning 
Når man skal ringe hjem fra udlandet kan det godt blive en dyr telefonregning. 
Hos Telmore har man følgende mulighed. 
Eks. hvis du rejser til Irland så koster det 1.77 kr. pr minut du taler. Man har også muligheden for at tilmelde 
sig en service som hedder rejseklar tale. Denne service går ud på at man giver en opkaldsafgift på 6 kr. og 
herefter 0.69 kr. pr minut.  
Telmore påstår at denne service godt kan betale sig hvis man snakker i lang tid. 
a) Du skal ved hjælp af matematisk modellering løse denne problemstilling og finde ud af hvornår det 
bedst kan betale sig at gøre brug af rejseklar tale. 
b) Du skal benytte dig af modelleringscyklussen og tydeligt redegøre/forklare de forskellige processer 
Du kan med fordel kigge i Taxa eksemplet.  
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Modelleringsopgave 2, Livreder 
 
 
En nødstedt person er drevet ud i vandet på sin luftmadras, og han ligger nu stille i punktet N. Han vil 
meget gerne redes af en livreder som står inde på land, inden der kommer hajer og spiser ham. 
Livrederen har på land en bil med en båd på og han har følgende muligheder. 
Med bilen kan han køre 40km/t, mens han med båden kun kan sejle 20km/t 
Hvornår skal livrederen skifte til båd, således at han kommer ud til den nødstedte person hurtigst muligt 
a) Du skal ved hjælp af matematisk modellering løse denne problemstilling og finde ud af hvor  
livrederen skal skifte fra bil til båd. 
b) Du skal benytte dig af modelleringscyklussen og tydeligt redegøre/forklare de forskellige processer 
Du kan med fordel kigge i Taxa eksemplet.  
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Første interventionsdag mandag 19/10 
Mandag (Besøgsdag) 
Introducer dem til det de lavede før ferien og fortæl kort om de regler og krav som der gælder ved MEA. 
      ca. 5-10 min   
• Vores roller i klasserummet(Det er eleverne som selv skal komme op med løsningen, så vi skal ikke 
hjælpe for meget) 
• Der skal laves en præsentation af deres løsning på   ca. 5 min 
• Det er vigtigt at kommunikationen fungere i gruppen, der skal tages fælles beslutninger, der skal 
stilles spørgsmål til hinanden samt skal man kunne lytte. 
Eleverne læser teksten igen, og snakker sammen om teksten.  ca. 10-15 min 
Introduktion til problemstillingen, vises på overhead og udleverer problemstillingen samt fodspor og 
eleverne sættes i gang      ca. 35-50 min 
Introduktion til præsentationen    ca. 5 min 
• Der introduceres til hvordan de skal evaluere grupperne 
Præsentationer(Foregår i klassen og som diskussion)   ca. 30 min 
Udleverer student reflection form og eleverne udfylder dette  ca. 10 min 
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Elevresultater fra interventionen 
Gruppe 1 
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Gruppe 2 
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Gruppe 3 
 
Del 3, side 173 af 281
  Bilag A310 
 
 
 
  
Del 3, side 174 af 281
  Bilag A310 
 
Gruppe 4 
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Gruppe 5 (Observationseleven sidder i denne gruppe) 
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Gruppe 6 (Fra anden interventionsdag, hvor observationselev nr 2 sidder) 
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Modelleringsopgave 3, Livreder med blæst 
 
En nødstedt person er drevet ud i vandet på sin luftmadras, og han ligger nu i punktet N. Han vil meget 
gerne redes af en livreder som står inde på land, inden der kommer hajer og spiser ham. Til det tidspunkt 
hvor livrederen starter sin tur, begynder blæsten at tage fat i den nødstedte person således at han bevæger 
sig med konstant hastighed v=1m/s, i en lige linje væk fra land. 
Livrederen har på land en bil med en båd på og han har følgende muligheder. 
Med bilen kan han køre 40km/t, mens han med båden kun kan sejle 20km/t 
Hvornår skal livrederen skifte til båd, således at han kommer ud til den nødstedte person hurtigst muligt 
a) Du skal ved hjælp af matematisk modellering løse denne problemstilling og finde ud af hvor  
livrederen skal skifte fra bil til båd. 
b) Du skal benytte dig af modelleringscyklussen og tydeligt redegøre/forklare de forskellige processer 
Du kan med fordel kigge i Taxa eksemplet.  
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Big foot 
Elevrefleksionsskema 
 
Klasse:   Navn: 
 
1 Hvilke matematiske eller videnskabelige begreber og kompetencer (fx forhold, ligninger, vektorer, 
kræfter, hastighed eller impuls)benyttede du for at løse det givne problem? 
 
 
2 Hvor godt forstod du de begreber, du anvendte (anlæg her en helhedsorientering)? 
Slet ikke       En smule                  En hel del Det meste            Det hele 
Redegør for dit valg ovenfor: 
 
 
 
3 Hvor godt arbejde din gruppe sammen? 
 
 
 
4 Hvorledes kan samarbejdet forbedres? 
 
 
5 Har denne aktivitet ændret den måde, hvorpå du tænker om matematik? 
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Sammenligning af svar fra spørgeskema 
Anvendelse 
Navn/spørgsmål 7 17 27 33 
M før 10 10 10 10 
M efter 8 8 9 8 
AM før 6 6 9 5 
AM efter 10 8 5 7 
 
Process 
Navn/spørgsmål 6 16 26 32 
M før 10 10 10 10 
M efter 8 8 5 8 
AM før 8 10 7 8 
AM efter 7 8 5 7 
 
Formalisme 
Navn/spørgsmål 5 15 25 31 
M før 10 10 10 8 
M efter 8 8 9 8 
AM før 8 10 10 8 
AM efter 10 8 5 7 
 
Skema 
Navn/spørgsmål 8 18 28 34 
M før 10 10 10 10 
M efter 8 9 8 9 
AM før 10 8 6 6 
AM efter 10 10 7 5 
 
Regid Skema 
Navn/spørgsmål 9 19 29 35 
M før 1 1 7 5 
M efter 4 3 7 3 
AM før 4 4 5 4 
AM efter 3 2 3 4 
 
Glæden ved matematik 
Navn/spørgsmål 4 14 24 30 
M før 3 4 7 5 
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M efter 8 7 6 8 
AM før 8 8 9 7 
AM efter 8 7 5 4 
Reflekterende modellør 
Navn/spørgsmål 3 12 22 
M før 5 5 10 
M efter 7 5 9 
AM før 5 4 7 
AM efter 1 8 7 
 
Virkelighedsfjerne modellør 
Navn/spørgsmål 1 2 10 
M før 5 5 1 
M efter 3 10 1 
AM før 2 10 1 
AM efter 1 10 1 
 
Matematikfjerne modellør 
Navn/spørgsmål 11 20 21 
M før 10 7 6 
M efter 10 2 4 
AM før 10 4 5 
AM efter 10 1 4 
 
Uinteresseret modellør 
Navn/spørgsmål 13 23 
M før 1 1 
M efter 1 2 
AM før 1 1 
AM efter 3 1 
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Optælling af detektionstest 3 Præmatematisering Afmatematisering
Helsingør Gymnasium Matematisering Validering
Matematisk problemløsning
Opgave 4 13
Elev Tid/proces a b d a b c d a b c d b a b c d e a b c d e a b c d a b c d e (b) e (b) e (a) b c d c d d
A 1 time f r r r r r r i i i i f d d d r i i i i i i d f f d i i i i i i d i r i i f f i i f
AN 1 time r r r r r r r i i d r r i i i d i d d i r i d r r r i d d r i r r d r i d r r d i r
AS 1 time r r r r r r r i i d r r d d d r i d d d r d i i i i i i d r d i d i r i r r r i i f
EL 1 time f r r r r r r d d d r r d d d r i i d i f i r r d i d d d i i d r i r i r r r d d r
E 1 time f r r r r r r i i d r r i i i f i d d i r d i f d d d r r r i d r d r i i f f d r d
EM 1 time r r r r r r r d d i i r d d d r i i i i i i d f d d d d i i i i i i r i r d r i i r
I 1 time r r r r r r r i i i i r d d d r i d d i d d i f d d d d d r i d r i f i d i i i i d
J 1 time r r r r r r r d i i d r r d d r i d d i f i d d d d d d i r i i d d r i r r r r r r
K 1 time r r r r r r r i i i d r d d d r i f i i f f d d d d d d r r i d r d r i r r r i i r
M 45 min r r r r r r r i i i f r d d d r i d d i d i i f d d d r r r i d r d r i d d d i f r
N 35 min f r r r r r r i i i f r i d i d i d d i f i i f d d i i i f i d r d r i i f f i i r
NI 1 time r r r r d r r i i i i r d d d r i d d i r d d r r r i d i d i d r d r i r r r i i r
O 1 time r r r r r r r d i i d r i i i i i d d i f i d r i i d d d r i i d d r i f f f i f r
P 1 time r r r r r r d d d i i r i d i i i d d i r d d r r r r d r r i d r i d i r d r d i r
Q 1 time r r r d d d d f i i f r d d d r i d d i d d i i i i i i i i i i d d r i i f f i i i
S 1 time f r r r r r r i i i i r d d d r i f i i f i i f d d i d i i i d r d r i r d r i i r
SØ 1 time r r r r r r r d i i d r d d d r i d d d r d r r r r d r r r i i r i d i f f f i f r
T 1 time r r r r r r r i i i i r d d d r i d d d r i i f d d d r r r i i d i d i r d i i i i
Antal rigtige 13 18 18 17 16 17 16 0 0 0 4 17 1 0 0 13 0 0 0 0 7 0 2 6 4 4 1 4 6 11 0 1 11 0 14 0 9 6 9 1 2 12
Antal delvis rigtige 0 0 0 1 2 1 2 6 3 4 4 0 12 15 13 2 0 13 14 3 3 7 8 2 10 10 10 10 5 1 1 9 6 10 3 0 3 5 1 4 1 2
Antal forkerte 5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 3 1 0 0 0 1 0 2 0 0 6 1 0 8 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 2 6 6 0 3 2
Antal ubesvarede 0 0 0 0 0 0 0 11 15 14 7 0 5 3 5 2 18 3 4 15 2 10 8 2 3 4 7 4 7 5 17 8 1 8 0 18 4 1 2 13 12 2
Sum af forkerte og ikke besvarede 5 0 0 0 0 0 0 12 15 14 10 1 5 3 5 3 18 5 4 15 8 11 8 10 4 4 7 4 7 6 17 8 1 8 1 18 6 7 8 13 15 4
71 2 3 5 6 8 9 10 11 12
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Interview med Q 
Lærer: Jeg skriver lige 7 på blokken, fordi vi begynder med spørgsmål 7. Det, der skal se nu så, Q, det er, at 
jeg vil snakke lidt med dig om det, du har skrevet, og så kunne det jo godt være, at du havde behov for at 
skrive lidt eller lave nogle tegninger eller lignende, og så kan du gøre det her på blokken. 
Lærer: Vi starter med opgave 7 - den har du ikke besvaret? 
Elev: Nej. 
Lærer: Nej, og det er der helt sikkert en eller anden god grund til. Det kan være, at du løb tør for tid eller? 
Elev: Ja, altså… jeg så på den, og så tænkte jeg... den så svær ud, og så sprang jeg den over. 
Lærer: Hvad er det, der får den til at se svær ud? 
Elev: Øhm, at jeg ikke umiddelbart vidste, hvordan jeg skulle bevare... (vi ser et typisk eksempel på iværksat 
foregribelse) 
Lærer: Du har simpelthen ikke en idé om, hvilken vej du skulle gå? 
Elev: Nej. 
Lærer: Det er faktisk noget af det, der er rigtigt svært ved matematisk modellering, fordi man skal stille 
noget matematik op, som man i virkeligheden ikke aner, om man skal bruge, eller måske ved man ikke, 
hvordan man skal udføre problemløsningen efterfølgende, så det er faktisk fuldt forståeligt. Nu er vi jo 
blevet klogere, siden sidst du arbejdede med opgaverne, for vi ved nu, at der er noget, der hedder 
præmatematisering, matematisering, matematisk problemløsning, afmatematisering og validering, så hvis 
nu vi kigger på det og tænker præmatematisering, hvad kan vi så gøre her?  
Elev: Mm… 
Lærer: Vejen op er 4 km lang. 
Elev: Ja… 
Lærer: Hvad med vejen ned? Ved vi noget der? 
Elev: Den er vel den samme. 
Lærer: Det kunne vi i alle fald antage, og det er en del af præmatematiseringen, Kan du se det? 
Elev: Mm... 
Lærer: Så hvis nu vi ved, at vejen er 4 km op, og den også er det ned, kunne det så hjælpe os til at løse 
opgaven? 
Elev:... 
Lærer: Vi kender farten op, ikke? 
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Elev: Mm… 
Lærer: Hvad med farten ned, hvor stor er den? 
Elev:... øh… mm... altså den vil vel være hurtigere, den vil være større. 
Lærer: Ja, det er fuldstændigt rigtigt. 
Elev: Det er bare det, der forvirrer mig lidt. 
Lærer: Ok, hvad er farten op?... Har du et bud på det?... Når du læser teksten dér (peger på teksten)? 
Elev:... altså, mm... (lang pause), nej, ikke helt. 
Lærer: Okay, der står her, at Rikke kan bestige bakken med en gennemsnitsfart på 3 km i timen, så farten 
op er 3 km i timen. Hvad så med ned, hvis du kigger på teksten? 
Elev: Den er dobbelt så hurtig. 
Lærer: Ja, det er korrekt, og dermed hvor meget? 
Elev: Så må den vel være… 6 km i timen (spørgende)? 
Lærer: Godt, så nu ved vi, at når hun går op, så er der 4 km, og hun kan gå 3 km i timen. Når hun går ned, er 
der 4 km, og hun kan gå 6 km i timen. 
Elev: Ja... 
Lærer: Kan vi så finde den samlede gennemsnitsfart for den tur dér? 
Elev: Øhm... (lang pause). Ja, kan man bare tage gennemsnittet af det, tænker jeg, eller hvad? 
Lærer: Altså af 3 og…? 
Elev: Og 6. 
Lærer: Okay, altså det er jo i hvert fald et bud. Har du andre bud? 
Elev: Mm... 
Lærer: Kunne du prøve at skrive, hvordan man egentlig finder en gennemsnitsfart? 
Elev: Mm... Nej, jeg kan altså ikke se det. 
Lærer: Nej, men kunne du prøve lige at skrive ned her, hvordan man finder en gennemsnitsfart? 
Elev:... Mm... 
Lærer: Det har du ikke noget bud på? 
Elev: Nej. 
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Lærer: Okay, det er fint. Så ved vi jo dét. 
Opgave 8 
Lærer: Det er den der med to pizza 'er. 
Elev: Ja. 
Lærer: Samme slags og tykkelse står der, men størrelsen er forskellige. Og så er der lidt med diameter og 
priser og sådan nogle ting, og så skal vi finde ud af, hvilken en vi vil have, hvis vi gerne vil have så meget 
som muligt for pengene. 
Elev: Mm… 
Lærer: Du har heller ikke svaret på den? 
Elev: Nej… 
Lærer: Er det lidt den samme problematik? Du har ikke nogen idé om, hvordan man kunne løse den? 
Elev: Altså, jeg havde en idé, men jeg kunne ikke lige... Altså, jeg tænkte, at jeg ville finde arealet, men jeg 
kunne ikke huske formlen. 
Lærer: Super, er du kommet i tanke om den siden? 
Elev: Nej.  
Lærer: Okay, og selvom du ikke kunne huske formlen, kunne du jo godt have skrevet noget ned med 
arealet, men hvis nu jeg fortæller dig, og du skriver ned her, at arealet er lig med pi divideret med fire 
gange d i anden, hvad så? Hvad kunne vi finde på at gøre, tænker du? 
Elev:... øhm... ja... (Lang pause)...  Jeg tænker, at man jo kunne finde arealet af den, og så se, hvilken der var 
størst. 
Lærer: Vi ved jo godt hvilken en, der er størst, det er selvfølgelig den med diameteren på? 
Elev: Hm, nå  jå. 
Lærer: Ja, så det er ikke nok med ... 
Elev: Nej, nej, nej, det er rigtigt nok, jeg kan godt se det. 
Lærer: Men hvad er det så, vi skal? Du er rigtigt tæt på nu. 
Elev:...(pause) 
Lærer: Nu siger vi, at vi har fundet arealet på den lille pizza og den store pizza. Hvad skal vi så? 
Elev: Øhm…  man kunne vel... kunne man se forskellen?... nej… 
Lærer: Vi skal finde ud af, hvilken pizza, der giver mest for pengene, så hvad kunne vi finde på at gøre? 
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Elev: Man kunne måske se hvor meget én krone var eller sådan? 
Lærer: Ja, det er fuldstændig rigtigt. Hvordan ville man regne det ud? 
Elev: Øhm, så kunne du vel bare... kunne du ikke dividere det? 
Lærer: Ja, dividere hvad med hvad? Du må gerne skrive det ned. 
Elev: Altså arealet med antal kroner. 
Lærer: Ja, og så står vi med to tal: Et tal for den store pizza og et tal for den lille pizza. Hvilken én skal man 
så vælge? 
Elev: Øh.. Jeg bliver, jeg er lidt forvirret.. Jo, jeg kan godt  
Lærer: Du må gerne skrive ned. Jeg tænker, at det kan hjælpe dig. 
(der skrives ikke noget ned) 
Lærer: Du vil ikke skrive ned? Er det pennens skyld? 
Elev: Ja, måske - det ved jeg ikke. 
Lærer: Den gør ikke noget . Ok - du har arealet af den store pizza divideret med prisen for den store pizza, 
hvilket giver et tal, og du har et tilsvarende tal for den lille pizza. Hvordan beslutter du dig så for, hvilken 
pizza du skal vælge? 
Elev: Det er vel det, der har den... det største tal, så? 
Lærer: Det er rigtigt - super godt. Jeg skal lige høre: Hvilken form for præmatematisering har vi gjort i denne 
opgave? 
Elev: Øhm... altså... (lang pause) hmm… Det ved jeg faktisk ikke. Er der nogen? 
Lærer: Ja, måske. Hvilken form har en pizza? 
Elev: Den er rund, cirkelformet. 
Lærer: En perfekt cirkel? 
Elev: Ikke nødvendigvis. 
Lærer: Ikke nødvendigvis helt rund - det er rigtigt. Hvad er der mere?... Hvis man har siddet og spist en 
pizza sammen, så ligger nogle gange noget tilbage på tallerkenen. Hvad er det? 
Elev: Skorperne? 
Lærer: Det er fuldstændigt rigtigt, så der er flere idealiseringer, vi skal foretage os.  
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Opgave 9 
Lærer: Godt, hvis vi går videre til den næste opgave, så ser det jo sådan her ud: Vi skal sælge to aviser, og 
man bliver aflønnet forskelligt. Du skulle så tage stilling til hvilken af de viste grafer, der hører til de to 
situationer. Kan du fortælle lidt om din argumentation fra tekst til figur? 
Elev: Jo, jeg har valgt d'eren. Jeg tror, at jeg har tænkt, at ..vent lige lidt... den ene den... øhm..., altså at 
den... nej... man får den samme løn, indtil der var tjent et bestemt antal..., men det ved jeg ikke rigtigt, om 
det giver mening. 
Lærer: Måske, taler vi Tidende eller Posten lige nu? 
Elev:...Det er vel denne her (peger på Posten) 
Lærer: Ja, så den graf, der er udtryk for teksten, hvordan vil den se ud? 
Elev: Altså, den vil vel først være lineær og så knække, eller hvordan man siger det. 
Lærer: Og hvorfor vil den knække og blive stejlere? 
Elev: Fordi efter et bestemt antal aviser, så vil der være højere løn. 
Lærer: Ja, det er rigtigt, så når vi taler Posten og dermed de stiplede kurver, så er det enten C eller D? 
Elev: Ja. 
Lærer: Hvad så med Tidende? 
Elev: Pause... hm... Jeg tænkte lidt, at det var lidt det samme, fordi at.. øh.. at nu har.. når der var optjent så 
og så mange, så ville man bagefter få ekstra for det. 
Lærer: Okay, så hvor meget tjener jeg, hvis jeg sælger 0 eksemplarer af Tidende? 
Elev: Øhm... hvis du sælger nul... så 60 vel. 
Lærer: Ja, og for hver ekstra avis jeg sælger, så får jeg yderligere nogle penge, ikke? 
Elev: Jo.. 
Lærer: Så hvilken kurve, tror vi, passer på Tidende? 
Elev: Altså, det...den der? 
Lærer: Ja, det er den, og du peger på C. Ja, det er fuldstændig rigtigt.  
Lærer: Hvis vi kigger på de her to opgaver, så er de i virkeligheden ret forskellige. Kan du prøve at fortælle 
lidt om forskellen på de her to opgaver - altså rent modelleringsmæssigt? 
Elev: Øh, altså den her skal man jo sådan... ja, ved ikke.. hm... Jeg ved ikke, jeg er virkelig dårlig til det her, 
og jeg kan ikke. 
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Lærer: Nej, nu skal vi jo lige lære det, men okay - umiddelbart kan du ikke se nogle forskelle. 
Elev: Jo, jeg kan godt se, der er en forskel, men jeg kan ikke se præcis hvad. 
Lærer: Heller ikke, hvis du bare bruger dine egne ord på en eller anden måde? 
Elev: Altså denne her (peger på avisopgaven) er måske lidt mere sådan direkte, eller hvad man skal sige. 
Lærer: Ja, så der mangler noget i opgave 9 i forhold til opgave 8, kan man sige. Hvad er det, der mangler - 
hvad er det, du skal gøre her (opgave 8), som du ikke skal gøre her (opgave 9)? 
Elev: Øh...  
Lærer: Her oppe (opgave 8) skulle vi faktisk lave en lille præ-matematisering, ikke? 
Elev: Jo. 
Lærer: Skal du også gøre det hernede (opgave 9)? 
Elev: Nej. 
Lærer: Ok, er der andet, du ikke skal gøre? 
Elev: Øh... 
Lærer: Jeg spørger lige på en anden måde: Har du en model hernede (opgave 9) egentlig? Har du en 
matematisk model, der beskriver de her to situationer? 
Elev: Nej... eller hvad? 
Lærer: Det ved jeg ikke. Jeg spørger dig . 
Elev: Men er der ikke det i begge opgaver? 
Lærer: Ok, ved du hvad, hvis du skriver 10, så er det fint. Ingen problemer, vi er jo bare ved at undersøge 
lidt her. 
Elev: Ja, ja. 
 
Opgave 10 
Lærer: I denne opgave med gyngen har du valgt kurve "a". Kan du fortælle lidt om det? 
Elev: Øhm... Fordi at jeg tænkte, at når man gynger, så kommer fødderne jo.. altså kommer ned og så op. 
Lærer: Ja, her (peger på b) kommer de jo også ned og op. 
Elev: Ja, men jeg tænkte, at de kommer højere op - i hvert fald i starten. 
Lærer: Ja, de kommer også højere op her (peger på d). 
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Elev: Ja (ler) 
Lærer: Jeg spørger bare. Altså hvis dit argument er, at fødderne kommer højere op, så kommer de jo også 
højere op der, men den har du ikke valgt - hvorfor? 
Elev: Fordi de bliver højere hele tiden. 
Lærer: Og det er ikke tilfældet- super. Vil du ikke skrive 11? 
 
Opgave 11 
Lærer: Så har vi den med terningen, hvor kanterne... 
Elev: Ja. 
Lærer: Hvad tænker du om den? 
Elev: Ja, jeg kan godt huske, at jeg lavede den forkert. 
Lærer: Okay, hvordan er den forkert, og hvordan kom du i tanke om det? 
Elev: Fordi at jeg tænke, at terningen... altså jeg kom til at... hvad er det nu, det hedder... altså den skulle 
være.. skulle den ikke være større? 
Lærer: Jo. 
Elev: Også gjorde jeg det ikke på alle siderne. 
Lærer: Hvad er så det korrekte svar egentlig? Altså hvor mange gange større er massen så? 
Elev: Øhm... det må være seks gange... nej, jeg skal lige... 
Lærer: Ja, det er fint - du må gerne skrive, og du må gerne tegne . 
Elev: Jo, jo, det er bare fordi, jeg skal lige se opgaven (lang pause). Jo det må vel være seks gange. 
Lærer: Ok, hvordan kommer du frem til det? Kan du skrive det ned. 
Elev: Øhm... eller hvad... øhm... mm...  
Lærer: Nu har vi jo at gøre med en terning, og en terning er en terning, hvorimod en pizza ikke nødvendigvis 
er en rund pizza, så der er ikke så meget præmatematisering her - ok? Hvordan ville matematiseringen til 
den her opgave se ud? Kunne du prøve at skrive det? 
Elev: Altså, man ville se, hvor mange kanter den havde, og så... 
Lærer: Måske ville en matematisering her bestå af en tegning og noget matematik, hvor man prøvede at 
regne på et eller andet. Hvad kunne man forestille sig, at matematiseringen ville være her? 
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Elev: (lang pause igen) matematiseringen? Man ville tage hver side og gøre dem 2 cm længere. 
Lærer: Ja, det lyder rigtigt, så prøv at skrive det ned. Det er jo en lækker pen :-) (der tegnes en terning). Er 
det den store eller den lille? 
Elev: Det er den lille. 
Lærer: Hvordan ville den store se ud så (der tegnes igen, se nedenfor)?  
 
Lærer: Fint du tegner dem ind i hinanden. Hvad er løsningen så, nu du har lavet den fine tegning? 
Elev: (lang pause igen) 
Lærer: Sidekanterne er dobbelt så store her (peger på den store terning), ikke? 
Elev: Jo. 
Lærer: Men er det sidekanterne, der bestemmer, hvor meget større massen er på den store terning? 
Elev: Øh... (pause) nej? 
Lærer: Nej, det er det ikke, hvad er det så? 
Elev: Det er vel voluminet, eller hvad man skal sige. 
Lærer: Det er rigtigt, så hvor meget større er voluminet af den store tegning i forhold til den lille terning? 
Elev: Seks gange? 
Lærer: Prøv at skrive, hvordan du regner det ud. 
Elev: Altså...(pause)... øh... men altså hvis den her.. jeg er lidt forvirret. Den (den store tegning) er større 
end den her (den lille terning), men hvis nu man skulle regne det ud, så er den (den lille terning) ikke med i 
eller hvad? 
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Lærer: Altså den lille terning? Det vil den jo være, om jeg så må sige, for den kan jo være inde i den store. 
Hvor mange gange kan den lille terning egentlig være inde i den store terning? 
Elev: Pause... aj, den kan være der otte gange. 
Lærer: Ja, det kan den - der så du det lige. 
 
Opgave 12 
Lærer: Vil du skrive 12 et eller andet sted heroppe? Vi er næsten færdige - hold ud. Det er en ordentlig lang 
tekst dette her. Hvad synes du om det? 
Elev: Jeg nåede slet ikke og læse den. 
Lærer: Du nåede ikke at læse den? 
Elev: Nej. 
Lærer: Ok, var det fordi, du sprang den over i første omgang og gik videre? 
Elev: Nej, tiden løb ud for mig. 
Lærer: Ok, så hvis du nu lige læser den, hvad tænker du så om den? Du får selvfølgelig lidt tid her. 
(der læses og tænkes) 
Lærer: Hvordan kunne man finde den alder, der spørges til? 
Elev: Ja, øhm... det kan jeg ikke lige umiddelbart se. 
Lærer: Nej, okay - det her (peger på den del af opgaveteksten, der er i kursiv), hvad kunne det minde om? 
Elev: Jeg kan slet ikke se... 
Lærer: Det er fint nok, jeg spørger bare på en anden måde, så: Dette her er jo en tekst - kunne man skrive 
det kortere med noget matematik på en eller anden måde? 
Elev: Altså du kunne jo godt sætte... altså man ved jo ikke, hvad det (hjertefrekvens) og det (alder) er, så 
man kunne godt sætte nogen... 
Lærer: Ja, det kunne man da. Hvor gør vi også det henne? Hvor sætter man noget ind på en plads og regner 
noget andet ud? Hvad er det, vi arbejder med, når vi gør sådan?  
Elev: Funktioner? 
Lærer: Det er funktioner, så det her (peger på den øverste tekst i kursiv) er i virkeligheden en funktion. 
Hvad er det (peger på den anden tekst i kursiv) her så? 
Elev: Det er vel også en funktion. 
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Lærer: Godt, hvordan ville jeg så kunne finde den alder, der spørges til hernede i teksten? 
Elev: Altså, du kunne vel lave en funktion, tænker jeg, og så... men den kan man vel ikke? 
Lærer: Jo, det kunne man godt. Man kunne omskrive teksten til to funktioner, og den alder, der spørges til 
her, hvad har den så at gøre med de to funktioner? 
Elev: Øhm... (lang pause)  
Lærer: Det ville være skæringspunktet, ikke? 
Elev: Jo, okay. 
Lærer: Hvis man så fandt skæringspunktet, og det hed for eksempel (40,200), hvad ville svaret så være på 
denne opgave? 
Elev: Det ville være 40, for det er jo x. 
Lærer: Bare 40? 
Elev: 40 år. 
Lærer: Det er fuldstændig rigtigt. Godt sidste spørgsmål: Igen er der forskel på de her to opgaver rent 
typemæssigt - altså opgave 11 og 12. Hvad er forskellen? 
Elev: Øhm...altså der er ikke nogen præmatematisering her. 
Lærer: Hvor er her? 
Elev: I opgave 11. 
Lærer: Det er rigtigt, der er ikke megen præmatematisering der. Er der i opgave 12? 
Elev: Ja... 
Lærer: Ok, hvori består den så? 
Elev: Eller...det ved jeg faktisk ikke... det gør det jo heller ikke egentlig. 
Lærer: Nej, der er heller ikke præmatematisering i opgave 12. Foregår der så en matematisering? 
Elev: Ja. 
Lærer: Ok, hvor sker det henne? 
Elev: Er det ikke her, hvor det (teksten) laves om til en funktion? 
Lærer: Ok, det kan man jo godt sige, og der, hvor vi finder skæringspunktet mellem de to funktioners 
grafer, hvad er det for en delproces i de fem delprocesser, som matematisk modellering består af? 
Elev: Hvad er det nu, den hedder, er det ikke den, der kommer efter matematiseringen? 
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Lærer: Ja, og hvad hedder den? 
Elev: Er det ikke noget med problem… 
Lærer: Jo, hvad er det, man gør i den fase. 
Elev: Man sådan udregner, eller hvad man skal sige, og så afmatematiserer man. 
Lærer: Ja, det er fuldstændigt rigtigt. Godt, lad os holde for i dag. 
Del 3, side 196 af 281
Bilag C33 
Interview med N 
Opgave 7  
Lærer: Det er tanke, at du prøver at forklare, hvad er du gør her. Og nu har vi jo har arbejdet lidt med 
matematisk modellering, så hvis du prøver at sætte det i relation til faserne. 
Elev: Øhm, altså der står, at man skal finde ens gennemsnitsfart, så jeg har taget altså den hun bruger på at 
gå op, og den hun bruger på at gå ned, og så lagt dem sammen og taget gennemsnittet af det resultat. 
Lærer: Ja, det ser sådan ud. Ok, hvad tænker du om resultatet? Giver det mening?  
Elev: Altså, den er 4 km lang, så det har taget hende under en time at gå den. 
Lærer: Ja, hvor lang tid har det egentlig taget at gå op så? Du må gerne skrive ned, hvis det kan hjælpe dig. 
Elev: Nej, nu ved jeg generelt hvad det skal cirka tage at gå en kilometer. 
Lærer: Det kan man jo også kigge på, fordi... 
Elev: Men det er med hurtigere fart, så det... 
Lærer: Er den fart, du bruger, interessant for løsningen af sådan en opgave her? 
Elev: Nej. 
Lærer: Nej, det er den egentlig ikke, så hvad siger vi til farten her? 
Elev: Den er ikke så hurtig. 
Lærer: Nu er det også opad. 
Elev: Ja. 
Lærer: Så hvor lang tid tager det at gå en km for eksempel - når hun går opad? 
Elev: Øh... det tager... hun går 3 km i timen, og der er 4 km, så tager det jo... at gå én kilometer, så vil det 
tage... øh... jeg skal omvende hendes hastighed. 
Lærer: Ja, det kan være, at det hjælper, hvis du skriver lidt ned? 
Elev: Det er bare den, jeg er vant til - det er 7 km i timen. 
Lærer: Ja, så du går 7 km i timen, når du går på vandret underlag (eleven er spejder, hvorfor hun vandrer en 
del)? 
Elev: Ja, gennemsnitsfarten skal være 7 km i timen. 
Lærer: Ok, den første fase i modellering, hvad var det nu den hed. 
Elev: Jeg kan ikke huske navnene på dem. 
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Lærer: Nej, men kan du så huske, hvad man gør i første fase? Det kan være, at det kan hjælpe dig lidt. 
Elev: Jeg er ikke sikker på første fase - det er det, der er problemet. 
Lærer: Ja, ok. Godt - så umiddelbart er det din fornemmelse, at dit svar holder? 
Elev: ... det er jeg ikke helt sikker på. 
Lærer: Nej - ok, hvad gør dig usikker? 
Elev: At det virker lidt mærkeligt, at hun bruger... altså, hvis hendes gennemsnitsfart er på 4½, så bruger 
hun jo mindre end en time på at gå op ad bakke. 
Lærer: Øhm, ja, det kan jo godt sige, men hvad så når hun går ned, fordi der går hun jo alt andet lige 
hurtigere? 
Elev: Ja, der går hun med 6 km i timen, så går hun jo... altså, så har hun lige sådan 2 km ekstra som hun ikke 
behøver bruge tid på. 
Lærer: Okay, ved du hvad, vi løber videre. 
 
Opgave 8 
Lærer: Hvis du lige vil skrive 8 her på blokken, så ved vi, hvor vi er. Ok - det er noget med nogle pizzaer, og 
du kender opgaven. 
Elev: Ja. 
Lærer: Du havde lavet to tegninger og skrevet en konklusion hernede. 
Elev: Ja, meningen med de to tegninger var ligesom at finde ud af, hvad man skulle betale for en fjerdedel 
af pizzaen, så jeg delte sådan... tegnede pizzaen og delte den op og så hvor meget man skulle bruge på... 
Lærer: På hver kvart pizza? 
Elev: Ja, og jeg glemte lige at tage størrelsen med. 
Lærer: Ah, ja fordi den fremgangsmåde kunne man jo have brugt på en halv pizza også, eller også bare på 
den hele, og så ville du være kommet frem til samme resultat, så når du siger, at du glemte at tage 
størrelsen med, hvad mener du så der? 
Elev: At jeg ikke lige tænkte over, at den ene var større end den anden. 
Lærer: Ok - på den måde. Så når nu vi husker det, hvordan kunne du så regne den opgave? 
Elev: Jeg tænkte... nu sidder jeg og tænker lidt over, at man skulle finde ud af, hvor meget de ekstra 10 cm 
ville koste på... altså... 
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Lærer: Ja, det lyder fornuftigt. Hvordan kan man regne det ud? Du må meget gerne skrive noget her, hvis 
du har lyst eller behov for det. 
Elev: (der sker intet) 
Lærer: Når du siger: "hvor meget ekstra", hvad mener du så med det? 
Elev: Altså, de 10 cm, hvor mange penge mere.. altså, hvis den kostede 30 kroner, og man så for de der.. 
tilsat 10 cm, hvor meget skal du så betale for de sådan.. hele.. 10 cm cirkel - cirkel med hul i. 
Lærer: Ja, det er en cirkelring, ikke? 
Elev: Jo. 
Lærer: Okay, hvis nu vi regnede ud, hvor meget ekstra det koster at få den store pizza, kan man så bruge 
det til at finde ud af, hvilken pizza man ville foretrække? 
Elev: ... kan man vel på en måde, men det... 
Lærer: Men vi kan jo hurtigt sige: Den ekstra cirkelring, du får, den koster 10 kroner. 
Elev: Ja. 
Lærer: Hvordan kan man så på basis af det, finde ud af, om man skal vælge den ene eller den anden? Det er 
jo klart, at hvis du får en større pizza, så får du mere pizza, og du ved endda også, hvor meget mere du skal 
betale. 
Elev: Finde ud af hvor meget større den lille pizza så bliver - hvis man kan prisen. 
Lærer: Ja, men du kender jo både pris og størrelse. Hvad skulle man så gøre? 
Elev: ...(lang pause) 
Lærer: Ok, hvis nu vi starter med den allerførste fase, præmatematisering. Hvad kunne man så forestille sig, 
at man skulle tænke, inden man gik i gang med at løse selve opgaven? 
Elev: Det eneste, jeg kan komme på, er at finde formler for... 
Lærer: Ja, formler for hvad? 
Elev: For... altså, størrelsesforholdet. 
Lærer: Når du siger størrelsesforhold, hvad er det så for forhold du tænker på? 
Elev: Mellem altså... hvor stor er diameteren af pizzaerne og måske også mellem priserne. 
Lærer: Ja, så umiddelbart ville du kigge på forholdet mellem pris og forholdet mellem diameter? 
Elev: Ja. 
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Lærer: Men er det ikke cirka det samme, fordi prisen er 30 og diameteren er 30 for den lille pizza, og noget 
lignende gælder jo den store?  
Elev: Jo. 
Lærer: Så det bringer os egentlig ikke nærmere? 
Elev: Næ... 
Lærer: Ok, vi går videre til næste opgave. 
 
Opgave 9 
Lærer: Det er noget med to aviser, og man kan sige, at opgaven går ud på finde den graf, der repræsenterer 
de to tekster, så kan du prøve at forklare, hvad du har tænkt her. 
Elev: I følge mit svar så har jeg tænkt, at man vil blive betalt en bestemt pris, fordi jeg gik ud fra, at det der 
var 20 (peger på grafen), og den her var 40 øre (peger på grafen igen), og så når man kom til her, der må 
være 240, aviser, så vil den stige til det dobbelte. 
Lærer: Så den stiplede linje kunne godt være Zedland Posten (peger på D) 
Elev: Ja, men den der er magen til (peger på C). 
Lærer: Ok - så der er to muligheder. Hvordan kan det så være, at du er landet på C? Altså, du har forkastet 
A og B, fordi? 
Elev: De går lige. 
Lærer: Ok, hvordan kan det så være, at du har valgt C? 
Elev: ...(lang pause)... øhm fordi den havde en nogenlunde lige streg, men jeg tror, jeg mangler at kigge på 
den der (peger på teksten fra Zedland Tidende), fordi der får du et fast beløb. 
Lærer: Ja, det er rigtigt nok. 
Elev: Og så vil man ligesom mangle de der ekstra for ekstraaviserne. 
Lærer: Hvis nu du sælger nul aviser i en given uge, hvor mange penge for du så, hvis du arbejder for Zedland 
Tidende? 
Elev: Øh, 60. 
Lærer: Ok, og hvis du sælger 10 aviser? 
Elev: ... øh 60 en halv. 
Lærer: Ja, det faktisk rigtigt, og 100 aviser? 
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Elev: 65. 
Lærer: 65, det er fuldstændigt korrekt, så når nu du fint oversætter teksten til nogle tal, hvad tænker du så 
om grafen? 
Elev: Jeg tænker, at der er D, fordi der er det faste beløb, selvom du ikke sælger en avis. 
Lærer: Ok, hvis nu jeg solgte 10 aviser, hvor ville jeg så være henne på kurven? 
Elev: Det kunne så være 10 der. 
Lærer: Så hvis nu vi ser, at 10 er der, hvad så hvis jeg kune sælger 5? 
Elev: Så er det endnu længere inde. 
Lærer: Så er det endnu længere ind, men denne del af kurven ser jo vandret ud. 
Elev: Ja... så er det vel den (peger på C). 
Lærer: Ja, det er fuldstændig korrekt - super. Så går vi videre til opgave 10. 
 
Opgave 10 
Lærer: Det var denne her med gyngen, og der har du valgt "A" i forhold til teksten. Kunne du prøve at 
knytte lidt ord til det? 
Elev: Øhm, fordi jeg tænkte, at han... at når man så gynger, så flyver man op og så ned igen med samme... 
ligesom når et pendul svinger. Men han bevæger sig jo samtidig, så han kommer højere og højere op, i 
stedet for at hans afstand bliver mindre. 
Lærer: Så det kan ikke være "B"? 
Elev: Nej,. for så skal han gynge med samme hastighed. 
Lærer: Højde? 
Elev: Ja, samme højde. 
Lærer: Ok, super. 
 
Opgave 11 
Lærer: Så har vi en terning, den er lavet af træ, og alle kanterne, står der, er 2 cm, den vejer 4,8 gram og så 
videre, og hvis nu en terning af lavet af træ af samme type, og kantlængderne er dobbelt så store, hvad 
vejer den så? 
Elev: Så har jeg gået ud fra, at den vejer dobbelt så meget, fordi den er dobbelt så stor. 
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Lærer: Ja, hvad er det, der er dobbelt så stor ved den? 
Elev: Terningens... så sådan... areal... arealet af hver af fladerne. 
Lærer: Kunne du prøve at tegne en terning for mig hernede? 
Elev: I 3D? 
Lærer: Hvis du kan - det ville da være superflot. Hvis nu det er den lille terning, så prøv at tegne en terning, 
der opfylder tekstens beskrivelse - bare sådan cirka. 
Elev: (Der tegnes, se nedenfor) 
 
Lærer: Når nu vi kigger på det der, hvad ser vi så om størrelsesforholdet mellem de to terninger? 
Elev: Den der (den lille) er meget, meget mindre. 
Lærer: Hvor mange gange mindre er den, tror du? Kan man regne på det? 
Elev: Man kan da tage arealet af en af fladerne på den lille og sætte den ud på den store flade. 
Lærer: Hvor mange gange kan den være der? 
Elev: Fire gange. 
Lærer: Ok, så hvor meget vejer den store terning?  
Elev: ... fire... og nej det er ikke kun fire gange så meget, det er otte. 
Lærer: Det er rigtigt. Så hvis nu man skulle lave en reel modellering af dette her, hvad skulle man så sætte 
op? 
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Elev: Øhm... 
Lærer: Jeg spørger lige på en anden måde: Er det ændringen af sidelængden direkte, som bestemmer hvor 
meget mere den store terning vejer i forhold til den lille? 
Elev: Nej. 
Lærer: Er det arealet af sidefladen? 
Elev: Ja... er det vel. 
Lærer: Så, arealet af sidefladen her (peger på tegningen), hvor mange gange større var den end den lille? 
Elev: Fire. 
Lærer: Men vi blev enige om, at massen var otte gange større, så det kan heller ikke være sidefladen. Hvad 
er det så? 
Elev: Rumfanget. 
Lærer: Det er rumfanget, så hvad kunne man stille op af matematik, som gjorde os i stand til at beregne 
dette her? 
Elev: Det ligesom... 
Lærer: Ok, hvilken formel ville du bruge til at beregne rumfanget? 
Elev: Jeg kan ikke huske rumfanget af en firkant. Jeg kan kun for en cirkel, tror jeg. 
Lærer: Nej, ok, fint nok. Vi er lige straks færdige. 
 
Opgave 12 
Lærer: Dette var sådan en lang tekst, og så stiller du spørgsmålstegn i din besvarelse, men jeg kan se, at du 
har skrevet et eller andet, som du har visket ud. Hvad? 
Elev: Ja, jeg kunne ikke... jeg tror, at jeg forsøgte at skrive noget, men så blev jeg forvirret. 
Lærer: Ok, kan du prøve at forklare, hvad opgaven egentlig går ud på? 
Elev: Øh... (der læses). Jeg kan godt huske nu, hvorfor jeg anede, hvad jeg skulle svare. 
Lærer: Ja? Prøv at fortælle det. 
Elev: Fordi jeg sad og blev ved at forsøge at finde ud af, hvor gammel man skulle være, og det tog bare 
rigtig lang tid og sidde og indsætte forskellige tal. 
Lærer: Ok, du har simpelthen på en eller anden måde prøvet dig lidt frem. 
Del 3, side 203 af 281
Bilag C33 
Elev: Ja, jeg har prøvet mig frem ved at sige 208 minus parentes 0,7 og så en eller anden alder. Jeg ved 
ikke... der står 50 der, og jeg tror også, at jeg forsøgte med 90 og alt muligt. 
Lærer: Det er selvfølgelig en måde at gøre det på, men hvad hvis det søgte tal ligger mellem to heltal? Kan 
man gøre et eller andet, så man kan regne sig frem? 
Elev: Man kan vel lave sådan en funktion, ligning. 
Lærer: Ja, prøv lige at skrive ned hvad du kunne forestille dig, du skulle opstille af funktion her. 
Elev: (eleven tegner, se nedenfor) 
Lærer: Ok, nu har vi et koordinatsystem, hvad skal vi så komme ind i det, om jeg så må sige? 
Elev: Øhm... nogle aldre og nogle hjertefrekvenser. 
Lærer: Jae, nu sagde du noget med funktioner, så hvad kunne vi finde på, tror du? 
Elev: Øh... 
Lærer: Er der noget i teksten, som minder lidt om en funktion? 
Elev: Der var det der med, at de yngres falder, og de ældres stiger. 
Lærer: Ok, det er det, der minder om en funktion? 
Elev: For mig gør det. Jeg har aldrig været god til funktioner. 
Lærer: Nu har du sagt helt korrekt, at du ville have alder ud af førsteaksen og hjertefrekvens op af 
andenaksen, så x ville være alder, ikke? Og nu vi har slået det fast, er der så noget andet, du kunne pege på, 
som kunne være en funktion? 
Elev: ...(pause) dem her (peger korrekt på teksten i kursiv).  
Lærer: Ja, det er da korrekt. Hvilken type graf ville du få ud af sådan én her? 
Elev: Øh... (lang pause). 
Lærer: Det har du ikke lige noget bud på? 
Elev: Nej. 
Lærer: Hvad nu hvis jeg siger, at vi tager den øverste, og vi ser, at den minder om regneforskriften for en ret 
linje. Hvordan ville du så tegne den rette linje i dit koordinatsystem? 
Elev: Øh... 
Lærer: Hvor ville den ligge henne, og hvor stejl ville den være? 
Elev: Altså, hvis alderen er nul, så ville den jo... man ville starte med at sige: nul her (på x-aksen) og så gå 
220 op. 
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Lærer: Fint, sæt lige et kryds, hvor det er. Hvad så med stejlheden? 
Elev: Altså den vil jo gå sådan denne her vej, for når man bliver ældre, så falder den lidt. 
Lærer: Så prøv engang at tegne den linje. (linjen tegnes, se nedenfor). Går linjen gennem punktet (100,0)? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Elev: Øh... ja. 
Lærer: Ok, det var den funktion, hvordan vil den anden ligge? 
Elev: Den vil ligge på 208, hvis man er nul år. 
Lærer: Ja, hvad med stejlheden? Falder den mere eller mindre, end den første gør? 
Elev: ...den falder mindre, fordi den falder kun med 7 her, hvis 100 gange... nej, så falder den mere. Nej 100 
gange 0,7 er 70, så den falder mindre. 
Lærer: Ja, og hvad betyder det så for de to linjer - hvad gør de så? 
Elev: De...  
Lærer: Det er lidt fortegnet, men de vil skære hinanden. Hvordan kan man nu finde det skæringspunkt? 
Elev: ...det kommer jo an på, om man har grafen også. 
Lærer: Hvis nu det er tegnet præcist, hvad kunne man så gøre? 
Elev: Man kunne (med tryk på kunne) jo kigge på grafen. 
Lærer: Ja, og når du siger det sådan, så er det fordi hvad? 
Elev: Man sikkert.. man kan også godt finde det med en formel. 
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Lærer: Ja, det kan vi lidt bedre lide. Vi kan kigge på grafen og få en ide om forløbet, og vi kan kontrollere 
vores beregninger, men hvordan kan vi egentlig beregne det - hvad vil vi gøre der? 
Elev: Jeg tænkte på toppunktsformlen, men det er ikke rigtig et toppunkt. 
Lærer: Nej, det er jo ikke - det er rigtigt. Ok, inden vi løber videre: De to sidste er faktisk forskellige i deres 
struktur. Kan du se, hvad forskellen er på de to opgaver? 
Elev: ... Øh...  
Lærer: Hvis nu vi ser på de fem faser igen: Præmatematisering, matematisering, matematisk 
problemløsning, afmatematisering og validering, hvad tænker du så? 
Elev: Her har vi allerede en model. 
Lærer: Ja, det er rigtigt. Vi har faktisk en model i opgave 12 - det er godt set. Ok - vi tager den sidste opgave. 
 
Opgave 13 
Lærer: Så var der den der med den lille køretur. Prøv at forklare, hvordan du har læst den her (peger på 
graf). 
Elev: Altså, nu har jeg selv har sat ekstratider ind, men altså hun sidder der i bilen, og som kommer den kat 
der. Og så har hun... hvad stod der? Hun startede kl. 9 eller sådan noget. Nej, det står der ikke. 
Lærer: Nej det gør der faktisk ikke. 
Elev: Hvis vi siger, hun startede kl. 9... 
Lærer: Ja, prøv at forklare hele grafen. 
Elev: At det er ligesom hende hastighed, der stiger. Så har hun en konstant fart, og så ser hun den kat der, 
og så falder hendes fart drastisk, fordi hun trykker bremsen, åg så når den der kat ligesom er forbi, så 
starter hun med at køre hurtigere igen, og så har hun den konstante fart, og så regner jeg med at det er 
fordi hun stopper ved rødt lys, eller hun er nået frem. 
Lærer: Ja, det kan vi ikke vide. Hvorfor tror du, at den sidste konstante fart er lavere end den første? 
Elev: Hun er chokeret over, at hun var ved at ramme katten. 
Lærer: Det er rigtigt, tusind tak. 
 
Del 3, side 206 af 281
Del 3, side 207 af 281
Del 3, side 208 af 281
Del 3, side 209 af 281
Del 3, side 210 af 281
Del 3, side 211 af 281
Del 3, side 212 af 281
Del 3, side 213 af 281
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Virkelighedsfjerne modellører
Brugernavn
Jeg kan godt lide 
matematik, der ikke har 
noget at gøre med 
virkeligheden.
Jeg kan ikke lide 
matematisk modellering 
og ser ikke et behov for at 
løse virkelighedsnære 
problemer i matematik.
Jeg synes, at matematisk 
modellering er svær - 
særligt når modellen skal 
findes og ved 
afmatematiseringen og 
valideringen.
6 4 7
6 1 4
2 7 5
N 8 3 5
8 2 4
8 3 7
4 2 2
9 9 7
8 3 3
6 2 7
4 2 5
Q 7 5 10
3 4 9
1 2 4
6 4 5
8 1 8
10 1 7
104 55 99
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Matematikfjerne modellører
Brugernavn
Jeg kan godt lide 
matematik, der har noget 
at gøre med 
virkeligheden.
Jeg elsker matematisk 
modellering og løser 
hellere virkelighedsnære 
problemer i matematik, 
end jeg beskæftiger mig 
med matematik for 
matematikkens skyld.
Jeg synes, at matematisk 
modellering er sjovt, men 
det er svært at 
gennemføre 
matematiseringen og at 
finde løsningerne.
8 6 5
5 4 3
10 8 2
N 3 4 6
10 7 7
8 3 10
8 6 4
7 2 7
7 6 6
8 8 5
8 5 6
Q 6 3 9
9 5 9
9 8 9
10 2 4
9 8 9
9 3 4
Sum 134 88 105
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Reflekterende modellører
Brugernavn
Jeg kan godt lide 
matematik, uanset om 
den har noget at gøre 
med virkeligheden eller 
ej.
Jeg er lige så glad for at 
arbejde med matematiske 
modeller, som jeg er for 
at arbejde med 
matematikken selv.
Jeg har en positiv 
indstilling til matematisk 
modellering, der ikke 
giver mig særlige 
problemer.
8 5 9
10 5 8
6 8 10
N 8 3 5
10 8 7
9 4 8
8 5 6
10 5 9
10 7 7
7 8 8
7 5 4
Q 4 4 3
4 8 9
5 5 8
10 7 5
10 8 8
10 10 9
Sum 136 105 123
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Uinteresserede modellører
Brugernavn
Jeg kan ikke lide 
matematik, hvad enten 
den har noget at gøre 
med virkeligheden eller 
ej.
Jeg er hverken 
interesseret i matematisk 
modellering eller i 
matematik som sådan.
Jeg synes ikke, at 
matematisk modellering 
er noget værd, og jeg har 
problemer i næsten alle 
modelleringens 
delprocesser.
2 2 3
1 1 1
3 1 1
N 2 3 5
1 1 4
1 1 4
1 1 3
1 1 3
2 1 4
8 1 2
1 1 2
Q 5 5 5
1 2 2
2 4 3
1 1 4
1 1 1
1 1 4
Sum 34 28 51
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Formalismeaspektet
Brugernavn
Matematik er en stærk og 
eksakt videnskab.
Matematik er en logisk 
tænkning.
Matematik er sikker viden 
baseret på 
argumentation.
Matematik er 
ræsonnementer og 
beviser.
8 9 6 6
8 10 8 10
8 9 9 8
N 8 10 5 5
9 10 10 9
8 6 5 7
8 10 7 5
10 10 10 9
10 10 10 9
8 9 8 5
5 7 5 5
Q 10 10 9 7
8 5 8 5
9 9 8 5
8 9 7 7
10 9 10 9
9 10 10 9
Sum 144 152 135 120
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Procesaspektet
Brugernavn
Matematik er en proces, 
hvor man tænker over 
problemerne.
Matematik er en proces, 
hvorunder man kommer 
frem til idéer og løsninger.
Matematik er en proces, 
hvor man finder, skaber 
og opfinder matematik 
ved intuition og forsøg, 
hvorfor der undervejs i 
processen sker fejl, og 
modsætninger opstår.
Matematik er en proces, 
hvor sammenhænge 
opdages.
8 7 9 9
8 8 5 10
8 9 8 9
N 8 6 8 8
8 7 8 7
9 6 10 10
10 9 5 7
9 7 2 8
10 10 8 8
7 8 8 7
8 7 5 8
Q 9 8 5 10
9 8 5 9
8 9 5 7
9 10 9 10
10 10 7 10
9 9 8 10
Sum 147 138 115 147
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Anvendelsesaspektet
Brugernavn
Matematik kan bruges i 
praksis.
Matematik kan anvendes 
direkte.
Viden i matematik er 
vigtig i hverdagslivet.
Matematik er vigtigt i 
arbejdslivet.
8 9 7 8
10 5 10 10
9 8 9 9
N 8 5 4 8
10 8 9 10
1 8 10 8
10 9 8 10
10 10 5 8
10 8 7 8
10 7 8 8
9 5 7 6
Q 10 10 10 10
9 8 5 10
10 5 7 8
10 8 9 8
10 9 10 10
10 8 7 7
Sum 154 130 132 146
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Skemaaspektet
Brugernavn
Matematik er en samling 
af regler, der kan bruges 
til at løse en opgave.
Matematik er en samling 
af procedurer, der kan 
anvendes til at løse en 
opgave.
Når man bedriver 
matematik, skal man 
kunne huske regler, 
formler, fakta og 
procedurer udenad.
Når man bedriver 
matematik, skal man 
kunne anvende regler, 
formler og procedurer.
9 8 9 9
4 8 3 10
8 8 8 8
N 8 4 4 8
9 9 8 10
9 8 4 10
9 5 8 10
9 8 9 8
9 9 10 10
7 6 7 10
7 6 6 9
Q 9 7 9 10
4 3 4 8
5 5 6 10
8 9 7 10
1 6 7 9
9 10 8 10
Sum 124 119 117 159
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Rigidskemaaspektet
Brugernavn
Matematik er en 
værktøjskasse, som man 
ikke selv kan udvikle og 
forstå.
Matematik er en samling 
af formler, som man ikke 
selv kan udvikle og forstå.
Kun den matematik, der 
testes ved eksamen, er 
værd at huske udenad.
Beviset for en regel er 
ikke vigtig - det er 
derimod vigtigt, at man 
kan benytte reglen.
2 2 3 3
1 1 2 1
3 2 6 6
N 3 3 4 4
5 4 5 7
1 1 4 4
2 1 7 5
6 6 3 1
2 3 3 6
6 2 2 3
3 5 2 1
Q 1 5 3 3
2 1 2 2
7 4 3 2
1 1 1 4
1 1 1 1
1 3 3 5
Sum 47 45 54 58
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Selvopfattelse Karakter
Brugernavn
Min flid, indsats eller 
arbejdsiver i forhold til 
matematik er helt i top.
Min glæde og nydelse 
ved matematik er helt i 
top.
Jeg har en dyb interesse i 
matematik.
Jeg motiveres ved at 
arbejde med matematik.
Her angiver jeg mit 
karakterniveau i 
matematik.
8 8 8 9 10
8 8 8 8 10
8 8 8 8 7
N 5 8 8 5 4
7 8 9 9 2
9 6 8 4 10
5 7 7 7 10
9 9 7 7 10
6 8 9 8 12
8 8 8 8 10
8 5 8 3 7
Q 7 4 5 4 4
9 7 7 9 10
5 5 4 5 4
7 7 10 9 7
10 10 9 10 10
7 9 9 9 12
Sum 126 125 132 122
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Debat om opgave 5 i 13 spørgsmål fra 
Professoren 
I det følgende fælles arbejde skal vi sammen have modelleret situationen fra opgave 5 i 13 spørgsmål fra 
Professoren. Formålet er dels, at vi får løst opgaven, og dels at vi bliver mere bevidste om 
modelleringsprocessen som sådan.  
Faktisk kunne man tænke sig, at vores model af modelleringsprocessen kunne blive udvidet en smule, så 
lad os forsøge at identificere og karakterisere eventuelle delprocesser, som måtte blive gennemløbet under 
arbejdet.  
Når vi er færdige, så lad os se på udvalgte opgaver fra de 13 spørgsmål og forsøge at placere disse i den 
forhåbentligt udvidede model for modellering . 
God fornøjelse!!!  
Sten Bregnhoved 
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Opgave om matematisk modellering 
Indledende opgave 
I skal strukturere jeres besvarelse af denne opgave i henhold til vores arbejde med matematisk 
modellering. Begynd derfor med at gøre jer selv det klart hvilke delprocesser, der indgår i en matematisk 
modellering, og forklar hver delproces med jeres egne ord.  Jeres forklaring skal indgå i jeres besvarelse af 
opgaven som det allerførste. 
Vi arbejder i grupper, og alle deltager selvfølgelig efter bedste evne - i dette ligger blandt andet, at alle 
naturligvis hele tiden er aktive - uanset hvor meget man bidrager direkte med, kan man jo altid deltage og 
suge til sig. På denne måde vil man på sigt ændre rolle i gruppesammenhæng, så man selv bliver den aktivt 
bidragende . Grupperne er: Amani, Jitze, Sara & Kathrine; Søren, Elena & Nicoline; Poppy, Nadia, Owais & 
Turið; Emilie, Anton & Emma; Mie, Aske, Ingrid & Frederikke. 
Når I løser opgaverne, er der nogle bindinger på jeres metoder: I må nemlig kun bruge noget, som vi 
allerede har lært, eller som I selv udtænker ved hjælp af sund fornuft! Med andre ord: I skal i jeres 
besvarelse argumentere for de metoder, I anvender, når I på egen hånd selv udvikler matematikken . 
Første egentlige delopgave 
I et lille omrejsende tivoli har man en mindre bod, hvor der er et par forskellige aktiviteter. Der er blandt 
andet mulighed for at skyde med slangebøsse, hvor et projektil i form af en lille stålkugle, der affyres fra en 
slangebøsse, skal vælte nogle tomme dåser , se billedet nedenfor. 
 
 
 
 
 
 
Man planlægger i tivoliet at udvikle en lille app, så en film, der i nærbillede og ovenfra viser projektilets vej, 
fra det har sluppet slangebøssen til det øjeblik, hvor dåserne (forhåbentligt) flyver til alle sider, kan blive 
downloadet til kundens mobiltelefon, hvorfra filmen kan afspilles i slowmotion. Filmen skal optages af et 
højhastighedskamera, som automatisk skal følge projektilet. Softwaren, der styrer kameraet, skal have 
oplysninger om projektilets sted i form af koordinater. 
Hvordan gør man det? 
 
Del 3, side 225 af 281
Bilag C37 
Anden delopgave 
En anden aktivitet i den pågældende bod er den velkendte roulette: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Her vil ejeren også udvikle en app i stil med den tidligere omtalte. Tanken er, at kameraet skal følge det tal, 
som kunden har spillet på, så man på sin telefon i slowmotion kan se den lille djævelske kugle ramme eller 
lige netop ryge forbi ens lykketal! Også dette kamera skal have oplysninger om det valgte tals sted i form af 
koordinater. 
Hvordan finder vi dem?  
Tredje delopgave 
Som følge af den innovative udvikling af bodens aktiviteter går det så godt, at der er økonomisk råderum til 
at foretage en udvidelse af aktiviteterne. Det er tanken, at man som kunde i boden ved den nye aktivitet 
skal forsøge at få kastet en lille klods gennem et hul af en slags. Klodsen kastes af en maskine således: 
Klodsen placeres på en glat, roterende skive og fastholdes mekanisk på denne, indtil kunden trykker på en 
knap, hvorved klodsen vil ryge af skiven. Hvis man så har trykket på det rigtige tidspunkt, vil klodsen ryge 
ind gennem hullet, og kunden har vundet en præmie. For at gøre det hele lidt mere spændende skal 
skivens centrum bevæge sig mod hullet, når ens tur begynder - dog ikke direkte mod hullet, men med en 
passende vinkel dertil. 
Hvordan skal denne fantastiske anordning dog konstrueres, så man som kunde ikke vinder for meget (!), 
men omvendt heller ikke mister lysten til at spille? 
 
God fornøjelse!!! 
Sten Bregnhoved 
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Kinematik - et tværfagligt projekt mellem 
fysik og matematik 
Indledning 
I dette tværfaglige projekt skal vi arbejde med kinematikken, der er læren om bevægelse - dvs. et legemes 
position, hastighed og acceleration, hvorfor også tiden nødvendigvis må indgå. 
I projektet indgår tre aktiviteter, der alle beskrives nedenfor. For at komme igennem de tre aktiviteter er 
det nødvendigt, at I får dannet jer et klart billede dels af de indgående fysiske begreber, hvorved I lærer om 
kinematikken, og dels af en ny type matematik, som fordres for, at I bliver i stand til at besvare opgaverne 
fuldstændigt. Som vanligt gælder, at I kun må bruge noget af det, som vi tidligere har lært, og jeres 
exceptionelle sunde fornuft . I skal selvfølgelig i jeres besvarelser argumentere for og beskrive de 
metoder, som I udvikler og arbejder med. 
Vi arbejder også her i grupper, og alle deltager selvfølgelig efter bedste evne - i dette ligger blandt andet, at 
alle naturligvis hele tiden er aktive - uanset hvor meget man bidrager direkte med, kan man jo altid deltage 
og suge til sig. På denne måde vil man på sigt ændre rolle i gruppesammenhæng, så man selv bliver den 
aktivt bidragende . Grupperne er: Amani, Jitze, Sara & Kathrine; Søren, Elena & Nicoline; Poppy, Nadia, 
Owais & Turið; Emilie, Anton & Emma; Mie, Aske, Ingrid & Frederikke. 
Aktivitet 1 
I skal i denne opgave arbejde med en bevægelse med konstant fart. I skal til at begynde med i jeres grupper 
beskrive hvad, det er, der karakteriserer denne type af bevægelse, og derefter skal I udtænke og 
gennemføre et eksperiment, hvori der indgår en bevægelse med konstant fart, hvilket I selvfølgelig skal 
dokumentere med passende målinger. Der må kun benyttes ganske simple midler ved dette eksperiment. 
På basis af jeres eksperiment og derunder foretagne målinger skal I løse følgende opgaver:  
a) Tegn en figur, der viser banekurven det objekt, som i jeres eksperiment bevæger sig med konstant 
fart. 
b) Tegn en figur, der viser hvor langt, objektet har flyttet sig i hvert tidsinterval. 
c) Tegn en figur, der viser hvor langt objektet har flyttet sig i afhængighed af tiden. 
d) Bestem nu farten på basis af figurerne - husk argumentation  og tegn en figur, der viser farten, 
som objektet har i hvert tidsinterval. 
e) I skal som det sidste i denne aktivitet fortolke de grafer, som vi udleverer til jer. 
Produktet i denne aktivitet er: 
A. Jeres beskrivelse af en bevægelse med konstant fart, 
B. jeres beskrivelse af det udtænkte eksperiment samt 
C. jeres besvarelser af de stillede opgaver. 
Del 3, side 232 af 281
Bilag C310 
Aktivitet 2 
De netop udleverede grafer er noget anderledes end de øvrige grafer, vi har arbejdet med, og dette forhold 
vil vi selvfølgelig undersøge nærmere ved endnu et eksperiment. I får derfor til opgave at tilrettelægge 
gennemførelsen af et eksperiment, idet vi hjælper med et formål og en materialeliste, som fremgår af 
sidste side i dette dokument. Herefter udfører I forsøget . 
Når I har gennemført forsøget, skal I behandle jeres data på en lignende vis som i aktivitet 1 - dvs.: 
a) Tegn de tre figurer, der viser positionen for objektet, som bevæger sig i jeres forsøg. 
b) Bestem farten på basis af figurerne - husk argumentation og tegn en figur, der approksimerer 
farten, som objektet har, i afhængighed af tiden. Hvordan kan vi finde den øjeblikkelige fart? 
c) Bestem nu på basis af sidstnævnte figur typen af bevægelse og accelerationen - husk 
argumentation og tegn en figur, der viser accelerationen i hvert tidsinterval. 
d) I skal som det sidste i denne aktivitet fortolke de grafer, som vi udleverer til jer. 
Produktet i denne aktivitet er: 
A. Jeres beskrivelse af det udtænkte eksperiment, 
B. databehandling af samme jævnfør formålet for eksperimentet samt 
C. jeres besvarelser af de stillede opgaver. 
Aktivitet 3 
I denne aktivitet skal I blot besvare disse spørgsmål: Hvor langt kan man kaste en bold, hvor højt kommer 
den op i dette kast, hvorledes ser banekurven ud, hvordan ser (s,t)-, (v,t)- og (a,t)-graferne ud, og hvad er 
den præcise sammenhæng mellem kurverne? Modeller en mulig besvarelse og valider ved hjælp af fysiske 
eksperimenter, se øvelsesvejledning, der udleveres i fysik. 
Produktet i denne aktivitet er: 
A. Jeres modellering, der ligger til grund for besvarelsen af spørgsmålene, samt 
B. Fysikrapporten, der benyttes til validering af jeres model. 
Tidsplan for gennemførelsen af aktiviteterne 
Uge 43 
 Tirsdag i fysik: Opgaven præsenteres og arbejdet med beskrivelse og forsøg iværksættes. 
 Tirsdag i matematik: Der arbejdes videre med aktivitet 1, der forventes afsluttet, når modulet er 
gået. 
 Onsdag i fysik: Der udleveres figurer til fortolkning, og der rundes af. 
 Onsdag i matematik: Der udarbejdes en detaljeret plan for gennemførelsen af øvelsen i aktivitet 2. 
 Fredag i fysik: Øvelsen gennemføres. Se Lectio for deltagerliste. 
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Uge 44 
 Mandag i fysik (i 4. modul): De resterende deltagere gennemfører øvelsen. 
 Tirsdag i matematik: Vi behandler data med henblik på at få alle graferne fremstillet. 
 Onsdag i matematik: Vi behandler data færdigt, fortolker flere grafer (s(t), v(t) og a(t) og færdiggør 
aktivitet 2. 
Uge 45 
 Torsdag i matematik: Modellering af opgaven i aktivitet 3. 
 Fredag i matematik: Videre med modellering, så klassen er klar til øvelserne i fysik om mandagen i 
uge 46. 
Uge 46 
 Mandag i to moduler i fysik: Klassen gennemfører øvelsen. 
 
God fornøjelse!!! 
Mariann og Sten  
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Øvelse i det frie fald 
Formål  
Formålet er at finde de kinematiske sammenhænge i relation til det frie fald. Opstil selv nogle passende 
hypoteser. 
Materialer 
Tempograf, strømforsyning med ledninger til samme, karbonpapir, papirstrimmel, lod, lineal. 
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Kinematik 
Aktivitet 1 
Vi skal i denne aktivitet arbejde med bevægelse med konstant fart. Til at begynde med 
beskriver vi hvad, det er, der karakteriserer denne type af bevægelse, og derefter udtænker og 
gennemføre vi et eksperiment, hvori der indgår en bevægelse med konstant fart, hvilket vi 
selvfølgelig dokumentere med passende målinger. På basis af vores eksperiment og derunder 
foretagne målinger løser vi desuden følgende opgaver: 
 
En beskrivelse af bevægelse med konstant fart: 
For en bevægelse med konstant fart er accelerationen lig 0. Med konstant hastighed har 
bevægelsen en konstant fart og én retning og der vil igen være ingen acceleration.  
Her vil man kunne bestemme den tilbagelagte strækning således: 
s = v0 * t  
Hvor ​s​ er strækning,  er fart, og ​t er tiden.v0   
 
En beskrivelse af forsøget: 
Materialerne bestod af: et lod, en snor, et stativ, et målebånd og et 
stopur.  
Målebåndet hænges ved siden af stativet, så ‘0 cm’ hviler ved 
gulvet. Snoren, som loddet hænger i, fastgøres øverst på stativet, så 
loddet netop rører gulvet. Ved at trække i snoren bevæger loddet sig 
lodret opad.  
Vi startede stopuret, samtidig med at vi trak i snoren med konstant 
fart, så loddet bevægede sig opad med konstant fart. Vi aflæste 
endviddere hvor langt loddet havde bevæget sig hvert sekund, altså 
hvor langt loddet havde bevæget sig hvert tidsinterval. 
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En besvarelse af spørgsmålene: 
a) ​ Vi tegner en  ​figur​, der viser banekurven af det objekt, som vi i vores eksperiment bevæger 
sig med konstant fart. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) ​ Vi tegner en figur, der viser hvor langt, objektet har flyttet sig i hvert tidsinterval. 
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c)​  Vi tegner en figur, der viser hvor langt objektet har flyttet sig i afhængighed af tiden. 
 
 
 
d) ​ Vi bestemmer nu farten på basis af figurerne ­ med argumentation og en figur, der viser 
farten, som objektet har i hvert tidsinterval. 
3/9 
Bilag C311
Del 3, side 238 af 281
Nadia, Owais, Poppy og Turið 
Projekt: Fysik og Matematik 
17/11/2015 
 
Ud fra figurerne kan vi se at farten er netop 15 m/s. Dette aflæses f.eks. fra figur ​b​, som netop 
viser hvor langt objektet bevæger sig pr. sekund. 
 
e)​   Vi skal som det sidste i denne aktivitet fortolke de grafer, som vi har fået udleveret. 
 
1.  En bobles bevægelse i et rør: 
Ud fra graferne kan vi se at boblens bevægelse er konstant de første 30 cm. Her tager det 
netop 1.6 sekunder for at den bevæger sig 10 cm. Efterfølgende varierer tiden pr. 10 cm, 
hvilket muligvis kan forklares ved måleusikkerheder. Her tager det henholdsvis 1.5, 1.7, 1.7, 
1.6, 1.4 sekunder for hvert tiende cm. 
2. a) Lastbil: 
Lastbilen kører med en konstant fart af 10 m/s og i en lineær bevægelse. På den første graf, 
lastbilens banekurve, kan man se lastbilens bevægelse. Formålet med denne graf er at vise 
hvor langt lastbilen har kørt pr. sekund, hvilket er 10 m. 
Hvis man kigger på den anden graf, kan man se, at der er tale om en konstant hastighed. 
Lastbilen bevæger sig 10 m, hver gang der er gået 1 sekund ­ dette gør den uafbrudt. 
Den tredje graf viser, hvor langt lastbilen har bevæget sig efter et bestemt tidsrum ­ det er 
strækning som funktion af tiden. Efter 1 sekund har den bevæget sig 10 m, efter 2 sekunder 
har den bevæget sig 20 m osv. Dette kan beskrives således med denne funktion: 
F(t) = 10*x 
 
b) Langsom bil: 
Bilen kører 20 m/s i en lineær bevægelse. Den kører med en konstant fart. Man kan på 
banekurven aflæse bilens fart og retning. Den anden graf viser, ud af x­aksen, tiden som bilen 
bruger på at køre 20 m. Y­aksen viser hvor mange meter den kører på 1 sek. Den sidste graf 
viser hvordan længden af ruten er, hvor man kan aflæse at strækningen bliver længere jo 
længere tid bilen kører. Dette kan beskrives således med følgende funktion: 
F(t) = 10*x 
  
 
 
 
c) Hurtig bil: 
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Bilen kører 30 m/s. Bilen kører i en lineær bevægelse i en konstant fart. På første kurve kan 
bilens fart aflæses og retningen kan også ses. På anden graf specificeres dette mere og man 
ser strækningen pr. tidsenhed, altså hvor langt bilen har kørt efter en bestemt tid. I tredje og 
sidste graf har man kombineret tallene fra de øvrige grafer og har lavet grafen: strækning som 
funktion af tiden. Efter 1 sekund har den bevæget sig 30, efter 2 har den bevæget sig 60 osv. 
Funktionen ser således ud: 
 F(t) = 30*x 
  
Sammenligning af ​a, b og c​: 
Alle tre grafer viser målinger af 3 køretøjer med hver sin konstante hastighed. Køretøjernes 
hastighed stiger 10 m/s pr. køretøj. 
  
 
3.   En cykels hastighed er blevet målt: 
I den første tidsstrækning bevæger cyklen sig 10 m på to sekunder i en retning (hvilket svarer 
til 5 m/s). Efter det fjerde sekund standser cyklen i fem sekunder indtil den igen kører i en 
hastighed af 10 m på to sekunder (5 m/s), dog i den modsatte retning. Dette gør den i 3 
sekunder. Den ender altså med at have kørt 10 meter fra startpunktet. 
Dette ses således på de 3 grafer: 
Ud fra første banekurve kan vi se bevægelsen i forhold i tiden taget og bevægelsens 
retningen. Anden banekurve viser at cyklen står stille fra 4. sekund da der ikke er vist nogen 
strækning. Sidst er 3. banekurve, her ser vi at pilen er modsatrettet i 1. banekurve, dog er 
farten stadig 10 m pr. 2 sekunder. Når vi ser på grafen for strækning pr. tidsenhed ser vi at der 
først er positiv strækning hvorefter der er ingen. Sidst er der negativ.   
Lignende ses i strækning som funk. af tiden. som viser tilsvarende. her er det ‘nemmest’ at 
aflæse 
 
4.   En gepard løber med 42.9 m/s. Den jagter en zebra som løber i lige linje med 13.2 m/s. Hvis 
zebraen har 31.3 m forspring, hvor lang tid tager det for geparden at få fat i zebraen? Vi 
tegner gepardens og zebraens banekurve. Vi tegner to grafer som viser hvor stor strækning 
geparden og zebraen løber per tidsenhed. Vi tegner derudover to grafer, som viser den 
tilbagelagte strækning som funktion af tiden. På baggrund af graferne giver vi et endeligt svar 
i sekunder. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aktivitet 2 
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Produktet i denne aktivitet er: 
A.​      ​Vores beskrivelse af det udtænkte eksperiment, 
 
Formål 
Formålet ved forsøget er at finde de kinematiske sammenhænge i relation til det frie fald.  
Vi forventer at se at farten stige med værdien for tyngdeaccelerationen ­ altså 9.82  /sm 2  
 
Materialer 
● Tempograf 
● Strømforsyning med ledninger 
● Karbonpapir 
● Papirstrimmel 
● Lod 
● Lineal/målebånd. 
 
Forsøgsbeskrivelse 
Papirstrimlen føres igennem tempografen og karbonpapir sættes hen over. Strimlen fastsættes 
efterfølgende til loddet. Derefter tilsluttes tempografen til vekselstrøm ved 6 V i 
strømforsyningen. Loddet slippes hvorefter tempografen vil markere papirstrimlen med 
prikker i samme hastighed som strømmens veksling, og derved vise loddets acceleration. 
Efterfølgende tælles antal prikker og prikkernes afstanden til første prik måles og noteres. 
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a)​      ​Tegn de tre figurer, der viser positionen for objektet, som bevæger sig i jeres forsøg. 
Første graf (banekurven): 
 
Anden graf (strækning pr. tidsenhed): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7/9 
Bilag C311
Del 3, side 242 af 281
Nadia, Owais, Poppy og Turið 
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Tredje graf (strækning som funktion af tiden): 
 
 
b)​     ​Vi bestemmer farten på basis af figurerne ­ med argumentation og med en figur, der 
approksimerer farten, som objektet har, i afhængighed af tiden. Hvordan kan vi finde den 
øjeblikkelige fart? 
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Ved at foretage en regression over vores datapunkter har vi fundet at farten stiger med 935,22 
cm/s eller 9.3522 m/s pr. sekund. 
Med fundne forskrift,  , kan vi approksimere farten ved et givent tidspunkt, blot35.22xy = 9  
ved at angive antal sekunder som x­værdien 
 
c)​       ​Vi bestemmer nu på basis af sidstnævnte figur typen af bevægelse og accelerationen ­ med 
argumentation og tegning af en figur, der viser accelerationen i hvert tidsinterval. 
 
 
Vi forventede at få en værdi tilsvarende tyngdeaccelerationen (g): 9,82  , da vi beregnede/sm 2  
accelerationen. Vi kan dog se at resultaterne er spredte og at der derved må være en afvigelse. 
Dette skyldes måleusikkerhederne, som eksempelvis kan stamme fra måling med lineal. 
Tendenslinjen ligger dog relativt tæt på 10, selvom der er spredning på resultaterne. Når man 
finder gennemsnitsværdien ligger den på 9,2105.  
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 Nogle andre kurver end de, vi har set hidtil - hvad sker der?
Banekurve, hvor der er det samme tidsrum mellem to på hinanden følgende punkter: 
0 5 10
0.5
1
1.5
2
Strækning i hvert tidsinterval: Strækning som funktion af tiden
0 2 4 6 8 10
2
4
6
8
10
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Bilag C313 
Kinematik - et tværfagligt projekt mellem 
fysik og matematik 
Indledning 
I dette tværfaglige projekt skal vi arbejde med kinematikken, der er læren om bevægelse - dvs. et legemes 
position, hastighed og acceleration, hvorfor også tiden nødvendigvis må indgå. 
I projektet indgår tre aktiviteter, der alle beskrives nedenfor. For at komme igennem de tre aktiviteter er 
det nødvendigt, at I får dannet jer et klart billede dels af de indgående fysiske begreber, hvorved I lærer om 
kinematikken, og dels af en ny type matematik, som fordres for, at I bliver i stand til at besvare opgaverne 
fuldstændigt. Som vanligt gælder, at I kun må bruge noget af det, som vi tidligere har lært, og jeres 
exceptionelle sunde fornuft . I skal selvfølgelig i jeres besvarelser argumentere for og beskrive de 
metoder, som I udvikler og arbejder med. 
Vi arbejder også her i grupper, og alle deltager selvfølgelig efter bedste evne - i dette ligger blandt andet, at 
alle naturligvis hele tiden er aktive - uanset hvor meget man bidrager direkte med, kan man jo altid deltage 
og suge til sig. På denne måde vil man på sigt ændre rolle i gruppesammenhæng, så man selv bliver den 
aktivt bidragende . Grupperne er: Amani, Jitze, Sara & Kathrine; Søren, Elena & Nicoline; Poppy, Nadia, 
Owais & Turið; Emilie, Anton & Emma; Mie, Aske, Ingrid & Frederikke. 
Aktivitet 1 
I skal i denne opgave arbejde med en bevægelse med konstant fart. I skal til at begynde med i jeres grupper 
beskrive hvad, det er, der karakteriserer denne type af bevægelse, og derefter skal I udtænke og 
gennemføre et eksperiment, hvori der indgår en bevægelse med konstant fart, hvilket I selvfølgelig skal 
dokumentere med passende målinger. Der må kun benyttes ganske simple midler ved dette eksperiment. 
På basis af jeres eksperiment og derunder foretagne målinger skal I løse følgende opgaver:  
a) Tegn en figur, der viser banekurven det objekt, som i jeres eksperiment bevæger sig med konstant 
fart. 
b) Tegn en figur, der viser hvor langt, objektet har flyttet sig i hvert tidsinterval. 
c) Tegn en figur, der viser hvor langt objektet har flyttet sig i afhængighed af tiden. 
d) Tegn nu på basis af de øvrige figurer en ny figur, der viser farten, som objektet har i hvert 
tidsinterval og bestem heraf farten i bevægelsen - husk argumentation. 
e) I skal som det sidste i denne aktivitet fortolke de grafer, som vi udleverer til jer. 
Produktet i denne aktivitet er: 
A. Jeres beskrivelse af en bevægelse med konstant fart, 
B. jeres beskrivelse af det udtænkte eksperiment samt 
C. jeres besvarelser af de stillede opgaver. 
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Aktivitet 2 
De netop udleverede grafer er noget anderledes end de øvrige grafer, vi har arbejdet med, og dette forhold 
vil vi selvfølgelig undersøge nærmere ved endnu et eksperiment. I får derfor til opgave at tilrettelægge 
gennemførelsen af et eksperiment, idet vi hjælper med et formål og en materialeliste, som fremgår af 
sidste side i dette dokument. Herefter udfører I forsøget . 
Når I har gennemført forsøget, skal I behandle jeres data på en lignende vis som i aktivitet 1 - dvs.: 
a) Tegn de tre figurer, der viser positionen for objektet, som bevæger sig i jeres forsøg. 
b) Tegn nu på basis af de øvrige figurer to figurer, der henholdsvis viser farten, som objektet har i 
hvert tidsinterval, og farten i afhængighed af tiden - husk argumentation. Find også ud af, hvordan 
vi kan finde den øjeblikkelige fart. 
c) Bestem nu på basis af sidstnævnte figurer typen af bevægelse og accelerationen - husk 
argumentation og tegn en figur, der viser accelerationen i afhængighed af tiden. 
d) Medens de diskrete (t,v)- og (t,a)-grafer let gøres kontinuerte (hvorfor?), forholder det sig 
anderledes med (t,s)-grafen, der jo viste sig at være krum. Find derfor i denne opgave ud af, 
hvorledes vi på basis af vores målinger kan bestemme den kontinuerte (t,s)-graf. 
Produktet i denne aktivitet er: 
A. Jeres beskrivelse af det udtænkte eksperiment, 
B. databehandling af samme jævnfør formålet for eksperimentet samt 
C. jeres besvarelser af de stillede opgaver. 
Aktivitet 3 
I denne aktivitet skal I blot besvare disse spørgsmål: Hvor langt kan man kaste en bold, hvor højt kommer 
den op i dette kast, hvorledes ser banekurven ud, hvordan ser (t,s)-, (t,v)- og (t,a)-graferne ud, og hvad er 
den præcise sammenhæng mellem kurverne - altså hvordan kan man gå fra en (t,s)-graf til en (t,v)-graf til 
en (t,a)-graf og vice versa? Modeller en mulig besvarelse og valider ved hjælp af fysiske eksperimenter, se 
øvelsesvejledning, der udleveres i fysik. 
Produktet i denne aktivitet er: 
A. Jeres modellering (indeholdende en præcisering af hver delproces i modelleringen), der ligger til 
grund for besvarelsen af spørgsmålene, samt 
B. Fysikrapporten, der benyttes til validering af jeres model. 
Tidsplan for gennemførelsen af aktiviteterne 
Uge 43 
 Tirsdag i fysik: Opgaven præsenteres og arbejdet med beskrivelse og forsøg iværksættes. 
 Tirsdag i matematik: Der arbejdes videre med aktivitet 1, og det forventes, at I er færdige med 
aktivitet 1 c), når modulet er gået. 
 Onsdag i fysik: Der udleveres figurer til fortolkning, og der rundes af. 
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 Onsdag i matematik: Der udarbejdes en detaljeret plan for gennemførelsen af øvelsen i aktivitet 2. 
 Fredag i fysik: Øvelsen gennemføres. Se Lectio for deltagerliste. 
Uge 44 
 Mandag i fysik (i 4. modul): De resterende deltagere gennemfører øvelsen. 
 Tirsdag i matematik: Vi behandler data med henblik på at få alle graferne fremstillet. 
 Onsdag i matematik: Vi behandler data færdig og færdiggør aktivitet 2. 
Uge 45 
 Torsdag i matematik: Modellering af opgaven i aktivitet 3. 
 Fredag i matematik: Videre med modellering, så klassen er klar til øvelserne i fysik om mandagen i 
uge 46. 
Uge 46 
 Mandag i to moduler i fysik: Klassen gennemfører øvelsen. 
 
God fornøjelse!!! 
Mariann og Sten  
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Øvelse i det frie fald 
Formål  
Formålet er at finde de kinematiske sammenhænge i relation til det frie fald og bestemme 
tyngdeaccelerationen. Opstil selv nogle passende hypoteser. 
Materialer 
Tempograf, strømforsyning med ledninger til samme, karbonpapir, papirstrimmel, lod, lineal. 
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Spørgeskema 2 om synet på matematik
I dette spørgeskema vil jeg forsøge at afdække dit syn på matematik. Når vi bruger tid på 
det, er det fordi, at der er forskningsresultater, som tyder på, at synet på matematik faktisk 
har betydning for i hvor høj grad, at du lærer matematik.
Hvis du således har et "uhensigtsmæssigt" syn på matematik, så viser forskningen 
heldigvis også, at man kan flytte dette, for det er dit eget syn, som er helt uafhængigt af mit 
syn for eksempel, så fortvivl ej i påkommende tilfælde :­).
Med en enkelt undtagelse eller to er spørgeskemaet udformet således, at du bedes tage 
stilling til et udsagn ved at angive, hvor enig du er i udsagnet på en skala fra 1 til 10, hvor 1 
betyder, at du er helt uenig, medens 10 betyder, at du er helt enig.
Dit brugernavn (sbr@hels­gym.dk) bliver registreret, når du indsender denne formular. Ikke
sbr? Log ud
*Påkrævet
1.  Jeg kan godt lide matematik, der ikke har noget at gøre med virkeligheden. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
2.  Jeg kan godt lide matematik, der har noget at gøre med virkeligheden. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
3.  Jeg kan godt lide matematik, uanset om den har noget at gøre med virkeligheden
eller ej. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
4.  Jeg kan ikke lide matematik, hvad enten den har noget at gøre med virkeligheden
eller ej. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
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5.  Min flid, indsats eller arbejdsiver i forhold til matematik er helt i top. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
6.  Mattematik er en stærk og eksakt videnskab. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
7.  Matematik er en proces, hvor man tænker over problemerne. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
8.  Matematik kan bruges i praksis. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
9.  Matematik er en samling af regler, der kan bruges til at løse en opgave. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
10.  Matematik er en værktøjskasse, som man ikke selv kan udvikle og forstå. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
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11.  Jeg kan ikke lide matematisk modellering og ser ikke et behov for at løse
virkelighedsnære problemer i matematik. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
12.  Jeg elsker matematisk modellering og løser hellere virkelighedsnære problemer i
matematik, end jeg beskæftiger mig med matematik for matematikkens skyld. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
13.  Jeg er ligeså glad for at arbejde med matematiske modeller, som jeg er for at
arbejde med matematikken selv. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
14.  Jeg er hverken interesseret i matematisk modellering eller i matematik som sådan.
*
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
15.  Min glæde og nydelse ved matematik er helt i top. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
16.  Matematik er en logisk tænkning. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
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17.  Matematik er en proces, hvorunder man kommer frem til idéer og løsninger. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
18.  Matematik kan anvendes direkte. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
19.  Matematik er en samling af procedurer, der kan anvendes til at løse en opgave. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
20.  Matematik er en samling af formler, som man ikke selv kan udvikle og forstå. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
21.  Jeg synes, at matematisk modellering er svær ­ særligt når modellen skal findes
og ved afmatematiseringen og valideringen. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
22.  Jeg synes, at matematisk modellering er sjovt, men det er svært at gennemføre
matematiseringen og at finde løsningerne. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
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23.  Jeg har en positiv indstilling til matematisk modellering, der ikke giver mig
særlige problemer. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
24.  Jeg synes ikke, at matematisk modellering er noget værd, og jeg har problemer i
næsten alle modelleringens delprocesser. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
25.  Jeg har en dyb interesse i matematik. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
26.  Matematik er sikker viden baseret på argumentation. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
27.  Matematik er en proces, hvor man finder, skaber og opfinder matematik ved
intuition og forsøg, hvorfor der undervejs i processen sker fejl, og modsætninger
opstår. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
28.  Viden i matematik er vigtig i hverdagslivet. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
Bilag C315
Del 3, side 256 af 281
29.  Når man bedriver matematik, skal man kunne huske regler, formler, fakta og
procedurer udenad. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
30.  Kun den matematik, der testes ved eksamen, er værd at huske udenad. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
31.  Jeg motiveres ved at arbejde med matematik. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
32.  Matematik er ræsonnementer og beviser. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
33.  Matematik er en proces, hvor sammenhænge opdages. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
34.  Matematik er vigtigt i arbejdslivet. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
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35.  Når man bedriver matematik, skal man kunne anvende regler, formler og
procedurer. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
36.  Beviset for en regel er ikke vigtig ­ det er derimod vigtigt, at man kan benytte
reglen. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
37.  Her angiver jeg mit karakterniveau i matematik. *
Markér kun én bolle.
 ­3
 00
 02
 4
 7
 10
 12
38.  Jeg drives af en indre motivation i matematik ­ for eksempel glæde over at kunne
løse en opgave. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
39.  Jeg drives af en ydre motivation i matematik ­ for eksempel når jeg får en høj
karakter. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
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40.  Jeg motiveres af at blive udfordret. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
41.  Jeg motiveres af at få hurtig, præcis feedback. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
42.  Jeg motiveres af at være kompetent ­ dvs. at jeg kan løse en opgave selvstændigt.
*
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
43.  Jeg motiveres, når jeg oplever en samhørighed ­ dvs. når andre lytter til mig og
inddrager mig i arbejdet. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
44.  Jeg motiveres, når jeg er tilfreds med mig selv. *
Markér kun én bolle.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Helt
uenig
Helt
enig
45.  Her angiver jeg, hvad der motiverer mig
mest i forhold til matematik. *
Skriv helt frit fra leveren, angiv dit svar i
stikord eller skriv løs i hele sætninger.
 Send mig en kopi af mine svar.
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Virkelighedsfjerne modellører
Brugernavn
Jeg kan godt lide 
matematik, der ikke har 
noget at gøre med 
virkeligheden.
Jeg kan ikke lide 
matematisk modellering 
og ser ikke et behov for at 
løse virkelighedsnære 
problemer i matematik.
Jeg synes, at matematisk 
modellering er svær - 
særligt når modellen skal 
findes og ved 
afmatematiseringen og 
valideringen.
5 1 5
10 1 4
8 2 3
5 5 6
7 7 8
2 2 6
5 5 10
9 8 9
4 5 10
Q 8 1 6
6 4 6
7 1 1
5 4 7
10 3 6
9 2 7
2 3 7
N 8 5 8
110 59 109
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Matematikfjerne modellører
Brugernavn
Jeg kan godt lide 
matematik, der har noget 
at gøre med 
virkeligheden.
Jeg elsker matematisk 
modellering og løser 
hellere virkelighedsnære 
problemer i matematik, 
end jeg beskæftiger mig 
med matematik for 
matematikkens skyld.
Jeg synes, at matematisk 
modellering er sjovt, men 
det er svært at 
gennemføre 
matematiseringen og at 
finde løsningerne.
8 5 5
5 1 8
8 7 6
7 2 9
5 3 8
8 3 6
5 2 9
4 2 2
8 1 9
Q 8 2 5
8 5 8
10 7 9
8 7 8
8 7 7
7 2 5
7 7 8
N 5 1 3
Sum 119 64 115
Del 3, side 261 af 281
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Reflekterende modellører
Brugernavn
Jeg kan godt lide 
matematik, uanset om 
den har noget at gøre 
med virkeligheden eller 
ej.
Jeg er ligeså glad for at 
arbejde med matematiske 
modeller, som jeg er for 
at arbejde med 
matematikken selv.
Jeg har en positiv 
indstilling til matematisk 
modellering, der ikke 
giver mig særlige 
problemer.
8 7 10
10 5 4
8 8 9
7 3 3
5 3 7
10 5 7
7 8 5
9 5 2
8 3 7
Q 6 6 5
10 3 6
9 8 9
6 5 5
10 7 7
9 7 6
3 5 8
N 8 8 1
Sum 133 96 101
Del 3, side 262 af 281
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Uinteresserede modellører
Brugernavn
Jeg kan ikke lide 
matematik, hvad enten 
den har noget at gøre 
med virkeligheden eller 
ej.
Jeg er hverken 
interesseret i matematisk 
modellering eller i 
matematik som sådan.
Jeg synes ikke, at 
matematisk modellering 
er noget værd, og jeg har 
problemer i næsten alle 
modelleringens 
delprocesser.
1 1 1
1 1 3
2 2 2
3 1 2
4 4 6
1 1 3
1 3 9
1 4 7
1 2 9
Q 5 1 4
1 1 3
1 1 1
1 1 3
1 1 3
1 1 5
4 6 3
N 3 5 8
Sum 32 36 72
Del 3, side 263 af 281
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Formalismeaspektet
Brugernavn
Mattematik er en stærk 
og eksakt videnskab.
Matematik er en logisk 
tænkning.
Matematik er sikker viden 
baseret på 
argumentation.
Matematik er 
ræsonnementer og 
beviser.
10 10 8 8
8 10 10 5
7 8 8 8
8 8 9 6
10 5 9 5
10 8 3 8
4 8 7 7
8 8 6 8
7 4 7 7
Q 9 9 10 3
7 10 6 5
10 6 9 10
8 9 9 8
10 10 10 8
8 9 7 7
8 8 7 5
N 5 8 5 5
Sum 137 138 130 113
Del 3, side 264 af 281
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Procesaspektet
Brugernavn
Matematik er en proces, 
hvor man tænker over 
problemerne.
Matematik er en proces, 
hvorunder man kommer 
frem til idéer og løsninger.
Matematik er en proces, 
hvor man finder, skaber 
og opfinder matematik 
ved intuition og forsøg, 
hvorfor der undervejs i 
processen sker fejl, og 
modsætninger opstår.
Matematik er en proces, 
hvor sammenhænge 
opdages.
9 10 10 10
10 8 3 8
8 9 8 9
7 7 7 8
10 8 6 9
10 10 10 10
8 8 10 8
8 7 5 8
8 8 6 9
Q 8 9 4 10
9 7 6 8
8 10 9 10
8 8 9 8
10 10 7 10
8 7 8 9
8 8 8 6
N 5 5 5 5
Sum 142 139 121 145
Del 3, side 265 af 281
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Anvendelsesaspektet
Brugernavn
Matematik kan bruges i 
praksis.
Matematik kan anvendes 
direkte.
Viden i matematik er 
vigtig i hverdagslivet.
Matematik er vigtigt i 
arbejdslivet.
10 8 10 10
10 8 6 8
10 8 8 9
9 8 8 7
9 8 10 9
10 3 9 9
10 5 8 10
7 7 8 8
10 7 6 5
Q 10 10 10 10
10 9 8 10
10 8 7 10
8 8 7 9
10 8 8 10
10 7 7 8
9 9 7 8
N 5 5 5 5
Sum 157 126 132 145
Del 3, side 266 af 281
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Skemaaspektet
Brugernavn
Matematik er en samling 
af regler, der kan bruges 
til at løse en opgave.
Matematik er en samling 
af procedurer, der kan 
anvendes til at løse en 
opgave.
Når man bedriver 
matematik, skal man 
kunne huske regler, 
formler, fakta og 
procedurer udenad.
Når man bedriver 
matematik, skal man 
kunne anvende regler, 
formler og procedurer.
5 8 8 10
7 8 6 10
8 7 8 9
7 7 7 7
7 7 7 9
3 7 8 10
6 5 7 8
8 8 7 9
8 7 7 8
Q 7 4 10 10
8 7 7 10
7 7 7 5
5 6 3 9
10 7 10 10
8 8 8 8
7 7 8 8
N 5 5 5 5
Sum 116 115 123 145
Del 3, side 267 af 281
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Rigidskemaaspektet
Brugernavn
Matematik er en 
værktøjskasse, som man 
ikke selv kan udvikle og 
forstå.
Matematik er en samling 
af formler, som man ikke 
selv kan udvikle og forstå.
Kun den matematik, der 
testes ved eksamen, er 
værd at huske udenad.
Beviset for en regel er 
ikke vigtig - det er 
derimod vigtigt, at man 
kan benytte reglen.
1 1 1 1
1 1 1 3
3 3 3 5
3 2 5 6
7 5 4 7
1 1 1 2
2 2 3 2
5 5 3 2
4 3 6 6
Q 1 7 1 4
3 1 3 1
1 1 1 3
3 2 4 5
1 1 3 3
2 2 2 6
7 6 5 4
N 5 5 5 5
Sum 50 48 51 65
Del 3, side 268 af 281
Bilag C316
Selvopfattelse Karakter
Brugernavn
Min flid, indsats eller 
arbejdsiver i forhold til 
matematik er helt i top.
Min glæde og nydelse 
ved matematik er helt i 
top.
Jeg har en dyb interesse i 
matematik.
Jeg motiveres ved at 
arbejde med matematik.
Her angiver jeg mit 
karakterniveau i 
matematik.
8 8 7 8 10
9 8 10 8 10
8 8 8 7 7
7 7 7 8 10
2 6 8 9 2
7 7 10 9 7
10 7 10 8 10
5 6 8 7 7
8 6 8 7 7
Q 10 5 7 8 4
7 6 7 8 10
10 8 10 10 10
8 8 8 8 10
8 9 10 10 12
3 3 7 8 12
3 3 4 5 4
N 5 7 5 5 4
Sum 118 112 134 133 136
Del 3, side 269 af 281
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Motivation
Jeg drives af en indre 
motivation i matematik - 
for eksempel glæde over 
at kunne løse en opgave.
Jeg drives af en ydre 
motivation i matematik - 
for eksempel når jeg får 
en høj karakter.
Jeg motiveres af at være 
kompetent - dvs. at jeg 
kan løse en opgave 
selvstændigt.
Jeg motiveres, når jeg 
oplever en samhørighed - 
dvs. når andre lytter til 
mig og inddrager mig i 
arbejdet.
Jeg motiveres af at blive 
udfordret.
8 7 10 10 10
10 10 10 10 7
10 10 9 9 8
9 9 8 10 8
9 10 7 7 3
4 5 9 8 8
8 9 10 8 8
8 6 9 6 6
9 9 8 8 7
Q 8 1 10 10 7
10 5 8 8 8
10 8 10 10 10
9 7 8 9 8
10 8 10 6 10
9 5 8 8 9
3 7 5 7 4
N 8 8 5 8 5
Sum 142 124 144 142 126
Del 3, side 270 af 281
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Motivation
Jeg motiveres af at få 
hurtig, præcis feedback.
Jeg motiveres, når jeg er 
tilfreds med mig selv.
Her angiver jeg, hvad der 
motiverer mig mest i 
forhold til matematik.
8 10
10 9 Når jeg kan løse komplicerede opgaver, og forstår sammenhængen i opgaven.
8 10
8 8 At entydige svar kan findes.
9 8 ved ikke 
7 7
10 9
8 7 ...
9 10 At få lært noget nyt, og derved få svaret på nogle tilhørende opgaver
Q 3 10
5 8 Når man føler man har lært noget og kan anvende det.
5 10 forstå og kunne beskrive verden
8 9   
10 8 At opleve sammenhængene mellem tal.
5 4
5 8  
N 5 7
Sum 123 142
?
Når jeg forstår hvad jeg arbejder med og hvorfor. Når jeg kommer hjem og kan 
sige til migselv, i dag har lært noget. 
Når Maple virker efter hensigten ;-), at finde sammenhænge mellem 
emner/kunne anvende tidligere matematik i nye sammenhænge, at kunne 
opstille effektive udtryk i Maple, således at Maple laver arbejdet :-), forstå 
matematik i dagligdagen (eks. statistik), programmering
Når maple virker :-), Når jeg kommer frem til en løsning, hvis jeg har kæmpet 
med en (besværlig) opgave i lang tid og jeg endelig finder frem til en løsning. 
Når jeg forstår sammenhæng i matematikken, og forstår hvad jeg sidder og 
laver :-)
Mest af alt logikken. Nye metoder. Sammenkobling af emner inden for 
matematikken. De forskellige faser eleverne går igennem, når der løses en 
opgave (eller et projekt). Baggrunden for en problemstilling. Forsøg kan også en 
spille en rolle for hvor spændende man griber et emne an.
Når svære opgaver løses, uden alt for meget hjælp. Ved megen hjælp vil 
samme motivation ikke opstå, da det i høj grad ikke er en selv der har løst den 
givne opgave.
Ny viden- der udvider forståelsen og sammenhængene i matematikken, 
opgaveløsning der udfordre til niveauet samt sucsesoplevelser f.eks. i form af at 
løse en svær opgave.
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13 Spørgsmål fra Professoren 
Ved Mogens Niss & Uffe Thomas Jankvist 
Her er 13 spørgsmål fra professoren. Det er meget vigtigt for vores undersøgelse, at du svarer på 
alle spørgsmålene, også hvis der skulle være nogle du ikke synes du kan gøre noget ved. På forhånd 
stor tak for hjælpen! 
Spørgsmål 1 
Hans kan gå fra Roskilde Station til Roskilde Domkirke på 6 minutter. Grethe skal bruge 8 
minutter. Hvor lang tid tager det, hvis de følges ad? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 2 
Du er ved at lave din egen dressing til en salat. Her er en opskrift på 100 milliliter (ml) dressing. 
Salatolie 60 ml 
Eddike 30 ml 
Soyasauce 10 ml 
 
Hvor mange ml salatolie skal du bruge for at lave 150 ml af denne dressing? Begrund dit svar. 
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Spørgsmål 3 
Søren vil sætte sine sparepenge i banken. Banken Tæsk tilbyder 0,25 % i rente hvert kvartal, hvis 
han lader pengene stå i 2 år. Banken Bank tilbyder 1% i årlig rente, hvis han lader pengene stå i 2 
år. Er det ligegyldigt hvilken bank Søren vælger, eller har han fordel af at vælge den ene frem for 
den anden? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 4 
På en bestemt skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel der udtrykker 
sammenhængen mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere. Begrund dit svar. 
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Spørgsmål 5 
Se på billedet ovenfor. Hvor høj er den forreste bygning cirka? Begrund dit svar.  
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Spørgsmål 6 
Et oliefelt indeholder 100 millioner tønder olie. Ali siger, at hvis man hvert år udvinder 1 million 
tønder olie, slipper olien op efter 100 år. Aya siger, at hvis man hvert år udvinder 1% af den olie, 
der er tilbage, slipper olien aldrig op. Hvem har ret og hvorfor? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 7 
På en ret stejl bakke i Athen findes en vej op, der er ca. 4 km lang. Rikke, som er i god form, kan 
bestige bakken med en gennemsnitsfart på 3 km i timen, og gå ned igen med den dobbelte fart. 
Hvad er Rikkes gennemsnitsfart for den samlede tur? Begrund dit svar. 
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Spørgsmål 8 
Et pizzeria serverer to runde frokostpizzaer af samme slags og tykkelse, men i forskellig størrelse. 
Den mindste har en diameter på 30 cm og koster 30 kr. Den største har en diameter på 40 cm og 
koster 40 kr. Hvilken pizza giver mest for pengene? Vis, hvordan du kom frem til dit resultat. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 9 
I landet Zedland er der to aviser, der søger sælgere. Annoncerne nedenfor viser, hvordan de betaler 
deres sælgere.  
 
 
 
 
 
 
 
John beslutter sig for at søge en stilling som avissælger. Han skal vælge mellem Zedland Posten og 
Zedland Tidende. Hvilken af de følgende grafer (A, B, C eller D) er en korrekt fremstilling af, 
hvordan de to aviser betaler deres sælgere? Begrund dit svar.  
ZEDLAND POSTEN 
BRUG FOR EKSTRA PENGE? 
SÆLG VORES AVISER 
Du vil blive betalt: 0,20 zeds pr. 
avis for de første 240 aviser, du 
sælger på en uge, plus 0,40 zeds for 
hver ekstra avis, du sælger. 
ZEDLAND TIDENDE 
GODT BETALT JOB, DER IKKE 
TAGER LANG TID! 
Sælg Zedland Tidende og tjen 60 
zeds om ugen, plus ekstra 0,05 zeds 
pr. avis du sælger.  
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A 
C D 
B 
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Spørgsmål 10 
Mohammed sidder på en gynge. Han begynder at gynge. Han forsøger at komme så højt op som 
muligt.  
Hvilken af følgende grafer (A, B, C eller D) afbilder bedst højden af hans fødder over jorden mens 
han gynger? Begrund dit svar. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Højde af fødder 
Højde af fødder 
Højde af fødder 
Højde af fødder 
Tid 
Tid 
Tid 
Tid 
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Spørgsmål 11 
En terning af træ med alle kanter lig 2 cm vejer 4,8 gram. Hvad vejer en terning af træ, hvor alle 
kanterne er 4 cm? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 12 
Af helbredsmæssige årsager bør folk begrænse deres anstrengelser, fx under udøvelse af sport, for 
ikke at overskride en bestemt hjertefrekvens (antal hjerteslag pr. minut). Før i tiden var 
sammenhængen mellem en persons anbefalede maksimale hjertefrekvens og personens alder (målt i 
år) beskrevet ved følgende formel (hvor der ses væk fra enheder): 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 220 – alder. 
Nyere forskning viste at denne formel burde ændres en smule. Den nye formel er som følger: 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 208 – (0,7 × alder). 
En avisartikel skrev: ”Et resultat af at benytte den nye formel i stedet for den gamle er, at det 
anbefalede maksimale antal hjerteslag per minut for yngre mennesker nedsættes en smule, mens det 
for ældre mennesker forhøjes en smule.”  
Avisens påstand er korrekt. Fra hvilken alder og frem forhøjes den anbefalede maksimale 
hjertefrekvens ved overgang til den nye formel? Begrund dit svar. 
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Spørgsmål 13 
Kelly kørte en tur i sin bil. Pludselig løb en kat ud foran bilen. Kelly bremsede hårdt op og undgik 
at ramme katten. Lettere rystet besluttede Kelly sig for at køre videre. Diagrammet nedenfor viser 
en forenklet gengivelse af bilens fart i løbet af turen.  
Hvad var klokken, da Kelly bremsede hårdt op for at undgå at ramme katten? Begrund dit svar. 
 
                         
 
 
 
 
 
 
Kellys køretur 
Tid 
Fart (km/t) 
Bilag D31
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Gæt på besvarelser og det, der testes 
Opgave 1: Test af matematiseringen. De fleste vil finde gennemsnittet. 
Opgave 2: Test af matematisering og analyse. De fleste vil nok svare rigtigt, Mulige fejl: svarer “for 
meget” (alle ingredienserne) eller samler disse. 
Opgave 3: Matematisering og analyse etcetera. En del vil formodentlig blot sig 4 gange 0.25 er 1, så 
det er det samme. En anden del vil formodentlig regne korrekt, men de vil studse over, at der ikke er 
en begyndelseskapital. 
Opgave 4: Matematisering. En del vil bytte om på elever og lærere, når de opstiller formlen. 
Opgave 5: Præ-matematisering og matematisering. De fleste vil sikkert tage udgangspunkt i en 
gennemsnitshøjde på en mand og så gange denne længde op. De færreste vil overveje mandens eller 
genstandens afstand til bygningen, ligesom bygningens perspektiv ikke vil blive medtaget. Vi tænker 
ikke, at resultatet vil blive forsøgt valideret. Termen cirka vil formodentlig blive tillagt betydning... 
Opgave 6: Matematisering med videre. De fleste vil sikkert give Ali ret, da de kan verificere hans 
påstand. Man kan betragte opgaven som to modeller for, hvorledes olien forbruges. 
Opgave 7: Ditto. De fleste vil sikkert tage gennemsnittet. 
Opgave 8: Do. En del vil sikkert ikke finde en forskel (1 kr. per centimeter i diameter), kun et fåtal vil 
tage fat i arealformlen for en cirkel, og således opstille en korrekt model.  
Opgave 9: Do. En stor del har ikke arbejdet med stykkevise funktioner og vil sikkert (ubegrundet) 
gætte på A, nogle få vil opstille korrekte modeller og ved en sammenligning med de viste grafer 
vælge den rigtige, C. 
Opgave 10: Do. En del vil i 1. g vælge C, hvor de dermed ser på sted i stedet højde per tid, eller D, 
igen da den rette linje er kendt, og målet var at gynge højere og højere. 
Opgave 11: Do. En del vil klare opgaven korrekt, men der skal nok også være de, der blot ganger 
massen med 2. 
Opgave 12: Afmatematisering primært. Eleverne skal kunne opstille regneforskrifterne for de to 
rette linjer baseret på tekst og indse, at de skal finde skæringspunktet. Et fåtal kan gøre dette i 1. g, 
og en del vil kløjs i den lange tekst. Vi tror ikke, at nogen vil forsøge at tegne sig frem. Måske vil de 
prøve sig lidt frem og vælge tal til indsættelse? 
Opgave 13: Afmatematisering igen modellen er jo givet ved grafen. Her skal eleverne kunne 
oversætte en tekst til en graf. Vi tror, at de fleste kan klare opgaven - eventuelt blot ved at 
konstatere, at der er et enkelt sted, hvor farten nedsættes kraftigt på kort tid. Måske er elevernes 
træning i at bruge og læse grafer afgørende.  
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